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CONSIDERACIONES
GENERALES



Se presenta una memoria para optar a una plaza de Profesor Titular
de Universidad del Departamento de Matematica Aplicada de La Universidad
de Zaragoza, en el Area de Conocimiento de Matematica Aplicada. La carga
docente asignada a dicha plaza es la asignatura de Analisis Matematico III en

el Colegio Universitario de La Rioja.

En el citado Colegio se imparten, entre otras ensenanzas, los tres primeros
cursos de la Licenciatura de Matematicas. Los planes de estudio son los mismos
que los de la Universidad de Zaragoza, en la que esta integrado, y donde los
alumnos contintan sus estudios tras finalizar los tres cursos de Logrono. Es
bien sabido que estos planes de estudio estan siendo objeto de reelaboraciéon y
van a ser cambiados en breve; mas aun, el Colegio Universitario de La Rioja
va desaparecer como tal y sus estudios formaran parte de la Universidad de
La Rioja que estda a punto de constituirse y que elaborara sus propios planes
de estudio, posiblemente diferentes de los de la Universidad de Zaragoza. Sin
embargo, en este momento los planes vigentes son los actuales de la Universidad

de Zaragoza y a ellos debemos atenernos en la elaboracion de esta memoria.

La asignatura de Analisis Matematico III se imparte el tercer curso
de la Licenciatura de Matemadticas y es obligatoria para todos los alumnos.
Tiene caracter anual y consta de cinco horas lectivas semanales, lo que con la
denominacién actual se traduce en quince créditos. Su contenido fundamental

es el estudio de las Ecuaciones Diferenciables Ordinarias.

A la hora de elaborar un proyecto docente para esta asignatura hay que
tener en cuenta su relaciéon con otras disciplinas y su posible continuaciéon en
el segundo ciclo. Por una parte es de destacar que el Analisis Matematico es
actualmente obligatorio en todos los cursos de la Licenciatura. En particular, al
llegar a tercero los alumnos ya dominan en cierta medida el Analisis Real en una
y varias variables, lo que podremos utilizar en el desarrollo del programa; asi
mismo, también tienen todos ellos el suficiente conocimiento de Algebra Lineal,
esencial en algunas de las partes de la asignatura. Por otra parte, hay que hacer
notar que los temas que se abordan en Anadlisis Matemematico III pueden ser
ampliados por los alumnos en dos asignaturas fundamentalmente, ambas de
caracter optativo, pero obligatorias para los que eligen la actual especialidad

de Matemética Aplicada. Estas asignaturas son el Andlisis Numérico (cuarto



curso), en la que se estudian métodos numéricos para la resolucién de ecuaciones

diferenciales, y las Ecuaciones en Derivadas Parciales (quinto curso).

Al hacer la programacién de una asignatura consideramos que debe

tenerse en cuenta fundamentalmente los objetivos que se pretenden alcanzar —

el primero de los cuales es, por supuesto, que los alumnos adquieran suficientes

conocimientos sobre la materia en cuestion—, los contenidos que se impartiran

para alcanzar dichos conocimentos y los métodos que se utilizaran para la mejor

asimilacién de aquellos por parte de los alumnos.

Los objetivos generales que nos proponemos alcanzar con el desarrollo de

este programa son:

1.

Que el alumno comprenda y adquiera soltura en el manejo de los con-
ceptos basicos de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, asi como que

llegue a dominar y saber sacar partido de los resultados fundamentales.

Que consiga la base cientifica que haga posible posteriormente una

profundizacion en el estudio de las Ecuaciones Diferenciales.

Que alcance a comprender las Ecuaciones Diferenciales no como algo
desligado de la realidad, sino profundamente vinculado a la interpretacién

fisica del mundo y a la Matematica Aplicada.

Que cree una norma en el uso del rigor, imprescindible en todo ma-

tematico.

Que se habitiie a los procesos de abstraccion entendidos como el paso de

estructuras concretas a otras mas generales.
Que se acostumbre al manejo de bibliografia.

Que aprecie la unidad esencial de las Matematicas y la interrelacién de

las diversas areas.

Naturalmente, la mayoria de los objetivos expuestos no son exclusivos de

esta asignatura e iran siendo alcanzados paulatinamente.

A la consecucion de los objetivos que acabamos de enunciar estd des-

tinado este proyecto docente, del que a continuacién efectuamos una somera

descripcion.



Su nucleo esta formado por el Programa, que se detalla en la correspon-
diente seccion de esta memoria, y por lo que llamamos Comentarios al programa,

que aparecen a continuacion.

La elaboraciéon de un programa necesariamente amplio con un tiempo
disponible siempre escaso obliga a seleccionar cuidadosamente cada tema. Pero
esta eleccion puede no ser compartida por todos y quizas unas personas echen
en falta temas que consideren mas necesarios que otros de los que aparecen en
el programa. Por ejemplo, no hemos incluido en el programa algunas nociones
bésicas de Ecuaciones en Derivadas Parciales que se estudiaran en otra asigna-
tura de la carrera. Por otra parte, aunque el Analisis Complejo se estudia en los
cursos cuarto y quinto de la Licenciatura, si que hemos puesto en el temario un
pequeno desarrollo de la teoria de variable compleja. Analizaremos a lo largo de
la memoria los motivos por los que nos hemos decidido a incluir unos u otros

temas.

En cualquier caso opinamos que un programa debe ser un instrumento
para el profesor y no una estructura inamovible que asfixie las iniciativas. Por
tanto son cualidades indispensables del mismo la flexibilidad y la variabilidad, lo
cual ademas permite incorporar los nuevos avances cientificos o metodolégicos
propios de la asignatura y adaptados a los alumnos de cada curso. Ciertos temas
se podrian anadir —quizéas en decrimento de otros— si la organizacién general
del curso lo permite, y algunos se podrian suprimir si no hay tiempo material

de impartirlos.

Los comentarios que figuran en la presenta memoria estan dedicados a
describir los temas propuestos en el programa pero no pretenden ser un desarrollo
completo de los mismos. Su objetivo es puntualizar la forma que creemos
adecuada para la exposicién de cada tema, asi como justificar, en algunos casos,

la inclusion o exclusién de ciertas cuestiones.

La bibliografia existente hoy dia en lo referente al tema de Ecuaciones
Diferenciales es muy extensa, y seria tarea ingente, y probablemente inutil,
recopilarla de forma completa. Incluimos al final de la memoria una seccién
bibliogréafica que contiene una seleccion de textos que nos parecen interesantes.
Muchos de los libros seleccionados cubren partes de la materia propuesta,

otros inciden en cuestiones histéricas, de evolucion de los temas tratados o en



conceptos intuitivos, y por fin otros son recomendados como referencias para
prolongar estudios en temas que salen del marco del programa. En cualquier
caso pensamos que el material presentado cubre sobradamente el contenido del

programa.

No hemos distinguido entre los textos que se llaman “de teoria” y “de
problemas” por entender que no siempre tal clasificacion se ajusta fielmente a
la realidad. Por otra parte, no todos los libros deben ser recomendados a los
alumnos, sino que muchos de ellos pueden ser utilizados por el profesor como

consulta para preparar las clases o ampliar conocimientos.

Para concluir el programa docente se incluyen unos comentarios sobre

metodologia y organizacion de las clases.



PROYECTO DOCENTE DE
ANALISIS MATEMATICO Il



Introduccion



El programa de la asignatura Andlisis Matemdtico III que se presenta a
continuacion contiene trece capitulos divididos en lecciones. En nuestra opinién,
este programa contiene aquellos temas de la teoria de Ecuaciones Diferenciales
que son asequibles a un estudiante de tercer curso de la Licenciatura de Ciencias
Matemadticas. Al redactarlo, y teniendo en cuenta la experiencia adquirida
durante los anos en que hemos explicado estas materias, hemos limitado la

extension de este programa para que pueda aproximarse a una realidad.

En su confeccion se ha intentado siempre motivar cada uno de los temas
tratados para conseguir el mayor interés posible por parte del estudiante. Esto
exige mostrar, siempre que sea posible, ejemplos de la realidad fisica o geométrica
en los que se puede aplicar lo que se estudia en clase. Por otra parte, es necesario
conseguir un adecuado nivel de abstracciéon para hacer ver al alumno que la
teoria de Ecuaciones Diferenciales no se reduce a simples métodos técnicos, sino
que exige un lenguaje riguroso de acuerdo con el desarrollo de la matematica
actual. Es posible que en algunos aspectos estos dos objetivos sean dificiles
de compaginar o incluso contrapuestos. Estamos acostumbrados a ver como
fisicos e ingenieros emplean procedimentos utiles para ellos y que funcionan
adecuadamente pero que carecen del rigor que los matematicos exigimos. No
se puede abandonar uno de los objetivos en favor del otro, sino que hay que
intentar unirlos de alguna forma. Con este motivo, en esta memoria se propone
aprovechar los ejemplos que se resuelven en clase para ver la utilizacion de
los teoremas que se explican, asi como las clases de problemas. En alguna
medida, y siempre que sea posible, hay que buscar ejemplos y problemas en los
que aparezcan ecuaciones diferenciales que sean de interés por algin problema
concreto que se les explicara a los alumnos. Esto no es obice para que las clases

tedricas se impartan con el mayor rigor posible.

Posiblemente haya quien eche en falta en nuestro programa algunos
temas ampliamente entroncados en la teoria de Ecuaciones Diferenciales, como
pueden ser los métodos de resolucion numérica de ecuaciones diferenciales,
la teoria de Ecuaciones en Derivadas Parciales, las Ecuaciones Integrales, el
problema de Sturm-Liouville singular o incluso un estudio més amplio de las
soluciones periddicas de ecuaciones no lineales. Algunos de estos temas son parte
fundamental de otras asignaturas de la carrera, que pueden ser cursadas por los

alumnos con caracter optativo. De todas formas alguno de ellos se podria esbozar



como parte de las clases practicas. Por ejemplo, se podria resolver algin ejercicio
sobre ecuaciones en derivadas parciales como aplicacién de la transformada de
Laplace. También, la no inclusién de otros temas en el programa es debida a que
su estudio requiere unos conocimientos que, normalmente, no tiene un alumno de
tercer curso de Matematicas. Asi mismo, no podemos dejar de hacer notar que
el curso es necesariamente finito en tiempo, lo cual lleva a tener que decantarse

por el estudio de unos u otros aspectos de la teoria de Ecuaciones Diferenciales.

Aun, con todo esto, el programa es algo extenso. Formalmente, se podria
desarrollar en un curso académico sin excesivas limitaciones de tiempo, pero, en
la realidad, su planteamiento exige la seleccién de temas o impartir algunos con

un desarrollo menos amplio de como puede aparececen en el programa.

Comentamos a continuaciéon brevemente las variaciones que se podrian

introducir sobre el contenido del programa aqui propuesto:

El presente programa comienza por un tema sobre Anélisis Complejo.
Segin cual fuera el desarrollo que se quiera dar al curso este tema podria
omitirse pues no entra directamente dentro del nicleo del temario, constituido
por las Ecuaciones Diferenciales. Sin embargo, nos parece importante impartir
en este tercer curso de la Licenciatura una introduccion a la teoria de variable
compleja por varios motivos: El primero es que justo después del estudio del
Analisis Real en varias variables (en segundo curso) es cuando el alumno advierte
con mas claridad la diferencia fundamental entre los resultados de la variable
real y compleja. El segundo es que diversos resultados de variable compleja
resultan enormemente ttiles a la hora de abordar demostraciones de Ecuaciones
Diferenciales, como puede ser el estudio de las soluciones analiticas de ecuaciones
diferenciales y la transformada de Laplace. Por 1ltimo, cabe destacar que, de
acuerdo al actual plan de estudios de la Universidad de Zaragoza, los alumnos
que llegan al tercer curso de Matematicas ain no han visto ningin tema
dedicado al Anélisis Complejo, y consideramos que no es adecuado para su
formacion matematica llegar también al cuarto curso sin adquirir unos minimos

conocimientos de tales temas.

El capitulo 2 se dedica al estudio de los métodos de integracion clasicos
para los tipos elementales de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Posiblemente

algunos de estos métodos tengan su cabida en las clases practicas, en las cuales se



podran tratar, ademés, algunas cuestiones tedricas de interés secundario siempre
que sean asequibles para poder ser propuestas a los alumnos como problemas

tedricos.

Parece claro que los capitulos 3, 5 y 6 constituyen una temética obligada
en cualquier curso de Ecuaciones Diferenciales y, en nuestra opinién, no podrian

omitirse bajo ningtin motivo.

El capitulo 4 es fundamentalmente tedrico y puede resultar arduo para
muchos alumnos. De todas formas consideramos que es importante impartirlo ya

que no conviene olvidar que, en primer lugar, estamos formando matematicos.

De los capitulos 7 y 8 quizas se pudiera prescindir, y de hecho asi se
hace en gran parte de los textos sobre Ecuaciones Diferenciales. Pero nosotros
nos inclinamos por explicarlos por varios motivos entre los que podemos citar el
atractivo en si de los temas, su aplicabilidad y relacién con la Fisica y finalmente
el interés del autor en los mismos. De todas formas, y aunque en el programa
hemos mencionado el estudio de la ortogonalidad de numerosos sistemas, parece
razonable no abordar la de todos ellos ya que los métodos que se utilizan son

similares.

También somos partidarios de impartir los capitulos 10 y 11, particular-
mente el primero de ellos. Los motivos de esta eleccién son la belleza geométrica
de la teoria asi como su actualidad y aplicabilidad. Sin embargo, posiblemente
podrian rebajarse de contenido; en particular, algunos resultados se podrian

indicar sin demostracion.

El resto de los capitulos que componen la memoria podrian impartirse o
no segun cual fuera el desarrollo del curso. La experiencia nos aconseja que hay
que optar por unos o por otros, pues no parece posible que dé tiempo a explicarlos
todos. El capitulo 9 podria simplemente reducirse a su primer apartado, quizas
ademas comentando a los alumnos en qué consisten los problemas de contorno

y su diferencia con los de valor inicial.

En cuanto al capitulo 12, se pueden dar pequenas nociones sobre la
transformada de Laplace que resulten tutiles para resolver problemas, aunque
sin justificaciones tedricas, sobre todo si no se ha visto la suficiente variable
compleja. Finalmente, el Calculo de Variaciones del que trata el capitulo 13

puede suprimirse o explicarse muy someramente.

10



No podemos asegurar qué es lo que explicariamos en un curso concreto,
ni podemos construir un programa ideal para nosotros. No en vano, aunque
siempre partiendo de un ntcleo esencial, a lo largo de los anos en que el autor
ha impartido la asignatura hemos optado por escoger diversos temas, por aplicar
enfoques diferentes en su desarrollo o en las demostraciones que se efectiian y

por estudiar distintas aplicaciones de los temas tratados.
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Programa



Capitulo 1.
1.1.
1.2.

1.3.

1.4.
1.5.

Capitulo 2.
2.1.
2.2.

2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

2.8.

2.9.
2.10.

Capitulo 3.

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

VARIABLE COMPLEJA.

Calculo diferencial complejo. Funciones holomorfas.

Integracion compleja. Teorema y férmula integral de Cauchy.
Consecuencias. Indice.

Series de potencias. Funciones analiticas. Equivalencia entre holo-
morfia y analiticidad.

Singularidades. Series de Laurent.

Teorema de los residuos. Aplicaciones.

METODOS ELEMENTALES DE INTEGRACION.

Nociéon de ecuacion diferencial. Ejemplos fisicos y geométricos.
Interpretaciéon geométrica de la ecuacién z'(t) = f(t,z(t)).
Método de la poligonal de Euler.

Envolventes.

Ecuaciones en variables separadas.

Ecuaciones homogéneas.

Ecuaciones exactas. Factores integrantes.

Ecuaciones lineales de primer orden. Ecuaciones de Bernouilli y
Ricatti.

Ecuaciones en las que la derivada aparece implicitamente. Ecua-
ciones de Lagrange y Clairaut.

Métodos de reduccién de orden.

Trayectorias ortogonales e isogonales.

TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. PROLONGA-
CION DE SOLUCIONES.

Transformacion de ecuaciones de orden n en sistemas.

Problemas de valores iniciales.

Condicién de Lipschitz. Teorema del punto fijo para aplicaciones
contractivas.

Teorema de existencia y unicidad local (Picard).

Teorema de existencia y unicidad global (Picard-Lindel6f).
Prolongaciéon de soluciones.

Teorema de Ascoli-Arzela.

Teorema de existencia de Peano.
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Capitulo 4.

4.1.
4.2.

4.3.

Capitulo 5.
5.1.
5.2.

5.3.

0.4.
2.5.

Capitulo 6.

6.1.

6.2.

6.3.

Capitulo 7.
7.1.
7.2.
7.3.

Capitulo 8.

8.1.

DEPENDENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y PARAME-
TROS.

Soluciones e-aproximadas.

Continuidad de las soluciones respecto a condiciones iniciales y
parametros.

Derivabilidad de las soluciones respecto a condiciones iniciales y

parametros.

SISTEMAS Y ECUACIONES LINEALES. CASO GENERAL.
Espacios de matrices. Exponencial de una matriz.

Sistemas lineales homogéneos. Espacio fundamental de soluciones.
Foérmula de Jacobi-Liouville.

Sistemas lineales. Método de variacién de las constantes (Lagran-
ge).

Ecuaciones lineales de orden n.

Método de reduccion de orden de d’Alembert.

SISTEMAS Y ECUACIONES LINEALES CON COEFICIEN-
TES CONSTANTES.

Soluciéon de sistemas lineales homogéneos. Soluciones reales cuan-
do la matriz de coeficientes es real.
Ecuacién lineal de orden n con coeficientes constantes. Ecuacion

de Euler.

Casos particulares de ecuaciones lineales no homogéneas. (Método

de coeficientes indeterminados.)

SOLUCIONES ANALITICAS,

Soluciones de sistemas lineales con coeficientes analiticos.
Polinomios de Tchebichef. Propiedades. Ortogonalidad.
Ecuacion de Hermite. Formula de Rodrigues. Ortogonalidad de

los polinomios de Hermite.

INTEGRACION POR DESARROLLOS EN SERIE DE LA
ECUACION 2" + P(t)z' + Q(t)z = 0.

Puntos singulares regulares.
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8.2.
8.3.

8.4.
8.5.

8.6.

Capitulo 9.
9.1.
9.2.
9.3.
9.4.

Capitulo 10.
10.1.
10.2.
10.3.
10.4.

10.5.
10.6.
10.7.
10.8.

10.9.

Capitulo 11.
11.1.

11.2.
11.3.

Método de Frobenius.

Caso en el que las raices de la ecuacién indicial se diferencian en
un entero.

Ecuacién de Bessel. Funciones de Bessel. Ortogonalidad.
Ecuacién de Jacobi. Férmula de Rodrigues. Ortogonalidad de los
polinomios de Jacobi.

Ecuacion de Laguerre. Formula de Rodrigues. Ortogonalidad de

los polinomios de Laguerre.

PROBLEMAS DE CONTORNO.

Teoremas de separacién y comparacién de Sturm.
Problema de Sturm-Liouville regular.
Autovalores. Ortogonalidad.

Férmula de Green.

ECUACION DIFERENCIAL AUTONOMA.

Sistemas auténomos. Espacio de fases.

Existencia y unicidad de trayectorias. Clasificacion.

Conjuntos limite. Propiedades: caracter cerrado y conexo.
Teorema de Poincaré-Bendixson para la existencia de orbitas
periddicas en el plano.

Teorema de Liénard.

Estabilidad y estabilidad asintética de puntos criticos.

Funciones definidas positivas. Método de Liapunov.

Puntos criticos para sistemas lineales en el plano: nodo, punto de
silla, foco y centro.

Teorema de Poincaré para puntos criticos de sistemas no lineales

en el plano.

TEORIA DE ESTABILIDAD.

Concepto de estabilidad. Definiciones y consideraciones en torno
a distintos tipos de estabilidad.

Estabilidad de soluciones de sistemas lineales.

Sistemas lineales con coeficientes constantes. Criterio geométrico
de estabilidad.

15



11.4.

11.5.

Capitulo 12.
12.1.
12.2.
12.3.
12.4.

Capitulo 13.
13.1.
13.2.
13.3.
13.4.
13.5.

Estabilidad respecto a la primera aproximacién para ecuaciones

no lineales.

Método directo de Liapunov.

TRANSFORMADA DE LAPLACE.

Definicién y propiedades.

Lema de Riemann-Lebesgue. Férmula de inversion.
Aplicacion a la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales.

Aplicacion a la resolucion de ecuaciones integrales de convolucién.

INTRODUCCION AL CALCULO DE VARIACIONES.
Planteamiento del problema.

Nociones de céalculo diferencial en espacios de Banach.
Funciones extremales. Ecuacion de Euler.

Condiciones suficientes de maximo y minimo.

Problemas isoperimétricos.

16



Comentarios al programa



1. VARIABLE COMPLEJA

La teoria elemental de funciones de una variable compleja se centra en
las funciones holomorfas (con derivada) o analiticas (desarrollables en serie).
Ambos conceptos son equivalentes, y puede partirse indistintamente de uno u
otro. Su equivalencia aparece a través de la integral compleja, y es la armonia
entre estos tres poderosos instrumentos: derivacion, integracion y desarrollo en
serie, la que proporciona su mayor belleza a la teoria. Esta puede seguirse
sin apenas conocimiento del célculo con funciones de varias variables reales,
valiéndose de métodos puramente complejos cuya elegancia es innegable. Nuestra
breve exposicion tratara sin embargo de resaltar las relaciones con los conceptos

utilizados en el andlisis de funciones de R"™ que se estudia el curso anterior.

Una funcién f(z) definida en un abierto V' C C y con valores complejos
puede considerarse equivalente a una aplicacién de V en R?, o como dos funciones
reales u(z,y) y v(z,y) definidas en V', siendo f = u+iv, z = x+iy. Dicha funcién

es holomorfa en V si existe el limite

! s f (w) B f (Z)

F'(z) =t HL
para cada z € V. A f'(2) se le llama derivada de f en z, y aunque la apariencia
formal es la misma que para la derivacién real, el hecho de que w se aproxime a
z en cualquier direccién dando siempre el mismo limite, hace que la existencia
de derivada compleja entrane propiedades muy especiales de la funcion. Como

primera confirmaciéon de ello citaremos varias condiciones equivalentes:
1) f'(2) existe.

2) f = (u,v) es diferenciable en z y se verifican las ecuaciones de Cauchy-

Riemann u,(z) = vy(2), uy(2) = —v,(2).

3) f es diferenciable en z, y el vector gradiente (v,(z),v,(z)) se obtiene

por giro positivo un dngulo 7 de (u.(z), uy(2)).
4) O bien f’(z) =0, o bien f conserva los dngulos.

Naturalmente, la diferenciabilidad se entiente en el sentido del Anélisis
Real. Cada una de estas condiciones merece un pequeno comentario sobre su

significado.

18



Supongamos que f = (u,v) es diferenciable en z. Entonces existirdn las

derivadas direccionales complejas

of flz+te”) — f(2)
a0 (2) = 0 tet?

para cualquier § € [—m,m), v todas ellas tendrdn el mismo valor f'(z). En
particular la igualdad de las derivadas direccionales a lo largo del eje real y del
eje imaginario nos proporciona las ecuaciones de Cauchy-Riemann. A su vez, si
f es diferenciable en z, las citadas ecuaciones nos llevan facilmente a probar que

su derivada es f'(2) = ug(2) + 1v.(2).

La condicién 3) es una simple reformulacién de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, pero permite plantear la cuestion en su aspecto puramente geométrico:
dada una funcién holomorfa, las trayectorias que hacen constante a su parte real

y las que hacen constante a su parte imaginaria son mutuamente ortogonales.

El significado de 4) es que dos curvas que pasan por z forman el mismo
angulo que sus imdgenes por f(z). Mas precisamente, la pendiente de una curva
en z se incrementa en arg f'(z) al transformarla mediante f. Por otra parte,
|f'(2)| es el coeficiente que mide la dilatacién lineal en z producida por f, y el
hecho de que tal coeficiente exista independientemente de la direccion equivale
a que f o su conjugada tengan derivada en z. Los dos hechos mencionados
son consecuencia de la accién de la diferencial de f = (u,v) que consiste
sencillamente en la multiplicacién compleja por f’'(z). Una transformacion de
un abierto en otro que conserve los angulos se llama conforme. Para el plano
complejo, las transformaciones conformes son las holomorfas con derivada no
nula en todo punto. Naturalmente, si | f'(2)| es el coeficiente de dilatacién lineal,
el de dilatacion superficial serd su cuadrado, lo que concuerda con el hecho de

que

/() = ua(2)* + uy(2)° = (2)

segun las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

La terminologia y resultados sobre formas diferenciales pueden aplicarse
cuando los coeficientes son complejos. Una 1-forma w = Pdx + Qdy, con

P,Q:V C C — C de clase C*, se dice cerrada si P, = Q,; y se dice ezacta si

19



existe f:V C C — C tal que df = w. Tiene sentido asi mismo hablar de la

integracién de una 1-forma a lo largo de I' curva C! a trozos como

o= [ et

donde 7 : [a,b] — V es una parametrizacién de I'. La integral de una 1-forma
cerrada es la misma sobre dos curvas homoétopas con extremos fijados; o también
sobre dos curvas cerradas hométopas. En particular, la integral a lo largo de cada
camino cerrado en V' es nula si V' es simplemente conezxo (es decir, si cada curva

cerrada es hométopa a un punto).

El hecho de que una 1-forma sea exacta es equivalente a que su integral a
lo largo de dos caminos cualesquiera con los mismos origen y destino sea siempre
la misma, y también a que la integral a lo largo de cada camino cerrado sea
nula. Si w es exacta entonces es obviamente cerrada, lo contrario no es cierto en
general, pero si para dominios simplemente conexos. En particular, toda 1-forma

cerrada es localmente exacta.

Un conjunto D C C abierto y acotado se dice dominio reqular si su
frontera 0D es una unién finita de curvas C' a trozos y, ademds, D queda a
un lado de su frontera. Asi, en cada punto de 0D podemos definir el vector
normal exterior, que queda determinado por el hecho de ser unitario y estar
dirigido hacia el lado de la frontera donde no esta D. Esto proporciona a 0D
una orientacion positiva. Supongamos ahora que tenemos w = P dx + () dy una
1-forma diferenciable de clase C! definida en una abierto V', y D un dominio
regular positivamente orientado tal que su adherencia esta contenida en V.
En estas condiciones, se satisface la formula de Green-Riemann (teorema de

la divergencia en el plano)

/(9DPdm—l—Qdy=//D(Qx—Py)dxdy.

En particular, si w cerrada, [;,w = 0. Este resultado es gran utilidad a la hora de
abordar el Analisis Complejo partiendo del Analisis Real, tal como pretendemos

hacer en estas breves notas.

Por otra parte, una funcién real ¢ de clase C? en un abierto V de R? se

dice armdnica si g, + gy, = 0. Las funciones armonicas satisfacen el teorema
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del valor medio

L /Sg(z—i—ru)da(u),

9(z) = o

siendo S la circunferencia unidad (recorrida en sentido positivo) y = > 0 tal
que la bola cerrada B,[z] esté contenida en V. De aqui se sigue que una funcién

armoénica es de clase C.

Si f es holomorfa en V', sus partes real e imaginaria son arménicas. Asi,

/f(z)d,z:/ f(z)dz

't T2

para curvas ['; y I's hométopas en V., cerradas o con los mismos extremos
(teorema de Cauchy). Ademads, f tendrd derivada holomorfa y, localmente,
también primitiva holomorfa. Si se impone que f sea de clase C!, la comprobacién
de estos resultados es muy sencilla pues las condiciones de Cauchy-Riemann
equivalen a que f(z)dz = (u + w)(dx + idy) sea cerrada. Esto sigue siendo
cierto sin la hipétesis adicional de que f sea de clase C' (Cauchy-Goursat),
pero su demostracién pasa necesariamente a través de la integral compleja. (A
posteriori, esta hipdtesis resulta ser superflua pues las funciones holomorfas son
C™.)

En cuanto a la existencia global de primitiva para f, esta viene carac-
terizada por el hecho de que su integral a lo largo de curvas cualesquiera con
los mismos extremos sea constante. La demostracion consiste simplemente en

tomar zg € V fijo y probar que la funcion

F(2) :/Ff(w) dw, z€V,

donde I' es un camino que une 2y y z, es derivable y su derivada vale f(z).

Por otra parte, si f es holomorfa, gozara de la propiedad del valor medio

por ser sus partes real e imaginaria arménicas, es decir

£(2) 1 /ﬂ Flz+re?)df = 1/|w f(w) dw

27 J—x 211 Jjw—z|=r w — 2

siempre que B,[z] C V, y recorriendo la circunferencia |w — z| = r en sentido

positivo. Este es un caso muy particular de la formula integral de Cauchy que
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puede extenderse considerablemente. Ademads, si derivamos sucesivamente la

expresion anterior dentro del signo integral, lo cual se puede justificar, queda

f(n(z)_n!/|w ﬂdw

270 Swzl=r (W — 2) L

Un importante resultado que se deduce de la féormula de Cauchy para
las derivadas es el teorema de Liouville, que asegura que toda funcién entera
(derivable en todo C) y acotada es constante. (Puede precisarse més: una funcién
entera no constante toma todos los valores complejos excepto uno a lo sumo.)
Es tradicional la aplicacion del teorema de Liouville para demostrar el teorema

fundamental del dlgebra.

Y otro 1util resultado es el teorema de Weierstrass, que prueba que
si fn, n > 0, es una sucesiéon de funciones holomorfas tales que f, — f
uniformemente sobre compactos, entonces f es holomorfa y las derivadas de
cualquier orden de las funciones f, convergen uniformemente sobre compactos

a las correspondientes derivadas de f.

Sea ahora una curva I' cerrada que no pasa por z. Definimos el indice de

z respecto de I" por medio de la integral

, 1 dw
indr(z) = %/rw—z‘

Es facil ver que indr(z) € Z, es constante en cada componente conexa de C\I"y

es nula en la componente conexa no acotada. Intuitivamente, indr(z) representa
el nimero de vueltas que da I" en torno a z, en sentido positivo si indp(z) > 0
y en sentido negativo si indr(z) < 0. Esto se comprende bastante bien teniendo
en cuenta que log |w — z|+iarg(w — z) es una primitiva local de 1/(w — z). Con

esta notacion, un caso mucho mas general de la formula integral de Cauchy es

1 f(w)

2wy Jrw — 2

dw = f(z)indr(z),

donde f holomorfa en V' abierto y I' es una curva cerrada en V' hométopa a cero

que no pasa por z.

Discutiremos a continuacién el tercer aspecto de la teoria, constituido

por los desarrollos en serie. Dada una serie de potencias Y0 ; a,(z — 29)" existe
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un tnico R, con 0 < R < oo, tal que la serie converge en |z — zy| < Ry diverge
en |z — 2| > R. Dicho R, llamado radio de convergencia, puede calcularse

1/n En el interior del

por la férmula de Cauchy-Hadamard 1/R = limsup |a,|
circulo de convergencia la serie converge absolutamente, y uniformemente en
subconjuntos compactos. Ademas, es derivable término a término con serie
derivada 3°°° | na,(z — 29)"! del mismo radio de convergencia. Una funcién f(z)
definida en un abierto V' es analitica si puede desarrollarse en serie de potencias
en un entorno de cada punto. Entonces f(z) es indefinidamente derivable y sus

derivadas son también analiticas. En particular, f analitica implica f holomorfa.

Para funciones de variables reales la separacion entre los conceptos de
derivable y analitica es enorme, pues incluso funciones C* pueden no ser
analiticas. La considerable exigencia que supone el que una funcién tenga
derivada compleja se pone de manifiesto en el reciproco de la proposicién
anterior, que se obtiene desarrollando (w—z)~! de la férmula integral de Cauchy
en potencias de (z — zg) y comprobando que se puede permutar el sumatorio con

la integral. Asi se tiene
f holomorfa <= f analitica,

lo cual puede considerarse el “teorema fundamental” de la teoria de variable

compleja.

Las series de potencias constituyen un procedimiento bastante directo
para definir las funciones elementales, como la exponencial y trigonométricas,
asi como las determinaciones del logaritmo y la potenciaciéon. El circulo de
convergenica del desarrollo de f con centro en zy es el méximo contenido en
el dominio de analiticidad de la funcién. En particular una funcién entera, que
sera analitica en todo el plano, se expresa como una serie de potencias de radio

infinito.

Como consecuencia de la equivalencia entre holomorfia y analiticidad
pueden probarse nuevas propiedades de las funciones holomorfas que tampoco
son ciertas para funciones de variables reales de clase C*°. Sea f una funcién
holomorfa definida en un abierto conexo V. Asi: 1) Si existe zy € V tal que
f™(2) = 0 Vn > 1 entonces f constante en V. 2) Si el conjunto de ceros de

f tiene puntos de acumulacién en V' entonces f es la funcién nula. Este hecho
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también puede expresarse diciendo que dos funciones analiticas que coinciden
en un conjunto abierto y conexo con puntos de acumulacién son iguales, lo que

se conoce como principio de prolongacion analitica.

Cuando f(z) estd definida en la coronar < |[z—a| < R (0 <r < R < o0)
y es holomorfa, admitirda localmente desarrollos en serie analitica, pero un
desarrollo en potencias positivas de (z — a) sélo es posible si la funcién puede
prolongarse al disco |z — a| < R sin dejar de ser holomorfa. Sin embargo, existe

en general un desarrollo de Laurent

o0

f)= > clz—a)
valido para toda la corona. El caso r = 0 tiene especial interés. Supongamos
que a € V y que f holomorfa en V' \ {a}. Se dice entonces que f tiene una
singularidad en el punto a, y segun sea el desarrollo de Laurent en una pequena

corona 0 < |z — a] < € pueden darse tres casos:

1) El desarrollo de Laurent no contiene potencias negativas de (z — a).
Entonces a es una singularidad evitable y puede definirse f(a) de modo que f

sea holomorfa en V.

2) En el desarrollo de Laurent, el iltimo coeficiente no nulo de potencias

negativas de (z — a) es c_y, Entonces a es un polo de orden k.

3) En el desarrollo de Laurent existen infinitos coeficientes no nulos de

potencias negativas de (z — a). Entonces a es una singularidad esencial.

El primer caso se caracteriza porque f es acotada en el entorno de a, y no
merece considerarse realmente como singularidad. En el segundo caso, la funcién
1/f(z) tiene un cero de orden k en el punto a. Cuando a es una singularidad
esencial, 1/f(z) no es holomorfa, y este caso viene caracterizado por el hecho
de que la imagen de 0 < |z — a| < € es densa en el plano para cualquier € > 0
(Cassorati-Weierstrass); mas precisamente, dicha imagen es todo C salvo un
punto a lo sumo (Picard). Las funciones cuyas tnicas singularidades son polos

aislados se conocen con el nombre de meromorfas.

Al coeficiente de (z —a)~! en el desarrollo de Laurent se le llama residuo
de f en a: Res(f,a) = c_;. Este coeficiente es de especial importancia por

su intervencion en el célculo de integrales de funciones con singularidades.
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Supongamos que tenemos una funcién holomorfa en un abierto V excepto
en un conjunto {a;} de singularidades aisladas, y sea D un dominio regular
positivamente orientado, D C V, y cuya frontera no pasa por ninguna de
las singularidades. En estas circunstancias, el teorema de Cauchy de funciones
holomorfas que establece la anulaciéon de la integral se convierte en el teorema

de los residuos

/8D f(z)dz = 27Tizk:Res(f, a).

Este resultado es de gran utilidad para el cdlculo de integrales reales y
de sumas de series. También puede aplicarse para demostrar diversos resultados

tedricos de gran importancia. Acabemos el capitulo citando algunos de ellos:

1) La imagen de un abierto conexo por una aplicacién holomorfa no
constante es otro abierto. Como consecuencia se obtiene el principio del modulo
mdzximo: toda funcién holomorfa f definida en un abierto conexo tal que |f(2)]

tiene maximos locales es constante.

2) Sea f una funcién meromorfa en V' abierto y D un dominio regular
positivamente orientado, D C V', y tal que 8D no pasa por ceros ni polos de f.

Entonces

1 f'(2)

2mi Jop f(z)

1
dz=7—-P = gAaDargf(z)

donde Z y P son, respectivamente, el nimero de ceros y polos de f en D,
contando su multiplicidad, y Agp arg f(z) indica la variacién del argumento de
f(2) alo largo de 0D. Este resultado es conocido como principio de variacion
del argumento. Entre sus aplicaciones mas directas se encuentra el calculo del

numero de ceros de funciones holomorfas dentro de un recinto.

2. METODOS ELEMENTALES DE INTEGRACION

En sentido amplio, una ecuacion diferencial es una ecuacion que contiene
derivadas o derivadas parciales de una o varias variables dependientes respecto
a una o varias variables inpendientes. Resolver la ecuacién diferencial consiste

en encontrar una funcion suficientemente derivable que la satisfaga.

Segun estemos tratando con funciones de una o varias variables diremos

que nos encontramos ante la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias o la
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de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Aqui s6lo nos ocuparemos de la primera

de ellas.

Entre las principales aplicaciones de las ecuaciones diferenciales se en-
cuentra el modelizar la evolucién de un estado fisico a lo largo del tiempo.
Asi, denotaremos generalmente ¢t a la variable independiente y z a la va-
riable dependiente. Concretamente, consideraremos una ecuacién de la forma
F(t,x,2',...,2") = 0, siendo F una funcién definida en un subconjunto de
R x (R™")™ (o de R x (C™")"™!). Una solucidén en un intervalo I serd una funcién
o: I — R" tal que F(t,o(t),¢'(t),...,0"(t) =0Vt €.

Se llama orden de la ecuacion diferencial al maximo orden de deri-
vacién que aparece (r en el ejemplo anterior). Cuando la derivada de ma-
yor orden se puede despejar, la ecuacion se denomina explicita y, en el ca-
so contrario, implicita. Asi, las ecuaciones explicitas se expresan mediante
2 = flt,x, 2. .. ,x(r_l). Si tenemos una ecuacion implicita, el teorema de
la funcién implicita nos proporciona hipotesis bajo las cuales se asegura que
2" puede despejarse localmente. De aqui que generalmente sélo trataremos con

ecuaciones explicitas.

Con la notacién anterior, cuando n > 1 tomamos x = (x1,Z2,...,T,)
y las funciones componentes f = (f, f%,..., f"). De este modo, la ecuacién

x' = f(t,x) se expresa como

xll = fl(tvxlw .. 7xn)7
'IIQ = fQ(t’l‘lw .. 7xn)7
= "tz ... 1),

por lo que se utiliza el nombre de sistema de ecuaciones diferenciales. (Anélo-

gamente ocurre con r > 1, aunque con la notacién mas sobrecargada.)

Por otra parte, los sistemas de orden superior a 1 siempre se pueden
reducir a sistemas de mayor dimensién pero de orden 1. Por ejemplo, en el caso

n = 1, la ecuacién 2" = f(t,z,2/,..., 21, que es de orden r, se transforma,
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sin més que denotar z; =z, 2o = 2/, ..., z, = 21, en el sistema

Ty = 19,
$;_1 = L,
‘T;:f(taxla"waL

que es de orden 1y dimension r. Si ¢ = (¢!, ¢?,...,¢") es una solucién de dicho
sistema entonces o' es una solucién a la ecuacién de orden r original. Por este
motivo, no se pierde generalidad al dedicarnos a estudiar inicamente ecuaciones

(o sistemas) de orden 1.

Una vez planteado en qué consiste la resolucién de ecuaciones diferencia-
les, asi como diversos conceptos relacionados con ellas, vamos a abordar los dos
objetivos fundamentales de este capitulo, que son los siguientes: 1) Comprender
que las ecuaciones diferenciales no son algo que los matematicos se inventan por
puro placer intelectual, sino que son de gran utilidad ya que permiten resol-
ver multitud de problemas fisicos o geométricos. 2) Mostrar diversos métodos
clasicos de resolucion de ecuaciones diferenciales. A partir de ahora, y a lo largo
de todo el capitulo, consideraremos siempre que estamos tratando con funciones

reales de variable real.

La mejor forma de alcanzar nuestro primer objetivo consiste en plantear
ejemplos sencillos en los que se ponga de manifiesto que encontrar la solucion a un
problema concreto se reduce a resolver una ecuacion diferencial. No hay ninguna
dificultad en hacer esto ya que los ejemplos son innumerables en cualquier campo
de la Fisica. Por citar unos cuantos entre los mas faciles podemos hablar de la
ecuacién del movimiento de una particula sometida a una fuerza (segunda ley
de Newton), la desintegracion radiactiva, el paso de la corriente en un circuito

eléctrico, etc.

En cuanto al aspecto geométrico de las ecuaciones diferenciales, resulta
fundamentar entender la significacion geométrica de las soluciones de la ecuacion
diferencial a'(t) = f(t,z(t)) como las curvas planas z = x(t) tales que su
pendiente en cada punto (¢, z) por el que pasa la curva vale precisamente f(t,x).
Para ilustrar esta interpretaciéon es util comentar cémo a partir de ella surge de

forma natural el método de Euler de aproximacion de soluciones de una ecuacién
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diferencial. Mas adelante en el capitulo 4 se podra demostrar que este método no
es Unicamente un método geométrico sino que existe una justificacion tedrica que

garantiza que lo que se obtiene es realmente una aproximacion de la solucion.

Otra sencilla interpretacion geométrica permite ver que, si una familia de
curvas satisface una ecuacion diferencial, su envolvente, si es que existe, también

la satisface.

Vamos ahora a estudiar los métodos clasicos para integrar ecuaciones
diferenciales expresando su solucion por medio de cuadraturas. Aunque el
objetivo que se pretende con esto es eminentemente practico y, como tal, muchas
veces no sera necesario emplear todo el rigor matemético a la hora de resolver
problemas, no se debe tampoco caer en un excesivo formalismo. Por lo menos
en las explicaciones tedricas es necesario dejar bien claro que los pasos que se
realizan al resolver mecanicamente ecuaciones diferenciales estan justificados ya
sea por el teorema de la funcién inversa o de la funcién implicita. No haremos
aqui una enumeracién exhaustiva de procedimientos de resolucién de ecuaciones,

sino que nos limitaremos a comentar los mas significativos.

El primer tipo de ecuaciones diferenciales que se resolvera son las de
la forma ¢(t) = h(x)z’, que se denominan ecuaciones en variables separadas.
Para ello, sean ¢(t) y h(z) continuas y denotemos G(t) y H(x) dos primitivas
suyas. Que ¢(t) sea solucién de la ecuacién es equivalente a que g(t) =
h(p(t))¢'(t) = (H o v)'(t), lo que a su vez, integrando, puede expresarse como
G(t) = (H o p)(t)+ C. Si h(t) no se anula, el teorema de la inversa nos asegura
que localmente puede despejarse p(t) = H ' (G(-) — C)(t), que es la solucién

buscada.

A continuacién se analizardn las ecuaciones homogéneas o' = f(7), entre
cuyas soluciones siempre se encuentra una familia de curvas homotéticas. El
método de resolucion consiste en hacer el cambio u =  con lo que la ecuacion

se transforma en una de variables separadas.

Existen algunos tipos de ecuaciones diferenciales que pueden reducirse a

ecuaciones homogéneas. El ejemplo mas comun es el de la ecuacion

a1t + bll' +

¥ =f| ——
a2t+b2x+02
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que, segun sean las rectas ait + b1z + ¢ = 0y ast + box + co = 0 paralelas
o concurrentes, se transforma de manera sencilla en una ecuacion en variables

separadas o en una homogénea.

Otro tipo de ecuaciones que resulta facil de integrar son las ecuaciones
diferenciales exactas. A este respecto resulta obligatorio comentar que un posible
método de solucion de una ecuacién diferencial cualquiera consiste en encontrar
un factor integrante que permita transformarla en una exacta. De todas formas
no existe ninguin procedimiento general para encontrar factores integrantes de
cualquier ecuacion diferencial. Si que hay diversos métodos sencillos aplicables
a casos particulares, por ejemplo para hallar factores integrantes dependientes

s6lo de t o de x si es que realmente existen.

El siguiente tipo de ecuaciones que pretendemos resolver es el de las
lineales de primer orden z’+a(t)x = b(t), cuya solucién general no resulta dificil

probar que es

2(t) = e~ S dt{ / b(t) el Dt gt + ¢

Hay tres métodos principales de resolver estas ecuaciones (y, en particular, para
llegar a la expresién anterior). Uno de ellos consiste precisamente en encontrar un
factor integrante. Los otros dos requieren haber resuelto previamente la ecuacion
lineal homogénea asociada, lo cual es siempre sencillo por ser de variables
separadas. Una vez hecho esto se puede aplicar el método de variacion de las
constantes o utilizar que la solucién general de la lineal es la solucién general
de la homogénea mas una solucién particular de la lineal. Este tltimo método
solo resulta 1til cuando alguna solucién particular de la lineal aparece de forma

evidente.

Una vez que ya sabemos hallar las soluciones las ecuaciones lineales, es
facil resolver la ecuacién de Bernouilli 2’ + a(t)x + b(t)z® = 0, a« € R\ {0, 1},
ya que se reduce a una lineal sin més que aplicar el cambio de funcion incégnita
y = '@, (Exigir 0 # a # 1 no supone ninguna restriccién ya que si a = 0 la

ecuacién es lineal y si o = 1 es de variables separadas.)

Siguiendo con esta linea nos encontramos con la ecuacién de Riccati
7' + a(t)r + b(t)x? = c(t). Esta ecuacién no puede resolverse en general por

medio de cuadraturas, pero si que podemos hacerlo siempre que conozcamos
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una solucién particular suya z;(t), puesto que en este caso resulta sencillo

transformarla en una de Bernouilli mediante el cambio x = 1 + .

En todas las ecuaciones diferenciales que hemos mencionado hasta aho-
ra la derivada aparece explicitamente, pero también podemos plantearnos el
resolver ecuaciones de la forma F(t,z,2') = 0 en las que la derivada aparece
implicitamente. Un primer caso es cuando mediante factorizacion se puede re-
ducir el problema a otros de tipo implicito. Esto ocurre por ejemplo cuando
F' es un polinomio de grado n en 2’ cuyos coeficientes son funciones de ¢ y z.
Si logramos factorizar el polinomio, la ecuacién explicita se transforma en n

ecuaciones implicitas que deberemos resolver.

Aparte de las que acabamos de analizar, entre las ecuaciones en las que la
derivada aparece implicitamente s6lo merece la pena destacar los casos en los que
se puede despejar o bien x o bien t. El procedimiento a seguir consiste entonces en
hacer el cambio 2’ = p y derivar respecto a t o respecto a x, transformandose asi
la ecuacién en una nueva. Supongamos en primer lugar que tenemos z = f(t,z2').
Si f no depende de t esta ecuacion se reduce a una de variables separadas que
resulta facil de resolver, pero en general no hay un método que nos permita
encontrar su solucién. Dos casos en los que si es posible es en las ecuaciones de
Lagrange = + ta(z2') + b(2") = 0 y Clairaut « — ta’ + b(2’) = 0. Cuando lo que se

puede despejar es t en lugar de x los métodos a seguir son similares.

Al margen de que en el capitulo 6 aprenderemos a resolver ecuaciones
diferenciales lineales de orden n con coeficientes constantes, todos los métodos
que hemos visto se aplican iinicamente a ecuaciones de primer orden. Por lo tanto
todo proceso que permita reducir el orden de una ecuacién diferencial resulta
potencialmente til. No siempre hay una manera de efectuar tales reducciones,
y aqui simplemente se mostraran algunos tipos generales para los que si que es
posible hacerlo sin mas que aplicar las transformaciones y cambios de variable
adecuadas. Un ejemplo trivial es cuando en la ecuacién diferencial no aparece z’
pero si x”, con lo cual tomando y = 2’ el orden se reduce en uno. Otro ejemplo
es el caso en el que en la ecuacién no aparece la variable independiente ¢, para
el cual un método de reduccion de orden consiste en tomar =’ = p y derivar

respecto de z.

Para concluir el capitulo se mostrara como obtener la ecuacion diferencial
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que verifica una familia de curvas, problema que es precisamente el inverso de
la resolucién de ecuaciones diferenciales que hemos tratado hasta ahora. Una
sencilla aplicacién de este hecho es el poder encontrar trayectorias ortogonales
(0, més en general, isogonales) a una familia uniparamétrica de curvas. El método
es sencillo y consiste simplemente en aplicar que si dos curvas son ortogonales

en un punto el producto de sus pendientes es —1.

3. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. PROLONGA-
CION DE SOLUCIONES

Este es uno de los temas centrales del programa ya que en él se estable-

ceran los fundamentos de la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

En este capitulo se pretende como objetivo principal el estudiar las
soluciones de los problemas de valores iniciales (también denominados problemas
de Cauchy). Es decir, dada una funcién f:D C R x R" — R" y un punto
(to,z0) € D, lo que nos planteamos es encontrar un intervalo I y una funcién

p: I — R"™ que satisfaga

) = {70 T

J](to) = Xyp-

Dicha funcién se denomina solucion del problema (P). Nos preocuparemos
también de analizar la unicidad de tal solucion y de encontrar el mayor intervalo

al que se puede extender.

Ademas, aplicando la transformacion ya vista en el capitulo anterior, las

ecuaciones diferenciales de orden n

{fc("(t) = g(t, z(t), 2'(t),. ~H(1)),
x(to) = 29, #'(to) = (1) x( Hto) = x5,
donde g: D C R x R" — R, pueden estudiarse como casos particulares de (P).

En cuanto a la existencia y unicidad de soluciones, los principales
resultados que se demostraran seran los de los de Picard, Picard-Lindelof y

Peano.

Es fundamental en la demostracién de estos resultados el teorema del

punto fijo para aplicaciones contractivas. Una aplicaciéon T: F — FE, siendo
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(E, d) espacio normado y completo, se dice contractiva si existe k < 1 tal que
d(T(p),T(q)) < kd(p,q) Vp,q € E. En tales circunstancias, el citado teorema
del punto fijo afirma que existe un tnico z € E tal que T(z) = z; y ademés
z=1lim, ... T"(p) Vp € E.

Sea ahora una funcién f:D C R x R®" — R". Se dice que [ es
lipschitziana respecto a la sequnda variable en D si existe una constante k£ tal
que |f(t,x) — f(t,y)| < k|z —y| para todo (t,z), (t,y) € D.Y se dice localmente
lipschitziana respecto a la sequnda variable si para cada punto (t1,x1) € D existe
un entorno en el cual es lipschitziana respecto a la segunda variable. El teorema
del valor medio muestra facilmente la relacion que existe entre las propiedades
anteriores y el hecho de que la funcién sea derivable con derivadas parciales

continuas.

Tomemos D = [tg — h,ty + h] X B.[xo] y f continua y lipschitziana
respecto a la segunda variable. Bajo estas hipotesis, el teorema de Picard afirma
que existe una tnica solucién de (P) local, es decir definida en un intervalo
I C [ty — h,to + h]. Su demostracién consiste basicamente en construir por

recurrencia las iteradas de Picard

polt) =0, pun(®) =0+ [ Fltiin(t) bt

y comprobar, con ayuda del teorema del punto fijo, que convergen a una funcién
que resulta ser solucién de (P); ademds, la unicidad del punto fijo se traduce en
la unicidad de la solucién. Es de destacar que la demostracién de este teorema
proporciona un método de construir la solucién, asi como la posibilidad de
obtener cotas del error cometido al sustituir la solucién exacta por la n-ésima
iterada. Incluso es facil poner ejemplos en los que las iteradas de Picard coinciden

con el desarrollo de Taylor de la solucién, aunque esto no es cierto en general.

El teorema de Picard-Lindelof es similar y se encarga de demostrar la
existencia y unicidad de solucién de (P) pero cuando D = [tg—h, to+h] x R". En
este caso se puede garantizar que la solucién esta definida en el mismo intervalo
[to — h,to + h]. Es por esto que al teorema de Picard se le llama de ezistencia y

unicidad local y al de Picard-Lindelof de existencia y unicidad global.

Para la existencia de soluciones de (P), la hipdtesis de que f sea

lipschitziana respecto a la segunda variable se puede suprimir. De esto se
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encarga el teorema de Peano, el cual muestra la existencia de solucién de (P),
pero no necesariamente tnica, cuando f continua y acotada. Existen varias
demostraciones distintas de este resultado; en la mayor parte de ellas se emplea
el teorema de Ascoli-Arzela, el cual garantiza que, dada una familia equicontinua
y uniformemente acotada de funciones definidas sobre un compacto, siempre se

puede extraer una sucesion uniformemente convergente.

Aunque son numerosos los ejemplos de funciones que verifican las
hipétesis del teorema de Peano y cuyos correspondientes problemas de Cauchy
no tienen solucion unica, ninguno de los resultados sobre unicidad anteriormente
citados proporciona condiciones necesarias y suficientes. En este sentido existen
ejemplos sencillos que prueban que es posible que la soluciéon de un problema
(P) sea tnica aunque la funcién f no sea lipschitziana respecto a la segunda

variable en ningin entorno del punto (to, xo).

Por otra parte, es de destacar que el método de las iteradas de Picard no
sirve en general para encontrar la solucién que garantiza el teorema de Peano
cuando f continua. En efecto, es posible encontrar una funcién f continua para
la cual existe solucién tunica de (P) y sin embargo ni las iteradas de Picard ni

ninguna subsucesién suya convergen a la solucion.

En cuanto a la prolongabilidad de soluciones, consideremos un problema
(P) para el que la funcién f estd definida en D = I x U C R x R" y vamos
a ocuparnos unicamente de soluciones a la derecha de t;. Es facil concluir,
apoyandose en el lema de Zorn, que toda solucién de (P) es prolongable
a una solucién maximal. Entonces, lo que realmente interesa es conocer el
comportamiento en el limite de las soluciones maximales y establecer condiciones

que garanticen su unicidad.

En lo que respecta a la unicidad, se demuestra que la solucién maximal
es Unica si exigimos que la funcién f sea continua y, ademas, lipschitziana en un
entorno de cada punto (¢;,21) € D = I x U. No basta con que lo sea inicamente

en un entorno de (tg, xg).

Al estudiar el comportamiento en el limite de las soluciones maximales
se analizan los casos I x U compacto e I x U abierto. En el primero de ellos toda
solucién maximal ¢ (por la derecha) estd definida en un intervalo cerrado [to, 7]

y ademads (7, (7)) estd en la frontera de I x U. Podemos expresar este resultado
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como que toda solucion maximal llega a la frontera en un tiempo finito. Por
el contrario, cuando I x U es abierto, las soluciones maximales estan definidas
en un intervalo [ty,7); y todos los puntos de acumulacién de (¢, ¢(t)) cuando
t — 7 estdn en la frontera de I x U. (En este caso, al hablar de convergencia se
considera R x R™ U {co} con la topologia de la compactificacién por adicién de
un punto. En particular, el punto del infinito forma parte de la frontera de los

conjuntos no acotados.)

4. DEPENDENCIA DE CONDICIONES INICIALES Y PARAME-
TROS

Dada una ecuacion diferencial cualquiera, es muy posible que no sepamos,
e incluso que realmente no se pueda, resolverla por cuadraturas. Si modificamos
ligeramente la ecuacion diferencial y la transformamos en otra que si somos
capaces de resolver, nos interesa saber si las soluciones de esta nueva ecuacion
diferencial se pueden tomar como una buena aproximacién de las soluciones
de la ecuacién original. Un ejemplo tipico es el de la ecuacion del péndulo en
la que para angulos pequenos se efectiia la aproximacion senf = 6. De esta
forma es facil obtener una soluciéon y lo que nos preguntamos es la diferencia
que existe entre el movimiento que describe esta funcién con el movimiento real

del péndulo.

Otra dificultad que se puede anadir es que en un problema de Cauchy
(P) no seamos capaces de determinar exactamente el valor de zy que queremos
que tome la solucién en el instante inicial ¢y (por inexactitudes de medida en un
proceso fisico, por ejemplo). De nuevo nos interesara conocer cémo se perturba

la solucidon en funcion de la variacion de las condiciones iniciales.

El primer paso para abordar estos problemas consiste en definir solucién
e-aprozimada de una ecuacién diferencial 2'(t) = f(t,z(¢)) como una funcién ¢

definida en un intervalo I tal que

/(1) — f(t, ()| <e Vtel.

Légicamente, las soluciones verdaderas son las 0-aproximadas.

Concretamente, se llega a demostrar que si f es lipschitziana respecto a

la segunda variable con constante de Lipschitz k y ¢; (i = 1,2) son soluciones
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e-aproximadas tales que @;(ty) = x;, entonces

€k|t—t0| -1

o1(t) — pa(t)] < |y — 20| 1770 + (g 4 £5) ?

A este resultado lo denominaremos lema fundamental. (Su demostracion puede
obtenerse como consecuencia del lema de Gronwall, un til resultado relativo a

desigualdades diferenciales.)

En particular, de aqui se sigue, por un procedimiento distinto al del tema
anterior, la unicidad de soluciones de un problema de Cauchy (P) sin més que

tomar €1 = €9 =0y 21 = T2 = 2.

Mas aun, tomando simplemente €, = €5 = 0 y si consideramos dos
problemas de Cauchy (P;) y (P,) con la misma f pero pasando por los puntos
r1 y X9, €l lema fundamental nos proporciona una cota de la diferencia entre
las dos soluciones respectivas 1 y @s. Asi llegamos a obtener que si x9 — x4
entonces po(t) — ¢1(t). Ademds, si el intervalo I en el que estamos definiendo las
soluciones es acotado, entonces eklt=tol e acotado y por tanto esta convergencia

es uniforme.

De todas formas, aunque este resultado es tedricamente satisfactorio, hay
que tener en cuenta que la expresion ef*~*l puede hacerse muy grande aun sin
alejarnos demasiado de t = ¢, luego en la préctica la cota puede no servirnos
para nada a la hora de aplicarla a un problema concreto. Realmente, no resulta
dificil encontrar ejemplos en los que la ecuacién diferencial se puede resolver vy,
a la vista de las soluciones, constatar facilmente que el error que se comete al

cambiar x; por zy es enorme en comparaciéon con |z, — xa|.

Por otra parte, no son estas la tinicas consecuencias que podemos extraer
del lema fundamental sino que, tal como planteabamos al principio del tema,
también nos proporciona informacién sobre la diferencia entre la solucion real y
una solucién aproximada obtenida al modificar ligeramente la ecuacién diferen-
cial. En concreto, si sustituimos la f de un problema (P) por una nueva funcién
que denominamos f* tal que |f(t,x) — f*(t,z)| < e, la desigualdad triangular
muestra que la solucién ¢* del correspondiente problema (P*) es una solucién e-
aproximada del problema de partida (P). Aplicando ahora el lema fundamental

con r1 = Ty = o se obtiente una cota del error que se comete al aproximar ()

por " (1)
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Entroncando con estos temas, se puede ver como la poligonal de Euler
que comentabamos en el segundo capitulo puede considerarse una solucién e-
aproximada siempre que se permita la no derivabilidad en un nimero finito de
puntos. Ademas, esto proporciona una cota del error entre la solucién verdadera
de un problema de Cauchy (P) y la aproximacién que se obtiene mediante el
método de Euler. Este error se expresa en funcién del paso con el que se construye
la poligonal y de la distancia entre el punto ¢ en el que queremos evaluar la

solucién y el de partida .

De todas formas, en este capitulo no nos contentaremos con lo que hemos
visto hasta ahora sino que podemos plantearnos mas cuestiones relacionadas
con la variacién de las condiciones iniciales. En concreto, si llamamos (P,) al
problema de Cauchy de condicién inicial z(tg) = wu, y suponemos que f es
continua y lipschitziana respecto a la segunda variable, para cada u existira una
tnica solucién ¢, (t) de (P,). Entonces, si construimos la funcién de dos variables
o(t,u) = ¢,(t) podemos preguntarnos sobre la continuidad y derivabilidad de
tal funcion. La respuesta a este problema es que la continuidad de ¢ siempre es
cierta, y que si f es de clase C! entonces también lo es ¢. Andlogamente ocurre

para CP en general.

Si en lugar de introducir una variaciéon en las condiciones iniciales
introducimos un parametro A en la funcién f, nos encontramos ante una
situacion similar. En este caso tenemos los problemas de Cauchy

a'(t) = f(t, z(t), N),
T (to) = 2o

a cuyas soluciones denominamos @, (t), y de nuevo podemos definir la funcién

() =

©(t, \) = pa(t). Los resultados que se obtienen sobre la continuidad y diferencia-
bilidad de esta funcién son analogos a los del caso anterior, asi como los métodos
que se emplean en su demostracién. Ademas, es facil ver como cualquiera de los

dos casos puede estudiarse como consecuencia del otro.

Para concluir, y aunque no pretendemos abordar su solucion en clase,
cabe resaltar que también podemos plantearnos el problema conjunto (P, ,) en
el que a la vez se introduce el parametro A\ y la variacién de condiciones iniciales
x(tp) = w. Asi mismo, si consideramos ecuaciones diferenciales complejas, otro
campo de estudio es el de la analiticidad de las soluciones repecto a la variacion

de condiciones iniciales y parametros.
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5. SISTEMAS Y ECUACIONES LINEALES. CASO GENERAL

Utilizaremos a lo largo de todo el capitulo K para denotar ya sea el cuerpo
de los nimeros reales R o el de los niimeros complejos C. Asi mismo, llamaremos
M(n,K) al espacio de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes en K.
Sobre este espacio tenemos tres operaciones: la suma de matrices, el producto
por escalares y el producto de matrices; y ademas podemos dotarlo de una norma
mediante || Al = 37, |a; 5], siendo A = (a; ;). Asi, (M(n,K), || ||) es un dlgebra
de Banach.

Cuando consideremos tinicamente la suma de matrices y el producto por
escalares, entonces M(n, K) es isomorfo a K" con || ||s v por lo tanto puede
aplicarse cualquier propiedad de las que se verifican en R™ para la convergen-
cia de sucesiones, series, funciones con valores en ese espacio, derivacion, etc.
Ademas de estas propiedades heredadas, es obligatorio destacar aqui la desi-
gualdad [|A - Bl < ||A]l - || B||, en la que ya entra en juego la estructura de
algebra.

Estamos ahora en condiciones de definir la exponencial de una matriz
mediante exp(4) = e = 2, A,jf. Légicamente, la exponencial de la matriz
nula es la matriz identidad. Ademads, siempre que se satisfaga la conmutatividad
A-B = B- A, se tiene e*B = ¢4 . eP. De aqui es inmediato deducir que la

matriz e?

es siempre regular y que su inversa es e~“. Por tltimo, utilizando las
propiedades del espacio M(n, K) que menciondbamos anteriormente, no resulta

dificil combrobar que la funcién matricial e!4 es derivable y que su derivada vale
A et

Una vez establecidas las principales propiedades que se verifican en un
espacio de matrices y definida la exponencial de una matriz, es facil efectuar un
estudio tedrico sobre la resolucién de sistemas lineales de ecuaciones diferencia-

les.

Si denotamos A(t) a una aplicacién definida en un intervalo I C Ry
que toma valores en M(n,K), y b(t) a un vector columna definido en el mismo
intervalo y que toma valores en K", estamos interesados en encontrar todas las

soluciones del sistema lineal de n ecuaciones



A su sistema lineal homogéneo asociado, en el que ya no aparece b(t), lo
denominaremos [LH]. Para abordar su solucién supondremos siempre a partir

de ahora que las funciones A(t) y b(t) son continuas.

En primer lugar, aplicando el teorema de Picard-Lindelof que vimos en
el capitulo 3, se demuestra que el problema de Cauchy formado por la ecuacién
[L] junto con una condicién inicial z(ty) = x tiene solucién dnica en I. Pero no
s6lo estamos interesados en eso, sino que queremos conocer la estructura de las

soluciones de [L] sin exigir ninguna condicién inicial.

Para ello, consideremos la ecuacién lineal homogénea asociada [LH]. Sin
mas que utilizar la unicidad de soluciéon del problema de Cauchy con valores
iniciales adecuados, es facil ver que que las soluciones de [LH]| forman un
subsepacio vectorial de C(I,K") de dimensién n. A una base de este subespacio

se le llama sistema fundamental de soluciones.

Tomemos ahora un sistema fundamental de soluciones y dispongamoslo
en forma de matriz de tal modo que cada solucién es un vector columna. A esta

matriz se le llama matriz fundamental, y la denotamos mediante F'(t).

Si elegimos n soluciones de [LH], surge el problema de saber si estas
soluciones son o no base del espacio de soluciones. Hay una respuesta a este hecho
en forma de condicion necesaria y suficiente. Para ello pongamos las soluciones
en forma de matriz tal como hemos hecho antes. Entonces son equivalentes tres
hechos: i) que la matriz es fundamental, ii) que su determinante —denominado
wronskiano— sea no nulo para algin ¢t € I, y iii) que lo sea Vt € I. La parte
més importante de la demostracién es deducir iii) a partir de ii); y aqui el paso
principal es utilizar que el problema de Cauchy formado por [LH] junto con la
condicién inicial z(ty) = 0 tiene como solucién tnica el vector constantemente

nulo.

De aqui es inmediato obtener que una matriz F'(t) cualquiera es fun-
damental si y sélo si su determinante es distinto de cero y satisface F'(t) =
A(t) - F(t). Una consecuencia de esto es que si en el sistema [LH] la matriz
A(t) es constante (y por tanto la denominamos unicamente A) entonces un
sistema fundamental de soluciones es precisamente e, puesto que su derivada
vale A - et (Ademads, es un sencillo ejercicio comprobar que si calculamos las

iteradas de Picard partiendo de la matriz identidad, estas coinciden con las
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sumas parciales de e4.) Precisamente este hecho serd el punto de partida en el

que nos basaremos en el siguiente capitulo.

Para concluir con el estudio de las soluciones de [LH], acabemos men-
cionando que existe una expresion que relaciona el determinante de una matriz
fundamental en un punto cualquiera con el determinante en un punto concreto.
Esta expresion, en la que aparece la traza de la matriz A(t), se denomina férmula

de Jacobi-Liouville.

Una vez analizadas las soluciones de [LH|, volvamos con [L]. Para ello
consideremos en primer lugar ¢ una solucién particular de [L] cualquiera. Es
inmediato comprobar que el espacio de soluciones de [L] se expresa como ¢ més

el espacio de soluciones de [LH|. Es decir, las soluciones de [L] son un subespacio
afin de C(1,K") de dimensién n.

Pero surge el problema de cémo encontrar una solucién particular. Para
ello tenemos el método de variacion de las constantes de Lagrange, que llega
incluso a darnos una férmula explicita (aunque, eso si, de célculo laborioso) que

nos proporciona una solucién particular.

Ya tnicamente queda por anadir un estudio de las soluciones de una
ecuacion lineal de orden n. El método a seguir en este caso es el estandar que
consiste en transformar la ecuacién en un sistema y utilizar todo lo que hemos

obtenido hasta ahora para sistemas lineales.

Ademas, para resolver ecuaciones lineales homogéneas de orden n > 1
puede resultar 1til aplicar el método de reduccion de orden de d’Alembert. Este
método requiere que previamente hayamos encontrado una soluciéon no nula de
la ecuacion por cualquier procedimento. Entonces, con un sencillo cambio de
funcién incégnita, la ecuacién se transforma en otra también lineal homogénea
pero de orden n — 1. Ahora, si ya sabemos encontrar la solucion general de esta
nueva ecuacion, deshaciendo los pasos dados obtenemos la solucién general de la
de partida. Si s6lo sabemos hallar una solucién particular suya, podemos reiterar

el proceso y reducir de nuevo el orden.

6. SISTEMAS Y ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES
CONSTANTES

En este capitulo pretendemos encontrar las soluciones del sistema lineal
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[L] (de orden n) pero cuando la matriz de coeficientes es A(t) = A constante.
Segin hemos visto en el capitulo anterior, este problema se reduce a estudiar
su correspondiente sistema lineal homogéneo y aplicar el método de variacién
de las constantes o ayudarnos de una solucién particular del lineal. Por lo

tanto, vamos a considerar directamente el caso del sistema lineal homogéneo
[LH] = 2'(t) = A-z(t).

La matriz A tendra valores propios \; € C de multiplicidad k;
(l6gicamente, >, k; = mn), que son las raices de la ecuacidn caracteristica
det(A — AI) = 0. Asi mismo, denotemos

Una conocido resultado de Algebra Lineal establece que FE; es subespacio
vectorial de C" de dimension k; y que se verifica C" = @, F;. Ademas, es claro

que si ¢ € E; entonces también A - x € F;.

Tal como hemos demostrado en el capitulo anterior, las soluciones de [LH |
seran un subespacio vectorial de C(R,C") de dimensién n, pero no disponiamos
de un método que nos permitiera encontrarlas explicitamente. Sin embargo, para
el caso de coeficientes constantes que estamos estudiando ahora si que vamos a
tener un procedimiento efectivo que nos permite hallar una base del espacio de

soluciones (supuesto que hayamos podido determinar los valores propios ;).

Para ello, vamos a interesarnos de momento por las soluciones en C(R, E;).
Aplicando adecuadamente el teorema de Picard-Lindelof encontramos que las
soluciones en este espacio son precisamente un subespacio vectorial de dimension
k;. Y si logramos encontrar una base de soluciones en cada C(R, E;), todas ellas

juntas formarén la base de soluciones en C(R, C") buscada.

Por lo tanto, tiinicamente tendremos que preocuparnos de como encontrar
las soluciones en C(R, ;). Tomemos {u]};i,; base del espacio vectorial FE;.
Entonces, es inmediato comprobar que una base de soluciones en C(R, E;) es

p)(t) = e - ul, j = 1,..., k. A simple vista, esta expresién parece que no

3
es de gran utilidad, ya que e’ es una serie. Sin embargo, descomponiendo

tA _ ot | (A=)

et =e , v aplicando que ui € E;, es claro que

1 gm (A — )\I)

xj _eAtZ
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Asi, hemos encontrado una base de soluciones por medio de una expresion que

es una suma finita facilmente evaluable.

Hasta ahora no hemos distinguido que la matriz de coeficientes A sea real
o compleja. Lo tnico que hemos utilizado es que en cualquiera de los dos casos
tiene n valores propios en C (contando su multiplicidad). Pero aunque la matriz
sea real estos valores propios pueden no serlo, y por lo tanto tampoco lo seran
las soluciones z(t) de la base. Sin embargo, cuando A es real las soluciones
reales del sistema diferencial forman un subespacio vectorial de dimension n
de C(R,R"), y esto es cierto sean cuales sean los valores propios. Interesa pues
encontrar un método que nos permita hallar una base real de soluciones cuando

A es real.

Pero en este caso, si \; es un valor propio no real, es claro que su conjugado
A; también debera ser valor propio (y de la misma multiplicidad). Ademds, si a
\; le corresponde el subespacio E;, a \; le corresponderd su conjugado F;. Y si

z(t) es una soluciéon en C(R, F;) de [LH], entonces z(t) es solucién en C(R, E;).

De aqui es inmediato deducir que Re(z](t)), Im(z}(t)), 7 = 1,..., ki,
forman conjuntamente una base de soluciones en el espacio C(R, E; & E;) v,
obviamente, todas ellas son reales. De este modo no sélo encontramos las

soluciones reales buscadas, sino que ademas no necesitamos ocuparnos de \;

ni F;, sino que basta con que utilicemos \; y F;.

Como consecuencia de lo visto hasta ahora para sistemas lineales ho-
mogéneos, es facil obtener la solucién general de la ecuacién lineal homogénea de
orden n con coeficientes constantes. Supongamos que la ecuacién que queremos

resolver es
2 (1) + a1z ) + .+ a2 (t) 4 anz(t) = 0.
Entonces, tomemos la ecuacion caracteristica
N4+ a NP+ +a,  ANta,=0

con sus raices \; de multiplicidad k;. Estas raices coinciden precisamente con
los valores propios correspondientes al sistema lineal homogéneo que aparece

al aplicar el método usual de transformacién de una ecuacién de orden n en
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un sistema. Ademads, la solucién de la ecuacién es la primera componente de la
solucion del sistema. De este modo, la solucion general se nos muestra ahora sin
necesidad de efectuar cdlculo alguno ya que resulta ser x(t) = Y, e*g;(t) con

¢;(t) polinomio arbitrario de grado menor que ;.

Una ecuacién lineal de orden n bastante utilizada pero que ya no tiene
coeficientes constantes es la de Euler. En ella el coeficiente de cada x*(¢) es una
constante multiplicada por t*. Su solucién es facil de obtener a partir de lo que
hemos visto en este capitulo ya que se transfoma en una ecuacién diferencial
lineal con coeficientes constantes sin mas que efectuar el cambio de variable

t = e".

Para finalizar el capitulo analicemos como resolver ecuaciones lineales de
orden n con coeficientes constantes pero no homogéneas. Tal como vimos en el
capitulo anterior, su solucion general es una solucién particular de la lineal mas
la solucién general de la homogénea asociada. En este capitulo hemos encontrado
el método que nos permite resolver esta ecuacién sin dificultades, luego lo tinico
que tendremos que hacer es encontrar una solucién particular de la lineal. Para
esto disponemos en general del método de variacién de las constantes, pero su
aplicacion resulta bastante laboriosa. Es por esto que muchas veces se intente

encontrar una solucion particular por otro procedimiento, posiblemente a tanteo.

Dependiendo de cual sea el término independiente de la ecuacion lineal
no homogénea a resolver, puede demostrarse que siempre existe una solucién
particular de una forma concreta en la que aparecen algunos parametros que
hay que determinar (normalmente, coeficientes de polinomios). Para ello basta
derivar las veces precisas la funcién candidata a ser solucién y sustituir en
la ecuacion diferencial. A esta forma de encontrar una solucion particular se
la denomina método de los coeficientes indeterminados. Puede aplicarse en
particular cuando el término independiente es un producto de exponenciales
por senos (o cosenos) y por polinomios. Ademas, el principio de superposicion
nos permite abordar el problema cuando el término independiente es una suma

de funciones con las caracteristicas anteriores.

Entre los problemas fisicos cuya solucion puede abordarse mediante los
métodos de este capitulo se encuentan los movimientos de muelles con y sin

rozamiento (siempre que este sea proporcional a la velocidad), asi como el
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comportamiento de circuitos eléctricos.

Otro tema interesante relacionado con las ecuaciones diferenciales lineales
es la teoria de Floquet sobre soluciones de sistemas diferenciales con coeficientes
periédicos. En concreto, supongamos que tenemos el sistema lineal 2/(t) =
A(t) - z(t) con A(t) continua y satisfaciendo A(t + T) = A(t) Vt € R (el
menor 7" > 0 para el que se puede conseguir lo anterior se denomina periodo).
Denotamos asimismo F'(t) a una matriz fundamental de ese sistema. El resultado
bésico sobre sistemas periddicos es la representacion de la matriz fundamental
como el producto de una matriz periddica y una matriz fundamental de un
sistema con coeficientes constantes. Asi, los dos principales teoremas de Floquet

son los siguientes:

1) Existe Q(t) matriz compleja de periodo Ty existe () matriz compleja
constante tal que F(t) = Q(t) - €'9.

2) Si A(t) y F(t) reales, existe Q(t) matriz real de periodo 27" y existe @)

matriz real constante tal que F(t) = Q(¢t) - '?.

Como consecuencia de los teoremas anteriores, el cambio de funcion
x(t) = Q(t) - y(t) transforma el sistema original en y/'(t) = Q - y(t), que es
de coeficientes constantes. Sin embargo, para la demostracion de estos dos
resultados es necesario haber desarrollado una teoria de funciones matriciales
mas amplia que la que aqui hemos visto y que ha sido suficiente para nuestros
principales propositos. En particular, el paso fundamental de las demostraciones
consiste en utilizar que dada una matriz B con determinante no nulo existe otra

matriz L tal que B = e.

7. SOLUCIONES ANALITICAS

Consideremos en este capitulo en primer lugar un sistema lineal w'(z) =
A(z) - w(z) + b(2), donde A(z) es una matriz n X n y b(z) es un vector columna
n-dimensional, ambos analiticos en un conjunto simplemente conexo D C C.
Dados 2y € D y wy € C, se trata de demostrar que existe una tnica solucién del

sistema diferencial en D tal que w(zy) = wy.

Para ello, notar que si tomamos un punto z € C, f una funcién analitica

en D y 7 un camino en D que une z y z, entonces la integral [ f(7)dr
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es independiente del camino v elegido. Asi, esta integral puede denotarse

simplemente con [ f(7)dr. Entonces, definimos por recurrencia
Z0 ’

Po() = wo, pnra(z) = wo + | [A(7) - on(7) + b(r)] dr.

Las funciones ¢, (z) son analiticas y, ademas, es facil demostrar que convergen
uniformemente sobre compactos a una funciéon ¢ que, por lo tanto, debera ser
también analitica. Se comprueba asimismo sin dificultad que esta funcién es la

solucion buscada y su unicidad.

La aplicacion de este resultado sobre sistemas lineales complejos a sis-
temas reales es inmediata. Para ello, si tenemos A(t) y b(t) desarrollables en
series de Taylor en un intervalo real (to — R, to+ R), lo tinico que debemos hacer
es extenderlos a A(z) y b(z) definidos sobre la bola compleja de centro ty y
radio R y aplicar el resultado anterior. Asi obtenemos una unica solucién que es

desarrollable en serie de Taylor en el mismo intervalo.

Finalmente, consideremos la ecuacién diferencial lineal de orden n
")+ ar (2™ E) 4 a1 (D)2 (1) F an()x(t) = b(t)

con a;(t) y b(t) desarrollables en series de potencias. Entonces, utilizando
el método estandar para transformar ecuaciones diferenciales de orden n en
sistemas diferenciales se sigue que sus soluciones son desarrollables en serie de

potencias en, al menos, el mismo intervalo que b(t) y las a;(t).

Hay que hacer notar aqui que existen demostraciones de estos hechos
que no necesitan el uso de la variable compleja. La forma de proceder en ellas
es bastante similar a las que desarrollaremos en el siguiente capitulo. Es por
eso que preferimos utilizar las demostraciones esbozadas anteriormente. Esto
nos permite ver cémo se pueden utilizar dos técnicas distintas para probar la
existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales expresables por medio de
desarrollos en serie. En particular, de esta forma vemos cémo los resultados de
variable compleja estudiados en el primer capitulo resultan ttiles a la hora de
abordar la teoria de Ecuaciones Diferenciales. Ademads, es de destacar que las
demostraciones en las que se utiliza el Analisis Complejo son més generales y de

menor complicacién operacional.
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En la practica, el método a seguir para encontrar soluciones de ecua-

ciones diferenciales por medio de series de potencias consiste en tomar x(t) =
o o ant™, derivar formalmente término a término las veces necesarias, susti-
tuir en la ecuacién diferencial e igualar coeficientes. Las derivaciones término
a término estan plenamente justificadas ya que hemos demostrado que existen
soluciones expresables mediante series convergentes. Tales funciones son deriva-
bles y su derivada coincide, dentro del radio de convergencia, con la derivada
término a término de la serie. Ademas, el radio de convergencia se mantiene al

derivar, luego se puede iterar el proceso.

Existen numerosos tipos de ecuaciones cuya solucion se aborda por los
métodos de este capitulo. Por ser las més conocidas podemos citar como ejemplos

las ecuaciones de Hermite
2’ —2tx’ + 2pxr =0

y de Tchebichef

" 4 P

/ —
—1_t2x+1_t2x—0.

T

En ambas p es un parametro real e interesa conocer las soluciones como
desarrollos en serie en torno a ¢t = 0. De acuerdo a la analiticidad de los
coeficientes de x y 2/, podemos garantizar que las series que proporcionan las
soluciones de la ecuacion de Hermite serdn convergentes en todo R, pero las
de la ecuacién de Tchebichef sélo en |t| < 1. Por otra parte, en cualquiera de
los dos casos interesa conocer cémo debe ser el pardametro p para que existan
soluciones polinémicas. La respuesta a esta pregunta es que p debe ser un entero
no negativo, que coincide precisamente con el grado del polinomio. Las soluciones
que aparecen en estos casos son unicas salvo constantes multiplicativas y se

denominan respectivamente polinomios de Hermite y polinomios de Tchebichef.

El desarrollo que se puede hacer a partir de estos temas es inmenso,
por lo que aqui unicamente nos proponemos citar unas pocas propiedades y
aplicaciones. Muchas de las propiedades que se pueden estudiar son similares
para los dos ejemplos anteriores, como es el caso de la ortogonalidad, férmulas
de recurrencia y formulas de Rodrigues. Como consecuencia de la ortogonalidad

pueden estudiarse las correspondientes series de Fourier y su convergencia.
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En cuanto a los polinomios de Tchebichef, es facil probar que, si tomamos
t € [—1,1], el polinomio de Tchebichef de grado n (y coeficiente director 2"~ 1) es
precisamente 7,,(t) = cos(narccost). Una de las més llamativas caracteristicas
de estos polinomios es la propiedad minimaz, que garantiza que, entre todos
los polinomios moénicos P(t) de grado n, el que minimiza max_;<;<; |P(t)| es
217070 (¢).

Para concluir, simplemente senalar que los polinomios de Hermite estan
intimamente relacionados con multitud de problemas de Mecanica Cuéntica,
como puede ser la resoluciéon de la ecuaciéon de onda de Schrodinger para
el oscilador armoénico simple. En este problema, el hecho de que las tnicas
soluciones de la ecuacién de Schrodinger que permanecen acotadas cuando
el tiempo tiende a infinito sean las funciones de Hermite (y por lo tanto el
pardmetro p tiene que ser un entero positivo) se traduce en la cuantificacién de

la energia.

8. INTEGRACION POR DESARROLLOS EN SERIE DE LA ECUA-
CION 2/ + P(t)2' + Q(t)z = 0

En el capitulo anterior se estudia la ecuacién z” + P(t)z' + Q(t)zr = 0
cuando P(t) y Q(t) son analiticas, y se ve que entonces las soluciones de la
ecuacién son analiticas. Nos podemos preguntar qué es lo que ocurre si P(t) y
Q(t) tienen polos o singularidades esenciales. Pareceria razonable esperar, por
ejemplo, que cuando P(t) y Q(t) tienen un polo en un punto, las soluciones de
la ecuacion diferencial también tengan un polo en ese punto.

Pero es facil convencernos de que esto no es cierto en general ya que una

1 1/t

solucién de la ecuacién z” + t% 7' — 5o =0 es la funcién —te'/*, cuyo desarrollo

de Laurent en torno a t = 0 tiene infinitos términos negativos.

Para abordar estos problemas se consideran iinicamente puntos singulares
regulares, que son los puntos en los que, a lo sumo, P(t) tiene un polo de orden
uno y Q(t) de orden dos. Hay multitud de ecuaciones que responden a este
modelo. Entre ellas podemos citar las ecuaciones de Legendre, las de Jacobi,
las hipergeométricas, las de Bessel, las de Laguerre y las de Euler. En las tres
primeras el punto que se considera est =10t = —1, y en las deméas t = 0.
Salvo que indiquemos lo contrario supondremos a partir de ahora que estamos

desarrollando en torno al punto ¢ = 0.
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Para resolver la ecuacién diferencial se emplea el método de Frobenius
que consiste en ensayar soluciones del tipo t* 3°0°  a,t", ag # 0; derivaremos
formalmente la serie, sustituiremos en la ecuacion e igualaremos coeficientes
del mismo grado. Como la ecuacién diferencial que estamos intentando resolver
es de segundo orden, nuestro deseo sera encontrar dos soluciones linealmente

independientes de la forma anterior. Si denotamos
Pt)=t""> pat", Q1) =1t72> gut",
n=0 n=0

al igualar los coeficientes de menor grado aparece la condiciéon A(A—1)+poA+qo =

0, que se denomina ecuacidon indicial (o determinativa).

La importancia de esta ecuacion radica en que determina los tinicos
valores que puede tomar A para que la serie que estamos ensayando pueda ser
realmente una solucion de la ecuacion diferencial. La ecuacién indicial es una
ecuaciéon polinomica de segundo grado que tendra dos raices que denominamos
A1 v Ag. Todo el desarrollo posterior va a depender de estas dos raices, y el hecho

fundamental va a recaer en que su diferencia Ay — Ay sea 0 no un entero.

Si denotamos g(A) = A(A — 1) + poA + qo, al ensayar en la ecuacién
diferencial la posible solucién t* ool ant™ e igualar coeficientes, ademas de la

ecuacién indicial que con esta notacién es g(A) = 0, obtenemos

n—1

[FR] = apg(A+n)=— Z [Pr—k(A+ k) + gnr]a.

k=0

Es claro ahora que si g(A +n) # 0 Vn > 0 la relacién anterior es una férmula
de recurrencia que nos permitira determinar todos los coeficientes a,, a partir de

ap # 0 cualquiera.

Sean pues A1 y Ag las dos raices de la ecuacién indicial y, tomando Ay y
Ay como valores de A\, intentemos aplicar sucesivamente [F'R]. Lo primero que
observamos es que si las dos raices son iguales s6lo encontramos por este método
un desarrollo en serie, luego la otra ecuacién linealmente independiente con esta

habra que buscarla de otra forma. En otro caso, supongamos Re(A1) > Re()q).

Apliquemos en primer lugar [F'R] a A\;. Como la ecuacién indicial g(A) = 0
s6lo tiene las raices A1 y g es claro que g(A;+n) # 0Vn > 0 ya que A\ +n # Ag.

Asi, [FR| nos permite encontrar todos los coeficientes a,,.
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Veamos ahora lo que ocurre al aplicar [F'R| a Ay. Si A; — A2 no es un entero,
de nuevo g(A+n) # 0 Vn > 0y el método funciona perfectamente también para
Ag. El problema surge cuando Ay +n = \j, ya que entonces g(Ay+n) = g(A) =0
y no se puede despejar a,, en [F'R]. Excepto si por casualidad la parte derecha
de [F'R] también se anula para ese n y entonces se puede tomar a,, arbitrario.
(Ademss, en este ultimo caso, usando inicamente la serie correspondiente a Ay y
eligiendo dos a,, distintos obtenemos dos soluciones linealmente independientes

sin necesidad de utilizar A;.)

Fijarse que, aunque P(t) y Q(t) sean reales, la ecuacién indicial puede
tener dos raices que sean complejas conjugadas A2 = o = ¢3. En particular, en
este caso la diferencia entre las dos raices nunca sera un entero luego el método
de Frobénius puede aplicarse cualquiera de las dos. Pero asi obtenemos una
base compleja de soluciones y, al ser la ecuacién diferencial real, es preferible
encontrar una base también real. Para ello, es claro que los coeficientes que se
obtienen al aplicar la [F'R] a una u otra raiz son conjugados, luego las dos series
que obtenemos también lo serdn. Entonces, al ser la ecuacién diferencial lineal,

de aqui se sigue que sus parte reales e imaginarias, que son de la forma

t*cos(Blogt) Y bit" 'y t*sen(Blogt) Y bit",

también constituyen una base de soluciones de la ecuacién diferencial.

De todas formas, la parte basica de todo este proceso es la demostracién,
originalmente debida a Frobénius, de que el método que hemos seguido conduce
realmente a series convergentes cuya derivacion término a término tiene sentido.
M4és concretamente, lo que sucede es que si tP(t) y t?Q(t) son analiticas en la
bola de radio R > 0, entonces se demuestra que los coeficientes a,, que se obtienen
a partir de [F'R] (siempre que sea posible) proporcionan una serie con, al menos,
el mismo radio de convergencia. Esto prueba que todo el proceso formal tiene
sentido luego las series son realmente soluciones. Notar que, en general, como
A1 Y Ay no tienen por qué ser enteros, solamente podremos hablar de solucién
en el intervalo (0, R). (O en una bola salvo una semirrecta si estamos usando

complejos y tomamos una determinacién del logaritmo.)

Queda por analizar qué es lo que se puede hacer cuando el método de

Frobénius sélo nos permite encontrar una solucién. Aparte de procedimientos
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particulares aplicables a determinadas ecuaciones diferenciales, hay dos métodos
que se suelen emplear en general. Ambos llegan a mostrar que la segunda solucién
puede expresarse basicamente como una serie mas un factor log z multiplicado

por la primera solucién.

El primero de ellos consiste en aplicar el método de reduccién de las
constantes que ya comentabamos en anteriores capitulos. Es decir, una vez
hallada una solucién z;(t) por el método de Frobénius se hace el cambio de
funcién x(t) = x1(t)u(t) y la ecuacién diferencial de partida se transforma en

una ecuacion diferencial lineal de orden uno que se resuelve por cuadraturas.

El segundo método se aplica de manera algo distinta segin estemos
en el caso \y = Xy 0 A\{ — Ay = n > 0. En esencia, ambos requieren en
primer lugar deducir a partir de [F'R] los coeficientes a,, no tinicamente para las
raices de la ecuacién indicial sino para A cualquiera, obteniendose asi funciones
a,(A). A partir de ellas se construye una funcién z(\,t) que es una serie con
coeficientes dependientes de A (que se obtienen a partir de los a,,())) y la segunda
solucién buscada se obtiene por medio de una derivacién parcial respecto a A. El
proceso a seguir es de facil comprension formal sin mas que efectuar derivaciones
formales respecto a A y cambios de orden de derivadas parciales cruzadas, pero
su justificacién tedrica es dificil. Ademads, tampoco resulta sencillo aplicarlo a

ejemplos concretos de resolucién de ecuaciones diferenciales.

El método de Frobénius resulta tedricamente satisfactorio sin ningu-
na hipdtesis adicional sobre P(t) y Q(t), permitiendo siempre conocer tan-
tos términos del desarrollo de las soluciones como queramos. Pero encontrar
explicitamente el término general de las series sélo es posible cuando P(t) y
Q(t) tienen expresiones sencillas gracias a las cuales la férmula de recurrencia
[F'R] se simplifica de tal modo que aparece a,, como funcién tnicamente de a,,_4
0, a lo sumo, de a,,_1 y a,_»s. Esto ocurre en todos los ejemplos que comentamos

a continuacion.

Una de las ecuaciones que se resuelve mediante los métodos de este

capitulo es la de Bessel
22" +ta’ + (2 — p*)t = 0,

donde p es un parametro real no negativo. Las raices de su ecuacion indicial son

py —p. Asi, el método de Frobénius permite construir facilmente la solucién
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para la mayor de las raices que, con la eleccién de ay adecuada, denotaremos
Jp(t); y también para la menor cuando 2p ¢ Z, soluciéon que denotamos J_,(%).
Si 2p € 7Z, es decir cuando las dos raices de la ecuacion indicial se diferencian
en un entero, el método de Frobénius para —p no tiene por qué funcionar. De
hecho funciona cuando p es semientero pero no cuando p es entero. De este

modo, obtenemos las funciones de Bessel

0 (—1)” t\ 2n+a
Jo(t) = = , aceR\{-1,-2.. .}
alt) nZ:On!F(n—i-oz—l—l)<2) \ !
Estas funciones nunca se pueden expresar como combinaciéon de funciones
elementales salvo en el caso en que « es semientero, ya que entonces resultan
estar relacionadas con senos y cosenos. (Por ejemplo, Jyio(t) = \/% sent y
J_1/9(t) = ,/% cost.) Es por esto que las funciones de Bessel pueden considerarse

una generalizacion de las funciones trigonométricas.

Hemos visto que el método de Frobénius permite hallar en muchos casos
las dos soluciones de la ecuacién de Bessel. Sin embargo, cuando p ¢ Z, en lugar

de J_,(t) se usa mucho mas la funcion de Bessel de sequnda clase

Jp(t) cos(pm) — J—p(t)'

() = sen(pm)

Ademsds, por paso al limite, esto permite definir Y,,(¢) = lim, ., Y, (), n € N,
que se comprueba que sirve como segunda solucion de la ecuacion de Bessel
para los casos en que el método de Frobénius sélo permitia encontrar una. (Por
el contrario, si hubiéramos hecho J_,(t) = lim, ., J,(t) lo que se obtiene es
Jon(t) = (=1)"Jn(t).)

Las funciones de Bessel resultan de gran utilidad en multitud de campos
tanto de Matematicas como de Fisica, a veces en temas insospechados. Como
curiosidad, podemos citar que la primera de demostracion de la irracionalidad
de 7 (Lambert, 1761) se basaba en un desarrollo en fraccién continua en el que

intervenian las funciones de Bessel.

Aparecen también en diversos desarrollos ortogonales. A este respecto, la

relacion de ortogonalidad més conocida es

1
/ TaOt) Ja Ot dt = L7011 (An)28m,
0
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donde a > —1y {A,}>2, son los ceros positivos de J,(t). (Que las funciones de
Bessel tienen una infinidad numerable de ceros positivos es consecuencia de los

teoremas de Sturm que aparecen en el capitulo 9.)

Anélogamente a como en el capitulo anterior obteniamos los polinomios
de Hermite a partir de una ecuacion diferencial con coeficientes analiticos,

resolviendo las ecuaciones

1—tHa"+[B—a—(a+ B8+t +nn+a+p+1)r=0 af>-—1,

tr" + (a+1—2)2' +nx =0, a>-1,

en torno a sus puntos singulares regulares ¢t = 1 y t = 0 encontramos
respectivamente los polinomios de Jacobi y los polinomios de Laguerre. Los
resultados que se obtienen a este respecto son muy similares a los de Hermite
(formula de Rodrigues, férmula de recurrencia, ortogonalidad, etc.), asi como

los métodos que se emplean en las demostraciones.

Los polinomios de Jacobi tienen como caso particular a los de Tchebichef
que ya habfamos comentado (o« = 3 = —1/2), asi como a los polinomios de
Legendre (a« = [ = 0), en los que las expresiones resultan ser mas sencillas.
A su vez, la ecuacion de Jacobi puede generalizarse por medio de la ecuacién

hipergeométrica.

En cuanto a los polinomios de Laguerre, simplemente destacar que se
utilizan para resolver la ecuaciéon de onda de Schrodinger para dtomos con un
sélo electrén, los unicos cuyas soluciones pueden obtenerse explicitamente. El
proceso a seguir es en esencia similar al que relaciona los polinomios de Hermite
con la ecuacién de onda para el oscilador armonico simple, aunque bastante mas

complicado.

9. PROBLEMAS DE CONTORNO

Dada un funcion f:D C R x R x R — R y la ecuacién diferencial
" = f(t,z,2'), en los capitulos anteriores nos dedicibamos a encontrar sus
soluciones imponiendo una condicién inicial x(ty) = zo, 2'(ty) = xj. Pero

también nos podemos plantear un estudio de sus soluciones si, en lugar de
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condiciones iniciales, exigimos que estas satisfagan condiciones en la frontera,
es decir, del tipo x(a) = xg, x(b) = x1, siendo [a, b] un intervalo en el que tiene

que estar definida la solucion.

Los problemas de contorno tienen gran interés tanto en Matematicas
como en Fisica, pero su estudio es mucho mas complejo que el de los problemas
de valores iniciales. Aqui abordaremos unicamente los casos mas sencillos. En
particular, nos restringiremos a ecuaciones diferenciales lineales de segundo

orden.

Comenzamos nuestro andlisis con un estudio de la conducta oscilatoria de
las soluciones no triviales de este tipo de ecuaciones. En primer lugar, recordar
que, dadas dos soluciones u(t) y v(t) de una ecuacién z” + P(t)z' + Q(t)x = 0
con P(t) y Q(t) continuas, es equivalente que las soluciones sean linealmente

independientes a que su wronskiano

W(o).o(0) = | 50 |

u'(t) ()

sea distinto de cero (tanto en todo el intervalo de definicién como en un punto
de este). Este hecho demuestra facilmente que, si v y v son dos soluciones reales
linealmente independientes, sus raices son simples, distintas y se presentan de
forma alternada —en el sentido de que u(t) se anula exactamente una vez entre
cualesquiera dos ceros consecutivos de v(t) y viceversa. Este resultado se conoce

con el nombre de teorema de separacion de Sturm.

Antes de continuar, vamos a escribir la ecuacién z” + P(t)z' 4+ Q(t)z = 0,
donde P y @ son funciones reales y continuas, de una forma adecuada para
nuestros propdsitos. Para ello, basta multiplicar sus dos miembros por p(t) =

exp([P(t)dt) con lo cual transforma en
(p()a") + q(t)x =0,

donde ¢(t) = Q(t)p(t). Los coeficientes p(t) y ¢q(t) son funciones reales y
continuas; ademas p(t) es positiva y de clase C'. Aunque no las citemos
expresamente, a partir de ahora asumiremos siempre que p y ¢ satisfacen
estas hipétesis. Si denotamos mediante L al operador autoadjunto L(x)(t) =
(p(t)x’)" + q(t)z, las soluciones de la ecuacién diferencial coinciden con el nicleo

del operador L.
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El siguiente resultado importante trata sobre las raices de las soluciones

uy v (reales y no nulas) de dos ecuaciones

(p(t)u) + q(t)u =0,
(p()v") + qi(t)v = 0,

donde ¢4 (t) > q(t) para todo t. En estas condiciones, el teorema de comparacion
de Sturm asegura que, si t; y ty son ceros consecutivos de u, entonces v se anula

al menos una vez en (t1,t), salvo que en ese intervalo se tenga q(t) = ¢1(t) y
v(t) = ku(t), k € R.

Supongamos ahora que x es una solucién real no trivial de (p(t)z')" +
q(t)r = 0. Como consecuencia de los resultados anteriores es facil obtener las

siguientes propiedades sobre sus raices:

1) En cada intervalo cerrado [a, b], z(t) tendré a lo mas un nimero finito

de ceros.

2) Siq(t) <0 en [a,b], entonces x(t) tiene como maximo un cero en ese

intervalo.

3) Sip(t) =1, q(t) > 0en [a,00) y [°q(t)dt = oo, entonces z(t) tiene

infinitos ceros en [a, 00). (Y, por 1), su tnico punto de acumulacién es co.)

En realidad, la hipdtesis anterior p(t) = 1 no es muy restrictiva pues,
efectuando un cambio de funcién x(t) = u(t)v(t) y eligiendo v de tal modo que
se anule el coeficiente de «/, la ecuacién lineal homogénea de segundo orden
2" + P(t)x’ + Q(t)x = 0 se transforma en una del tipo u” 4 ¢(t)u = 0. Ademas,
v resulta ser v(t) = exp(—31 [P(t)dt) que, al no anularse nunca, no tiene efecto
sobre los ceros de las soluciones y, por ende, no altera los fenémenos de oscilacién

que se estan estudiando.

La propiedad 3) se aplica directamente a la ecuacién de Bessel que, con

el cambio z(t) = u(t)t~1/2, resulta ser

1—4p?
u”+<1+4t2p>u:0,

obteniéndose que cualquiera de sus soluciones tiene infinitas raices positivas.

Ademads, comparandola con la ecuacién v” + v = 0, cuyas soluciones son

93



v(t) = sen(t — ty), se obtiene informaciéon mds precisa sobre su distribucién.
En concreto, si 0 < p < 1/2, cada solucion u,(t) de la ecuacién de Bessel tiene
al menos una raiz en cada intervalo de longitud 7; y si p > 1/2, cada intervalo

de longitud 7 contiene a lo mas un cero de u,(t).

Se denomina ecuacion de Sturm-Liouville a una ecuacién de la forma
[SL] = (p(t)2") + (Mw(t) +q(t))z = 0

definida en un intervalo I, y donde A es un parametro real y w una funcién
continua y positiva (ademés de las acostumbradas hip6tesis sobre p y ¢). Con

notacion de operadores, [SL| se expresa L(x) = —Azw.

Supongamos en primer lugar que el intervalo I es compacto. Si A1 y Ao
son dos valores del parametro A para los cuales [SL| admite en I soluciones no

triviales z; y xo respectivamente, es facil concluir la formula de Green

b

(=) [ as(Oa(tyut) dt = p(0)(z2(0a1(0) = w15 D),

a
donde a y b son los extremos de I.

Para lograr [z, (t)zo(t)w(t) dt = 0 exigimos a las soluciones de [SL] que
satisfagan en a y b condiciones que hagan anularse el término de la derecha de

la férmula de Green. Asi, podemos tomar las condiciones de contorno

{ az(a) + o/2'(a) =
Br(b) + 5’2’ (b) =

donde a y o/ son constantes prefijadas (respectivamente 3y 3') que no se anulan
simultdneamente. (No es este el tnico tipo de condiciones de contorno que se
puede exigir. Por ejemplo, si p(a) = p(b) se podia haber tomado las condiciones
periddicas x(a) = x(b), 2'(a) = 2/(b), aunque en estas notas no comentaremos

este caso.)

Un problema de Sturm-Liouville reqular consiste en una ecuacién [SL]
definida en un intervalo I = [a, b] compacto junto con las condiciones de contorno
anteriores. Los valores de A para los cuales el problema admite solucién no trivial
se denominan autovalores (o walores propios) del problema; y las soluciones

correspondientes a un autovalor A se denominan autofunciones (o funciones
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propias) asociadas a A. Tal como hemos elegido las condiciones de contorno,
si x1 v x9 son dos autofunciones asociadas a dos autovalores distintos A; y Ag,

es claro que x; y w9 son ortogonales en [ respecto al peso w.

Si el intervalo I no es acotado o, si siéndolo, alguna de las funciones p,
g 0 w no es continua, o una de las funciones p y ¢ se anula en alguno de los
extremos del intervalo, el problema se denomina singular. No es dificil modificar
ligeramente lo que hemos hecho hasta ahora para que también pueda aplicarse a
problemas de Sturm-Liouville singulares. Sin embargo, en lo que concierne a la
existencia de autovalores y autofunciones —que comentaremos a continuacién—
el caso singular es considerablemente mas complicado. Su estudio requiere ciertos
conocimientos previos sobre teoria de operadores. Aqui sélo nos preocuparemos
del caso regular. (Aunque, en la practica, los resultados que se obtienen para el

problema singular son bastante similares.)

Sin embargo, no podemos dejar de citar que, desgraciadamente, muchos
de las ecuaciones diferenciales mas interesantes dan lugar a problemas singulares,
como ocurre por ejemplo con la ecuacién de Legendre ((1 — t%)z’) + Az = 0,
t € [-1,1] o Hermite (e=2')'+ X e "z = 0, z € [0, 00), asi como con las andlogas
para Tchebichef, Jacobi, Laguerre o Bessel. Todas ellas las hemos estudiado en

los capitulos 7 u 8 aunque desde un punto de vista distinto.

Volviendo al problema del Sturm-Liouville regular, las condiciones de
contorno mas simples consisten en exigir en la frontera x(a) = z(b) = 0. Este caso
es particularmente sencillo de analizar a partir de los teoremas de Sturm y de
la continuidad de las soluciones de [SL] respecto al pardmetro A. Asi, se obtiene
que los autovalores del problema de Sturm-Liouville [SL] con condiciones de
contorno z(a) = x(b) = 0 forman una sucesién \g < \; < ... <\, <... tal que
lim,, ., A, = 00. Salvo constantes multiplicativas, existe una tnica autofuncién

x, asociada a \,, y =, tiene exactamente n ceros en (a,b), todos ellos simples.

El caso de las condiciones de contorno generales es algo mas complicado,
aunque el resultado que se obtiene es el mismo. El método més usual de abordar
este problema pasa por un estudio previo de la analiticidad de las soluciones de
una ecuacién diferencial con respecto a los valores iniciales, cuestién esta que no

hemos abordado en la presente memoria.

Hemos visto que las autofunciones {x,}22, soluciones de un problema
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de Sturm-Liouville constituyen un sistema ortogonal en [a,b] respecto de w.
(Para elegir un sistema de autofunciones concreto, podemos considerar que las
z, estdan normalizadas mediante [”z2wdt = 1.) Al igual que ocurrfa en los
capitulos anteriores, las posibilidades de estudio que se abren a partir de aqui son
inmensas. Entre ellas se puede citar por ejemplo el estudio de la completitud del
sistema, propiedades de sus ceros, férmulas de cuadratura, cotas y estimaciones
asintoticas del tamano de las funciones ortogonales o, en fin, dada una funcién

f(t), analizar la convergencia de su serie de Fourier
o0 b
> ealDea®),  ealf) = [ FOwa(tylt)dr
n=0 a

Uno de los ejemplos mas conocidos de problema de Sturm-Liouville

regular es
2" + A =0,
z(0) =0, x(m) =0,
cuyos autovalores son \, = n?, n = 0,1,2,..., y tienen como autofunciones

asociadas x,(t) = sen(nt). Este mismo ejemplo constituye la base de la solucién
de uno de los problemas cldsicos de la Fisica Matematica, el de la cuerda
vibrante, abordado ya por Bernouilli en 1755. La de la cuerda vibrante es una
ecuacion en derivadas parciales en la que intervienen el tiempo y la posicion de
cada punto de la cuerda en el plano del movimiento, y tiene como condiciones
iniciales la posicién inicial de la cuerda. (Se considera que la cuerda esta en
un plano vertical, fija por sus dos extremos y que cada punto de la cuerda
s6lo se desplaza verticalmente.) Sin entrar en detalles, esta ecuacién, utilizando
el método de separacién de variables, se transforma en una del tipo anterior.
Calculando ahora los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién
que representa la posicién original, la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante se obtiene como una serie infinita de productos de senos y cosenos

multiplicados por estos coeficientes.

Para concluir el capitulo, y siguiendo con las hipdtesis que estabamos

empleando, haremos unos breves comentarios sobre la solucién de



donde f(t) es una funcién continua en [a,b]. Supondremos ademds que 0 no es

un autovalor del problema de Sturm-Liouville correspondiente.

La idea consiste en construir una funcién G(t, s) definida en el cuadrado
la, b] X [a, b] que nos permita encontrar explicitamente la solucién x(¢) mediante

la expresion integral
b
x(t) = / G(t,s)f(s)w(s)ds.

Para ello, y sin detenernos en detalles, consideremos los dos problemas de valores

iniciales

{ L(z)(t) = 0, { L(x)(t) = 0,
w(b) = ', «'(b) = =P,
y llamemos z;(t) y x2(t) a sus soluciones respectivas. Al no ser 0 un autovalor,

es facil concluir que 7 y x5 son linealmente independientes, luego su wronskiano

no se anula. Asi, tiene sentido definir la funcion de Green

xo(8)x1(t) |
G(t,s) = p(t)W (x1(s), x2(s))’ a<t<s<b
| P a<s<t<b

p(OW (1(s), 22(s))”

que, en efecto, proporciona la solucion buscada.

10. ECUACION DIFERENCIAL AUTONOMA

Ha habido dos tendencias principales en el desarrollo histérico de las
ecuaciones diferenciales. La primera y mas antigua se caracteriza por la buisqueda
de soluciones explicitas ya sea en forma cerrada —lo que raramente resulta
posible—, o bien, en términos de series de potencias. En la segunda, se pierde
toda esperanza de resolver ecuaciones en el sentido tradicional y, en lugar
de ello, nos concentramos en la busqueda de informacién cualitativa sobre
el comportamiento general de las soluciones. Desde este punto de vista se
estudiaron las ecuaciones lineales al principio del capitulo anterior (teoremas de
comparacién y separacion). La teorfa cualitativa de las ecuaciones no lineales es
totalmente diferente. La inici6 Poincaré hacia 1880, en relacion con sus trabajos

sobre la Mecénica Celeste. (Uno de los problemas que recibié su atencién, y
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que actualmente continia abierto, fue la estabilidad del sistema solar.) Desde
entonces, ha sido objeto de un interés creciente, tanto en sus aspectos tedricos

como aplicados.

En este capitulo y en el siguiente nos ocuparemos de estudiar diversos
aspectos de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales. En el primero de
ellos se analizaran los sistemas auténomos, haciendo especial hincapié en los
sistemas autonomos en el plano ya que su interpretacién geométrica es mucho
mas sencilla. En el segundo se veran diversos conceptos y resultados sobre teoria

de estabilidad para sistemas no necesariamente auténomos ni lineales.

De todas formas, no podemos dejar pasar por alto que algunos de los
conceptos o demostraciones que aqui aparecen son demasiado complicados para
los conocimientos de los alumnos de tercer curso de Matematicas y tinicamente
pueden abordarse de forma muy general y sin excesiva profundidad y rigor. Esto
puede sé6lo en parte paliarse con la intuicién geométrica que se intentard aplicar

en todo momento.

Sea D un subconjunto abierto y conexo de R". Un sistema autdnomo es
una ecuacién diferencial de la forma 2’ = f(z) donde f: D — R" es de clase C?
(es decir, cuando la funcién f mediante la que definiamos la ecuacién diferencial
en el capitulo 3 esta definida en Rx D C RxR" pero sin depender explicitamente
de la primera variable t). Las soluciones de esta ecuacién diferencial serdn
funciones ¢:I — D (I intervalo real) tales que ¢'(t) = f(p(t)) para todo
tel

Dado tg € R y xy € D, los resultados del capitulo 3 nos aseguran que
existe una tnica solucién ¢ tal que ¢(ty) = xo. Esta solucién puede prolongarse
a otra maximal que, al ser D abierto, estara definida en un intervalo abierto.
(Asi pues, se puede considerar siempre que estamos tratando con soluciones
maximales.) Por otra parte, supongamos que existe otra solucién ¢ de 2’ = f(x)
pasando por xg, 0 sea, ¢(t1) = x para algin t; € R. Es ficil demostrar entonces
que ¢(t) = p(t—t1+1p), es decir, ¢ y ¢ se diferencian sélo en un desplazamiento
de la variable independiente. Si denotamos x(t;tg, xg) a la solucién que en t
toma el valor xg, esto se expresa mediante x(; to, z9) = x(t + a;to + a, ), y se
conoce con el nombre de primer teorema de desplazamiento. (El sequndo teorema

de desplazamiento es similar y establece que x(t; tg, xo) = x(t; t1, x(t1; to, 0)).)
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Aunque la gréafica de una solucién se representaria en R x R", podemos
simplemente considerar su proyeccion en el espacio de fases R", lo que se
denomina orbita o trayectoria. Asi, todas las soluciones que pasan por un punto
xg se identifican al tener la misma trayectoria (y recorrida en el mismo sentido).
Reciprocamente, dado un punto cualquiera de D, existe una tnica trayectoria

que pasa por él.

Un punto zy € D se llama punto critico, punto singular o punto de
equilibrio si f(xg) = 0. En este caso, p(t) = xg, —00 < t < 00, es solucién
constante del sistema auténomo, y la trayectoria es el punto zy. Reciprocamente,

cualquier solucién constante da lugar a un punto singular.

Consideremos ahora ¢ una solucién no constante y supongamos que
©(t1) = p(t2) para dos valores t; y t5 distintos. Entonces la solucion estd definida
en todo R y ademas es periodica en el sentido de que existe T" > 0 tal que
ot +T) = ¢(t) para todo t € R. (Al minimo 7' que verifica lo anterior se le

llama periodo y sera |ts — t1]| o un divisor suyo.)

Asi pues hemos visto que hay tres tipos distintos de trayectorias: puntos
criticos, érbitas periddicas y trayectorias abiertas que no se cruzan consigo mismo

(homeomorfas a un intervalo abierto de R).

En este tercer caso es interesante preguntarse qué es lo que le ocurre a
la solucién maximal ¢(t), definida en (71, 72) cuando ¢t — 75. (Légicamente, el
comportamiento para t — 71 serfa andlogo.) Un primer resultado a este respecto
es que si existe lim;_.., ¢(t) = a € D entonces forzosamente 7, = 0o y ademas a

es un punto critico.

Pero que exista el limite anterior es una condiciéon muy fuerte que no
responde a la mayoria de las situaciones. Asi pues, nos podemos preguntar qué
es lo que ocurre con los puntos de acumulaciéon de ¢(t) cuando ¢ — 75. De
acuerdo al comportamiento de las soluciones maximales que estudidbamos en el
capitulo 3, cuando 7 < oo estos puntos de acumulacién estaran en la frontera

de D, y no nos preocuparemos de este caso.

Supongamos pues que la solucién ¢(t) estd definida en un intervalo
(11,00). Un punto a € D se dice w-limite si es punto de acumulacién de ¢(t)

cuando t — oco. Y al conjunto de tales puntos se le llama conjunto w-limite de .
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(Anélogamente, si ¢(t) esta definida en (—o0, 7), a los puntos de acumulacién

cuando t — —oo se les denomina a-limites.)

No es dificil demostrar que el conjunto w-limite de una trayectoria o(t)
acotada es siempre cerrado, distinto de vacio y conexo. Ademads, si un punto a
es w-limite, la trayectoria ¢1(t) que pasa por a estd contenida toda ella a partir

de entonces en el conjunto w-limite de ¢.

Sin embargo, el principal resultado referente a conjuntos w-limites es el
teorema de Poincaré-Bendixon, cuya demostracion es bastante complicada. En
dimensién dos, basicamente dice que una trayectoria contenida en un conjunto
compacto K sin puntos criticos es, o bien una orbita cerrada, o bien su conjunto
w-limite es una érbita cerrada a la que se aproxima la trayectoria ya sea desde
dentro o desde fuera. En particular, K debera contener al menos una érbita

cerrada.

Aunque existe teorema de Poincaré-Bendixon para dimension superior,
tal como esta enunciado sélo es verdad en el plano. En la demostracion para
dimension dos hay que utilizar el teorema de la curva de Jordan que asegura que
una curva cerrada simple divide al plano en dos conjuntos conexos uno acotado
y otro no. Este teorema, aunque geométricamente obvio, no es facil de probar
rigurosamente. En dimension mayor que dos el teorema de Poincaré-Bendixon
es menos satisfactorio y su demostracion requiere mayores conocimientos sobre
sistemas dinamicos de lo que aqui hemos visto. Hay que destacar ademés que en
estas dimensiones pueden aparecer los fenémenos cadticos que dan lugar a los
atractores extranos que tan de moda estan tltimamente, pero que quedan fuera
de los objetivos de este programa. Un ejemplo tipico es el atractor de Lorenz,

que se obtiene a partir de un sistema de apariencia tan sencilla como

= =3z —vy),
y =—rz+F -y,
2=y — z.

En cuanto a la existencia o no de orbitas cerradas, ademas del resultado
consecuencia del teorema de Poincaré-Bendixon que citdbamos anteriormente,
cabe destacar el teorema de Liénard que demuestra la existencia de drbitas
cerradas para la ecuacion z”(t) + f(t)2'(t) + g(t) = 0 bajo ciertas hipétesis para

las funciones fy g. (Légicamente, cuando hablamos de una 6rbita periddica para
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este tipo de ecuacion se trata de una orbita periddica para el sistema equivalente
que aparece al tomar 1 = z y x5 = 2’.) Como caso més conocido, el teorema
de Liénard se aplica a la ecuacién de van der Pol z”(t) +pu (2 — 1) 2'(t) + t = 0.

Un tema de estudio interesante es el de la estabilidad de los puntos
criticos. En pocas palabras, un punto critico se denomina estable si todas las
trayectorias que se acercan lo suficientemente al punto permanecen cerca de él.
Ademas, se dice que nuestro punto critico es asintéticamente estable si es estable
y existe una bola centrada en él tal que cada trayectoria que esté dentro la bola
en algiin momento t = ¢y se aproxime al punto cuando t — oco. Finalmente, si

el punto critico no es estable, se dice que es inestable.

Existen diversos criterios, fundamentalmente debidos a Liapunov, que
aseguran la estabilidad o inestabilidad de puntos criticos. Sin embargo no nos
preocuparemos aqui de analizarlos ya que, aunque con un poco mas de com-
plicacién, también pueden utilizarse para estudiar la estabilidad de soluciones
cualesquiera de sistemas no necesariamente autéonomos, tal como veremos en el

capitulo siguiente.

Para concluir el capitulo se analizaran los sistemas lineales auténomos en

el plano con coeficientes constantes

~

= a1x + by,
[LAP] = vy
Yy = asx + byy.
Este sistema siempre tiene como punto critico el (0,0), y es el tnico si y sé6lo si

el determinante de los coeficientes es distinto de cero.

Cuando el citado determinante es nulo decimos que nos encontramos
ante un caso degenerado. Si todos los coeficientes son nulos estamos ante el caso
trivial en el que todo el plano es de puntos criticos. Si el rango de la matriz de
coeficientes es uno, aparece una recta de puntos criticos que pasa por el origen.
En este caso, las trayectorias son, o bien rectas paralelas a la de puntos criticos,

o bien semirrectas que se acercan a uno de los puntos criticos o se alejan de él.

El comportamiento de los casos no degenerados radica en los valores

propios de la matriz de coeficientes, es decir en las raices de la ecuacion auxiliar

)\2 — (a1 + bg))\ + (a1b2 — agbl) =0.
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Aparecen las siguientes posibilidades:

1) Las raices son reales, distintas y del mismo signo. Supongamos que
ambas son negativas. Entonces, cuatro de las trayectorias son semirrectas
opuestas dos a dos que se acercan al punto critico; y el resto son curvas
similares a semiparabolas que se acercan al punto critico tangencialmente a
dos de las semirrectas opuestas. Si las dos son positivas la situacion es similar
pero alejandose del origen. Un punto critico de este tipo se denomina nédulo,

estable o inestable segin estemos en el primer caso o en el segundo.

2) Las raices son reales y de distinto signo. En este caso cuatro de las
trayectorias son semirrectas opuestas dos a dos, dos de ellas acercandose al punto
critico y las otras dos alejandose de él. Las demads trayectorias son similares a
ramas de hipérbolas que tienen a las rectas como asintotas. El punto critico se

llama punto de silla y es siempre inestable.

3) Las raices son complejas conjugadas, pero no imaginarias puras. Las
trayectorias tienen forma de espiral acercandose o alejandose del punto critico
segun sea la parte real de las raices negativa o positiva respectivamente. Nos

encontramos ante un foco, ya sea estable o inestable.

4) Las raices son reales e iguales. Supongamos que ambas son negativas.
Si el sistema es desacoplado (as = 0, by = 0), las trayectorias son las semirrectas
que se acercan al origen. En otro caso hay dos semirrectas opuestas que se
acercan al origen y el resto de las trayectorias son curvas que entran al origen
tangencialmente a las semirrectas. Andlogamente ocurre cuando las raices son
negativas pero alejandose del origen. El punto critico se llama nddulo limitrofe,

estable o inestable.

5) Las raices son imaginarias puras conjugadas. Las trayectorias son
elipses alrededor del punto critico, que en este caso se denomina centro y siempre
es estable, aunque no asintéticamente estable. (En todos los demds casos, la

estabilidad es también asintética.)

Si denotamos p = a; + by y ¢ = a1bs — asby, es equivalente que el sistema
[LAP)] sea degenerado a que ¢ sea nulo. Para los casos no degenerados, que son los
que tienen interés, es facil darse cuenta a la vista de los resultados anteriores que
el punto critico (0,0) es estable si y sélosip >0y ¢ > 0. Y es asintéticamente

estable si y sélo si ambos son positivos (los centros estédn caracterizados por
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p =01y q>0). Asi mismo, los nédulos limitrofes aparecen cuando se satisface
la relacién p? — 4g = 0, como caso separatorio entre espirales (p*> — 4q < 0) y

nédulos (p? — 4q > 0).

El andlisis que se hace de las trayectorias de [LAP] no puede realmente
considerarse cualitativo, ya que simplemente consiste en resolver el sistema y
representar en el plano las soluciones. Sin embargo, puede servir como base al

estudio de la estabilidad del sistema

{l’/ = Fi(z,y) = ez + by + fi(z,y),
Yy = Fy(x,y) = asx + boy + fo(x,y),

que ya no puede en general resolverse explicitamente. En efecto, tal como
veremos en el capitulo siguiente, la estabilidad de (0,0) en este sistema se reduce
a la (0,0) en [LAP] siempre que las funciones f; y fo cumplan las hipétesis

adecuadas. (A este proceso se le denomina linealizacion.)

A este respecto, un bonito resultado geométrico, aunque no facil de
demostrar, es el teorema de Poincaré que puede aplicarse siempre que f; y fo se
anulen en (0,0) y sean diferenciables en ese mismo punto con diferencial nula.
Bajo estas hipdtesis, el teorema de Poincaré asegura que si el punto critico (0, 0)
del sistema linealizado [LAP] es de alguno de los tres primeros tipos descritos,

entonces también lo es para el sistema original.

11. TEORIA DE ESTABILIDAD

En este capitulo se incluye lo que se consideran conceptos y resultados
fundamentales en relaciéon con la teoria de estabilidad para Ecuaciones Dife-
renciales Ordinarias. En términos generales, se puede decir que una solucion es
estable cuando a pequenas variaciones de las condiciones iniciales se obtienen pe-
quenas variaciones de las soluciones para todo valor de la variable t. Unicamente

nos preocuparemos de estudiar la estabilidad por la derecha.

Consideraremos la ecuacién diferencial z/(t) = f(¢,x(t)) con f:[0,00) %
R" — R" y supondremos que f satisface las hipdtesis necesarias para que,
dado (to,x9) € [0,00) x R", siempre exista una unica solucién de la ecuacién
diferencial que en el punto ¢y toma el valor x5 y ademas esa solucién pueda

prolongarse al intervalo [ty, 00). Tal solucién la denotaremos z(¢; to, o).
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En estas circunstancias, diremos que una solucién ¢:[a,00) — R" es
estable si Ve > 0y Vty > a existe un § = d(e, ty) > 0 tal que si |xg — @(tg)] < §
entonces |x(t;to, zg) — ¢(t)| < € para todo t € [tg,00). Una solucién que no es

estable se llama inestable.

Esta definicion tiene la desventaja de que el valor 6 de las desviacio-
nes permitidas al dato inicial ¢(xy) depende del momento inicial #,. Si 0 es
independiente de ¢y en la definicién anterior, se dice que la solucién ¢(t) es

uniformemente estable.

Frecuentemente, en aplicaciones, no es suficiente el concepto de estabi-
lidad. Se puede requerir que, a un pequeno cambio de las condiciones inicia-
les, la perturbacion originada en la solucién desaparezca con el tiempo. Fs-
to nos conduce al concepto de estabilidad asintdtica. La solucién ¢(t) se dice
que es asintoticamente estable si es estable y existe un v = 7(to) tal que si

lzo — p(to)| < 7 entonces |z(t; to, z9) — ¢(t)| — 0 cuando t — oo.

Finalmente, decimos que la solucién o(t) es uniformemente asintdtica-
mente estable si es uniformemente estable y si existe n > 0 con la siguiente
propiedad: Dado ¢ > 0 existe T' = T'(¢) tal que, cualquier solucién z(t; to, xo)
con |xg — @(ty)| < n, satisface |z(t;to, xo) — p(t)| < e Vt > T + .

Los dos primeros tipos de estabilidad que hemos definido son también
conocidos con el anadido en el sentido de Liapunov. Nétese que la estabilidad
asintotica uniforme implica tanto la estabilidad asintética como la estabilidad
uniforme; y, a su vez, cualquiera de las dos implica la estabilidad. Ninguna de
las otras implicaciones posibles es, en general, cierta. Asi mismo es falso que la
conjuncion de la estabilidad asintética con la estabilidad uniforme lleve consigo

la asintdtica uniforme.

Por otra parte, es inmediato comprobar que cuando la ecuacion diferencial
es auténoma entonces los conceptos de estabilidad y estabilidad asintotica
coinciden respectivamente con los de estabilidad uniforme y estabilidad uniforme

asintética.

Como primer objetivo nos dedicaremos a estudiar las propiedades de
estabilidad para ecuaciones lineales z/(t) = A(t) - x(t) + b(t), donde A(t) y b(t)
son continuas en [0,00). Es facil demostrar que la estabilidad (en cualquiera

de sus tipos) de cualquier solucién de esa ecuacién es equivalente a la de la
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solucién nula del sistema homogéneo 2'(t) = A(t) - x(t). Podemos pues hablar
de la estabilidad del sistema en lugar de la estabilidad de una solucién concreta.
Légicamente, los resultados que obtengamos para estabilidad de sistemas seran
directamente aplicables a la estabilidad de ecuaciones de orden n por medio la

transformacion estandar.

Las propiedades de estabilidad de estos sistemas pueden caracterizarse a

partir de la matriz fundamental F'(t) tal como exponemos a continuacion:

1) La estabilidad simple es equivalente a que la norma de la matriz
fundamental esté acotada, es decir ||F(t)|| < M, t € [0,00).

2) La estabilidad uniforme viene caracterizada por la existencia de una
constante M tal que ||F(t)- F(s)7!| < M parat > s > 0.

3) La estabilidad asintética equivale a lim;_. || F(t)|| = 0.

4) La estabilidad asintética uniforme es equivalente a la existencia de dos
constantes positivas M y « tales que | F(t)-F(s)7| < Me=**=%) parat > s > 0.

Para el caso escalar n = 1 los resultados anteriores tienen una concrecién
muy simple, que permite ademas encontrar facilmente ejemplos de las diversas
formas de estabilidad. En efecto, si tenemos la ecuacién diferencial 2'(t) =
h(t)x(t) con h:[0,00) — R continua y denotamos H(t) = [J h(7)dr se tienen

las siguientes equivalencias para sus soluciones:
1) Son estables si y sélo si H(t) acotada superiormente.

2) Son uniformemente estables si y sélo si H(t) — H(s) esta acotada

superiormente para t > s > 0.
3) Son asintéticamente estables si y sélo si limy o, H(t) = 0.

4) Son uniformemente asintéticamente estables si y sélo si existe «

constante positiva tal que H(t) — H(s) < —a(t — s) parat > s > 0.

Volviendo al caso vectorial, cuando la matriz de coeficientes es constante,
A(t) = A, el sistema lineal homogéneo es auténomo y por lo tanto sélo nos
tendremos que preocupar de estudiar la estabilidad simple y la asintdtica, ya que
sus correspondientes uniformes son equivalentes a ellas. Ademaés, tal como hemos

visto en el capitulo 6, disponemos de expresiones concretas que nos permiten
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encontrar todas las soluciones de tales sistemas. Asi, se obtienen los resultados

elementales siguientes:

1) Si todos los valores propios de A tienen parte real negativa, la ecuacién

es asintdticamente estable.

2) Si todos los valores propios de A tienen parte real no positiva y aquellos

con parte real cero son de multipliciadad uno, entonces la ecuacién es estable.
3) En los demds casos, la ecuacién es inestable.

De este modo, para conocer las propiedades de estabilidad de un sistema
lineal con coeficientes constantes no es ni siquiera necesario encontrar las raices
de su ecuacién caracteristica, sino que basta saber si hay alguna con parte real
positiva. A este respecto resulta ttil aplicar el criterio de Mikhailov, también
conocido como criterio geométrico de estabilidad, y que basicamente establece

lo siguiente:

Todas las raices de un polinomio P(z) = 2" + a,_12" ' + ... + ag con
coeficientes reales tienen parte real estrictamente negativa si y sélo si la funcién
compleja z = P(iw) de variable real w € [0, 00) describe una curva (el hoddgrafo
de Mikhailov) en el plano complejo que, comenzando en el semieje real positivo,

no pasa por el origen y rota en sentido positivo a través de n cuadrantes.

Su demostracién, incluso con alguna mejora para distinguir el caso de las
raices con parte real nula, puede establecerse como consecuencia del principio de
variacion del argumento que vimos en el capitulo 1. Por otra parte, cabe destacar
que este criterio es equivalente al de Routh-Hurwitz, que obtiene informacién de
las raices del polinomio en funciéon de los menores principales de cierta matriz

construida a partir de sus coeficientes.

Una vez que hemos establecido una serie de resultados que nos caracteri-
zan completamente la estabilidad de sistemas lineales con coeficientes constantes,
podemos preguntarnos si el comportamiento se conserva cuando la matriz del
sistema se somete a pequenas perturbaciones. En concreto, si A(t) se aproxima
asintéticamente a una matriz constante A, es decir, A(t) — A cuando t — oo,
es légico pensar que, bajo ciertas hipétesis, las soluciones de z/(t) = A(t) - z(t)
se comporten como las soluciones de 2/(t) = A - x(t). En este sentido tenemos el

siguiente teorema:
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Sea la matriz A(t) = A+ C(t) donde lim;_,o, C(t) = 0. Si z(t) = A - x(¢)
es asintoticamente estable, entonces lo mismo es verdad para la ecuacién

(t) = (A+C(t)) - x(t).

Este resultado no es valido si sustituimos la estabilidad asintética por
la simple estabilidad. Sin embargo, si [;° [|C(t)||dt < oo y 2/(t) = A - x(t) es
estable, entonces la ecuacién 2'(t) = (A + C(t)) - x(t) también es estable. Este

hecho se conoce con el nombre de teorema de Dini-Hukudara.

Los dos resultados anteriores se pueden considerar como casos particula-
res de los teoremas de estabilidad respecto de la primera aproximacién, o primer
método de Liapunov, que abordamos a continuacion. En esencia, este método
consiste en estudiar las propiedades de una solucién ¢(t) de la ecuacién no lineal

x'(t) = f(t,z(t)) a partir de la primera aproximacion lineal.

Antes que nada, para simplificar la ecuacién efectuamos el cambio de
funcién incognita y(t) = z(t) — ¢(t), con lo que la estabilidad de ¢(t) se reduce

a la de y(t) = 0 en la nueva ecuacién

y'(t) = [t y(t) + () — f(E,0(t) = fi(t,y(1)),

donde la funcién f; verifica fi(t,0) = 0 Vi. (Esto nos muestra ademés que,
el estudio de la estabilidad de soluciones de ecuaciones diferenciales, se puede
reducir sin pérdida de generalidad al estudio de la estabilidad de la solucion nula
de una nueva ecuacion. En particular, para sistemas auténomos, a la estabilidad
del origen como punto critico.) Ademas, si f tiene derivadas parciales continuas

respecto a las componentes de x, podremos poner

Y (t) = fo(t, (1)) - y(t) + g(t, y(t))

donde f, representa la matriz jacobiana de f respecto de x y, para t fijo, se
tiene g(t,u) = o(|u|) para |u| — 0. Asi resulta natural conjeturar que el término
g(t,y(t)) influya poco en el comportamiento asintético de la ecuacion. Es decir,
se puede esperar que las propiedades de estabilidad de la solucién y(t) = 0 en

esa ecuacion se reduzcan a sus propiedades como solucion de la ecuacion

y(t) = fa(t, (1) - y(t),
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que es lineal homogénea. Esta ecuacién se denomina ecuacion variacional de

x'(t) = f(t,z(t)) respecto de la solucién p(t).

Estas consideraciones son ciertas con algunas hipotesis adicionales y de-
pendiendo del tipo de estabilidad usado, pero no lo son en general. Los métodos
que se emplean para este estudio tienen soportes matematicos diversos y, a veces,
sofisticados. Nosotros nos limitaremos aqui a exponer algunos resultados cuya

demostracién se obtiene como consecuencia de lema de Gronwall.

En concreto, supongamos que tenemos la ecuacion diferencial no lineal
[NL] = a'(t) = A(t) - x(t) + g(t, z(t)),

siendo A(t) matriz n X n continua en [0, 00) y g(t, x) funcién vectorial continua y
localmente lipschitziana repecto a la segunda variable en A, = {(t,z) € RxR" |
t >0, |z| <r}ytal que g(¢,0) =0, t > 0.

Con esta notacién, si se verifica |g(¢,x)| < 7(t)|z| para alguna funcién
v(t) continua tal que [5°~(t)dt < oo, se cumplen las siguientes implicaciones

con respecto a la solucion trivial:

1) Si es uniformemente estable en z'(t) = A(t) - z(t), también lo es en
[NL].

2) Si es uniformemente estable y asintéticamente estable en z'(t) =

A(t) - z(t), entonces es asintéticamente estable en [N L].

En los dos resultados anteriores la hipdtesis de la integrabilidad de ~ no
se puede debilitar a lim; ., y(t) = 0. Sin embargo, supongamos que z(t) = 0
es solucién uniformemente asintéticamente estable de z'(t) = A(t) - x(t), con
lo cual ||F(t)- F(s)™'|| < Me™@(=%) t > s > 0. En este caso, si g satisface
lg(t,z)] < Klz| con K < «/M, entonces z(t) = 0 también es solucién

uniformemente asintéticamente estable de [N L].

Los criterios de estabilidad para ecuaciones no lineales que hemos esta-
blecido hasta ahora requieren, por una parte, de una morfologia particular de
la ecuacién diferencial y, ademas, de un cierto conocimiento de la matriz funda-
mental de la ecuacién variacional asociada que permita establecer previamente

la estabilidad de esta nueva ecuacion.
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El otro tipo de argumentos que se emplean para estudiar la estabilidad
de ecuaciones no lineales es lo que constituye el segundo método de Liapunov,
llamado también método directo pues se aplica directamente a la ecuacién no
lineal sin pasar por la ecuacion variacional. Este método, basado en su origen
en el principio mecanico de que las posiciones de equilibrio estable de un
sistema deben corresponder a estados de energia minima, no sélo da criterios
de estabilidad e inestabilidad de soluciones, sino que ademés puede llegar a
proporcionar una forma de estimar la region de estabilidad asintética. Esto
es algo que no cabe esperar de la primera aproximacion pues, aunque las
propiedades de estabilidad de la ecuacion lineal son globales, la adicién de un

término no lineal puede cambiar la region de estabilidad asintética.

Sin embargo, tal generalidad tiene sus inconvenientes, el principal de
los cuales es que exige la construcciéon de determinadas funciones auxiliares

asociadas a la ecuacion diferencial, para lo cual no hay un procedimiento general.

Con la misma notacién que antes para A, consideremos ahora la ecuacion

diferencial

[ED] = 2/(t) = f(t, (1))

con f:A, — R" funcién continua y localmente lipschitziana repecto a la
segunda variable, y verificando f(t,0) = 0 V¢ > 0. Pretendemos aqui abordar el
estudio de la estabilidad de su solucién nula z(t) = 0 mediante le método directo

de Liapunov. Pero antes debemos introducir algunos conceptos previos.

Una funcién A:[0,7) — [0,00) se dice que estd en la clase K si es
continua, estrictamente creciente y se anula en el origen. Claramente, K tiene

estructura de grupo con la composicién de aplicaciones.

Sea ahora V/(t,z) una funcion real definida en A, y continua. Decimos
que V es: i) definida positiva si V(t,0) = 0 ¥Vt > 0 y existe A € K tal que
A|z|) < V(t,x); ii) definida negativa si —V definida positiva; iii) decrescente si
existe p € K tal que V (¢, z) < u(|z).

Por tltimo, se denomina funcion de Liapunov de [ED] a una funcién
V (t,z) definida positiva en A, y tal que V (¢, z(t)) es no creciente en ¢ para toda

z(t) solucién de [ED]. Cuando V' € C*(A,,R), esto se traduce en que la derivada
de V(t,2(t)) serd V(t) = Vi(t, z(t)) + Va(t, z(t)) - f(t,2(t)) < 0.
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Con estas notaciones, y aunque el método directo de Liapunov admite
un desarrollo mucho méas amplio, nos limitaremos aqui tinicamente a citar sus

principales resultados en cuanto a condiciones suficientes de estabilidad se refiere:

1) Si existe funcién de Liapunov de [E'D], entonces la solucién z(t) = 0

es estable.

2) Si existe funcién de Liapunov decrescente de [E D], entonces la solucién

x(t) = 0 es uniformemente estable.

3) Si existe V(t,x) funcién de Liapunov decrescente de [ED], V €

C'(A,,R), y ademés V(t) < 0 para t € (0,7) a lo largo de cada solucién x(t),

entonces la solucién z(t) = 0 es uniformemente asintéticamente estable.

Para concluir, no podemos dejar de comentar lo que se conoce como
problema inverso en la teoria del segundo método de Liapunov. Ya hemos
senalado anteriormente que la principal dificultad de este método consiste en
encontrar la funcién de Liapunov con las propiedades adecuadas. Légicamente,
surge la pregunta de si tales funciones existen realmente cuando la solucién
x(t) = 0 satisface el tipo de estabilidad requerido. En otras palabras, si los
resultados anteriores sobre la existencia de V' son sélo condiciones suficientes o
también son necesarias. Aunque con unas hipotesis algo méas débiles, la respuesta
a esta cuestion es en esencia afirmativa. Sin embargo, este resultado es tedrico y
no proporciona un método de encontrar tales funciones, sino que debe hacerse

en cada caso, y esto puede no resultar en absoluto sencillo.

12. TRANSFORMADA DE LAPLACE

La transformada de Laplace tiene gran interés de por si y por sus estrechas
relaciones con diversos campos de la Matematica; pero ademas, y en lo que
a nosotros concierne, su uso proporciona un método eficiente para resolver
ciertos tipos de ecuaciones diferenciales e integrales. El estudio riguroso de sus
propiedades, en particular de la formula de inversion, requiere un conocimiento
suficiente de Andlisis Complejo que permita abordar las demostraciones. Como
el primer capitulo de esta memoria lo hemos dedicado precisamente a este
tema, y aunque en estas breves notas no nos preocuparemos de exponer los
hechos muy detalladamente, estamos ahora en condiciones de efectuar un estudio

razonablemente completo para nuestros propositos.
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Dada f:R — C una funcién arbitraria tal que f(t) =0en —oo <t <0,
la transformada de Laplace de f(t) es

Fip) = LUAp) = [ et peC.

supuesto que la integral existe.

Restringiremos nuestra atencién a funciones absolutamente integrables
en cada intervalo acotado 0 < ¢t < a y para las cuales F(«) es convergente
para algin a € R. (Esto tltimo es cierto si, por ejemplo, existen oy < «,
to > 0y M > 0 tales que |f(t)] < Me**" ¥t > t,.) En estas condiciones, es
claro que F(p) existe para Re(p) > a, pero no sélo eso, sino que las funciones
Fr(p) = J{ e P f(t)dt son analiticas en Re(p) > « y convergen uniformente
sobre compactos a F(p) cuando T'— oo. Por tanto, la transformada de Laplace

F(p) es holomorfa en el semiplano Re(p) > .

El operador L es, obviamente, lineal. Pero ademas tiene muchas otras
propiedades importantes, como comentamos a continuacién. Sin precisar las

hipdtesis, su comportamiento respecto a la derivacion es

LIf'(t)](p) = pF(p) — f(07), L[tf(t)(p) = —F'(p),

donde f(0%) denota el limite de f(¢) cuando ¢ tiende a 0 por la derecha.
Légicamente, ambas férmulas pueden generalizarse por induccién para L[f ()]
y L)), n = 1.

En lo que se refiere a la integracion, los resultados que se tienen son del
tipo
F(p)

o[ [r@ar|e) = =2 el = [T Fear

Por 1ltimo, el comportamiento respecto a traslaciones a derecha e iz-

quierda de la variable es

LU~ 0))(p) = PR (), L7 +10)](p) = o F(p) — [ 07 f(r) dr,

0
donde t; es una constante positiva.
Con estas propiedades, y el calculo directo de transformadas de Laplace

de algunas funciones a partir de la definicion, es facil encontrar una nutrida tabla
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de transformadas de funciones. Antes de continuar, veamos un ejemplo sencillo
de como aplicar esto a la resolucion de ecuaciones diferenciales. Supongamos que,
para t > 0, tenemos la ecuacién lineal 2'(¢) + ax(t) = b(t) con condicién inicial
x(0) = xo (y donde a es una constante). Si denotamos X = L[z] y B = L[b],
aplicando las propiedades anteriores es claro que X (p) = (zo+ B(p))/(p+a). Es
posible que sepamos reconocer X (p) como la transformada de Laplace de alguna
funcion. Pero para poder asegurar que esta funcion es realmente la solucion de
la ecuacién que estamos buscando necesitamos que la antitransformada de X (p)

sea Unica.

Este hecho es en esencia cierto, y constituye el aspecto més delicado
de la teoria que estamos tratando. Aqui se utilizan técnicas tanto de Analisis
Real (en particular, el lema de Riemann-Lebesgue y el lema de Dirichlet), como
de integracién a lo largo de recintos en el plano complejo. Se dice que una
funcion satisface la condicion de Dirichlet si, en cada intervalo acotado, tiene
a lo mas un nimero finito de maximos, minimos y puntos de discontinuidad, y
las discontinuidades son de salto finito. Asi, sea una funcién f(t) que cumple
la condicién de Dirichlet y F(p) su transformada de Laplace, convergente en el
semiplano Re(p) > a. En estas condiciones se tiene la férmula de inversion que

garantiza que, para vy > «,

) , 0, sit<0;

Y+100 .
27@/ - e"F(p)dp = { 3£(0%), sit = 0;
K L)+ f(th)), sit>0.

Ya hemos comentado cémo usar la transformada de Laplace para resolver
una ecuacion lineal de primer orden con coeficientes constantes. Andlogamente,
si tenemos un problema de valores iniciales cuya ecuacion diferencial es lineal
de orden m con coeficientes constantes y término independiente arbitrario,
basta aplicar £ en ambos lados de la ecuacion, obteniéndose asi facilmente la
solucién del problema como la antitransformada de cierta funcién. Asi mismo,
la transformada de Laplace también resulta 1til si los coeficientes de la ecuacion
lineal son polinomios de primer grado, ya que su uso convierte la ecuacién
diferencial de partida en una lineal de primer orden cuya funcién incognita
es la transformada de Laplace de la solucién buscada. Por tanto, resolviendo
esta nueva ecuacién y tomando antitransformadas, se obtiene la solucién de la

ecuacion original.
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Dadas dos funciones f,g:R — C que se anulan para t < 0, se llama

convolucion de fy g a la nueva funcion

(Fx)0) = [ f()glt =) dr,

supuesto que la integral sea convergente. Con las hipétesis adecuadas, una

sencilla aplicacién del teorema de Fubini muestra que

L[f = gl(p) = L[f](p)Llg](p),

es decir, la transformada de una convolucion es simplemente el producto de las

transformadas individuales, un resultado de considerable importancia.

Una interesante aplicacién de esta propiedad aparece como sigue: Si f(t)

y k(t) son funciones dadas, entonces la ecuacién

£(8) = o(t) + /0 "kt — P)a(r) dr,

en la que la funcién incégnita z(t) aparece bajo el signo de integracion, se
denomina ecuacion integral (de tipo Volterra). Debido a su forma especial, en la
que la integral es la convolucion de las dos funciones k() y x(t), esta ecuacion
se puede resolver por medio de las transformadas de Laplace. Para ello, basta

aplicar £ a ambos lados de la ecuacién, de donde se sigue

Lf](p)

L) = 2oy

y si esta funcion es una transformada reconocible se tendra inmediatamente la

solucién z(t).

13. INTRODUCCION AL CALCULO DE VARIACIONES

Durante mas de dos siglos, el Cédlculo de Variaciones ha sido una de las
principales ramas del Andlisis. Es un instrumento de gran utilidad que se puede

aplicar a muy diversos problemas tanto de Matematicas como de Fisica.

Es facil captar el interés del tema si se toman en cuenta algunos de sus
problemas tipicos. Supongamos que en un plano tenemos dos puntos fijos Py y P.

Hay un ntimero infinito de curvas que unen esos puntos y podemos preguntarnos
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cual de ellas es la mas corta. Por supuesto, la respuesta intuitiva —la linea
recta— es la correcta. También podemos preguntarnos qué curva generara la
superficie de revoluciéon de drea menor al girar en torno al eje de abscisas y, en
este caso, la respuesta estd lejos de ser evidente. Asi mismo, si consideramos una
curva tipica como un alambre sin friccién en un plano vertical, entonces otro
problema sera encontrar cual es la forma de la curva que hace que el descenso de
una particula de Py a P; bajo la accién de la gravedad sea més rapido (problema

de la braquistocrona de J. Bernouilli).

Otras cuestiones que podemos plantearnos son la determinacién de la
curva més corta que une dos puntos de una superficie en R? sin salirse de la
superficie (mds en general, hallar las geodésicas de una variedad), la posicién
de un hilo libremente suspendido por sus extremos (catenaria), la trayectoria
de la luz en un medio de indice variable, la forma que adquiere una membrana
elastica sujeta a una curva rigida cerrada y sometida a una presién de carga,
etc. Las respuestas intuitivas a estas preguntas son bastante raras y el Calculo
de Variaciones proporciona un método analitico para resolver problemas de este

tipo.

Volviendo al problema de la curva x = z(t) mas corta que une los puntos
Py = (to,x0) y P1 = (t1,21), es claro que lo que debemos encontrar es la funciéon

que minimiza la integral

J(z) = /: 1+ 2/ (t)? dt;

y, para hallar la curva que proporciona superficie de revolucién minima al girar

en torno al eje t, deberemos hacer lo mismo con

J(z) = /t1 2 (t)y/1 4 a'(t)? dt.

to

En general, el Célculo de Variaciones trata, en su caso mas sencillo, de

determinar cuando se hace méximo o minimo el funcional

J)= [ YR ), (1) dt

to

definido sobre todas las funciones z € C'([to, t1], R"), tales que z(ty) = o,

z(t;) = x; y siendo F una funcién real de clase C! dada.
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El problema anterior es en cierto sentido similar al del cédlculo de maximos
y minimos de funciones de una o varias variables numéricas que se estudia en
Anélisis II. Pero en este caso estamos tratando con funcionales en lugar de con
funciones. Un estudio completo de la teoria requiere amplios conocimientos de
Anélisis que escapan de los objetivos del presente curso. (Hay que tener en cuenta
ademas que con nuestro planteamiento ya hemos eliminado la posibilidad de
considerar curvas que sélo sean continuas.) Sin embargo, los métodos précticos
para hallar las soluciones a este tipo de problemas conducen siempre a una
ecuacion diferencial cuya resolucién es la clave del problema. Es por esto que
parece adecuado abordar este tema en un curso dedicado esencialmente a las

Ecuaciones Diferenciales.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que g = x; = 0. Asi,

consideraremos
E=A{z¢€ Cl([to,tﬂ,R”) | z(tg) = z(t;) = 0},

que, con la norma ||z| = sup{|z(¢)| + |2'(¢)| | t € [to,t1]}, es un espacio de
Banach. Si la funcion F' esta definida en un abierto €2 C R x R™ x R" entonces

el funcional J esta definido sobre el conjunto
U={x e E|(txz(t),2'(t) € QVt € [to, t1]},

que es un abierto de F.

El Calculo Diferencial sobre espacios de Banach es, en ciertos aspectos,
similar al Caélculo Diferencial en R", y los resultados que se obtienen son
andlogos. Asi se puede definir la diferencial del funcional J:U C £ — R
en una funcién = como la aplicacion lineal d.J(x) de E en R que satisface |.J(x +
h)—J(x)—dJ(x)(h)| = o(||h]|). Una condicién necesaria para que ¢ € U sea un
mdximo o minimo relativo de J es que dJ(yp) = 0. Una funcién ¢ que satisface
dJ(p) = 0 se denomina extremal. La busqueda de condiciones suficientes
puede abordarse como en el caso de funciones en abiertos n-dimensionales,
aunque presenta considerables complicaciones adicionales. También es dificil
la investigacion tedrica de maximos y minimos absolutos. En cualquier caso,
la mera determinacion de extremales es de suficiente interés especialmente en

algunos problemas fisicos o geométricos cuando la extremal es tnica. A lo largo

75



de esta exposicion, siempre que hablemos de maximos y minimos nos referiremos

a relativos.

No es dificil probar la equivalencia entre el hecho de que ¢ sea un extremal

de J y que satisfaga la ecuacion de Euler

Esta ecuacion es de importacia fundamental para nuestros propdsitos pues
proporciona el nexo de union entre el Calculo de Variaciones y las Ecuaciones

Diferenciales.

Si F es de clase C? y det(F,,/) # 0 en €, el teorema de la funcién implicita
demuestra que las extremales también son de clase C?. Ademés, esto permite
cambiar el orden de derivacion al utilizar derivadas parciales en la ecuacién de

Euler. Asi, obtenemos la expresion vectorial
th’+Fxx"x/+Fx’x"x/I:Fz

que, si denotamos x = (x1, g, ..., x,), también se puede escribir como

n n
/ ! .
th;+ZF$JI;€$k+ZFx;$;€xk:F$77 j:1,2,...7n.

k=1 k=1
Es decir, lo que aparece es un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo
orden con n funciones incégnitas x1(t), xo(t), ..., x,(t) y 2n condiciones frontera

z1(to) = ... =x,(to) =0 =21(t1) = ... = x,(t1).

En gran parte de los casos practicos que se abordan se tiene n = 1 y
por tanto la ecuacion de Euler ya no tiene significado vectorial. Por otra parte,
cuando F' no depende de t o de x obtenemos los siguientes casos particulares,

de expresion mucho mas sencilla:

1) Si F = F(a'), entonces la ecuacién de Euler se reduce simplemente a
2" =0, luego las soluciones son rectas.

2) Cuando F' = F(t,2'), la ecuacién de Euler queda % F,=F,=0,es
decir, F,, = cte., que es una ecuacién diferencial de primer orden.

3) Finalmente, si F' = F(x,2’), que ademés es el caso de la mayoria de

los ejemplos, es facil ver que la ecuaciéon de Euler equivale a F' — F,/ - 2’ = cte.,

de nuevo de primer orden.
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En cuanto a las condiciones suficientes, si ¢ es un extremal de J, se puede
construir su forma cuadratica Q,(t) andlogamente a como se hace en R". Si la
forma cuadratica resulta ser definida positiva entonces ¢ serd minimo vy, si es
definida negativa, maximo. En el caso del minimo, para n = 1 esto se traduce

en que

d
Fxx_inz’>O Fx/x’>07
di Y

ambas expresiones evaluadas en (¢, p(t), ¢'(t)), t € [to, 1] (para maximo, cambiar
ambos > por <). Sin embargo, estas condiciones no revisten gran utilidad
practica pues incluso en los casos mas sencillos son dificiles de comprobar.
Realmente, el método més usual para resolver los problemas que estamos
tratando es encontrar los extremales y decidir si son médximo o minimo basandose

en criterios fisicos o geométricos.

Otra cuestién que podemos plantearnos, y cuya resoluciéon aun no po-
demos abordar con lo que hemos visto, es encontrar, de entre todas las curvas
cerradas que tienen longitud dada, la que encierra area maxima. En este caso,
deberemos maximizar el funcional J(z) que da el drea pero exigiendo que un
nuevo funcional Ji (), el que proporciona la longitud, permanezca constante. Por
el ejemplo concreto que acabamos de citar, este tipo de problemas se denominan

problemas isoperimétricos.

Asi pues, supongamos que, ademas del funcional J, tenemos un nuevo

funcional

h) = [ Y G, 2(), (1)) dt

0
con G de clase C! y definida en el mismo conjunto que F'. Lo que nos planteamos
es estudiar los maximos y minimos de .J pero sometidos a la condicién J; (z) = K,

con K; € R constante fija.

El procedimiento a seguir es de nuevo similar al de los maximos y
minimos condicionados en R". En concreto, se puede aplicar el método de los
multiplicadores de Lagrange que asegura que si ¢ es maximo o minimo de J con la
condicién Ji(x) = K71,y ¢ no es extremal de J;, entonces ¢ es extremal de J—\J;
para algin A € R. Este resultado conduce directamente a la correspondiente
ecuacion de Euler para extremos condicionados

d

— (Fy — ) =F, — .
dt(z AGy) w— AGy
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Entre los problemas que hemos citado como ejemplo al principio del
capitulo y que se resuelven facilmente con este método estd el de encontrar
la forma que adopta un hilo que cuelga libremente de sus dos extremos bajo la
accion de la gravedad. Su solucion consiste en minimizar el funcional que da la

energia potencial sujeto a la condicion de que la longitud del hilo es fija.

Por dltimo, a partir del método de los multiplicadores se obtiene el
principio de reciprocidad, que asegura que si ¢ no es extremal de J ni de J;
y se tiene J(p) = K, Ji(¢) = K, entonces ¢ es extremal de J con la condicién

Ji(x) = Kj siy sdlo si ¢ es extremal de J; con la condicién J(z) = K.

Una aplicaciéon inmediata de este hecho es que el problema de hallar,
entre todas las curvas cerradas de longitud dada, la que tiene area méxima, es
equivalente a hallar, entre todas las que tienen area dada, la de longitud minima.

Légicamente, en ambos casos la respuesta es una circunferencia.
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METODO
DE ENSENANZA



En el sentido pedagdgico, método es el conjunto de procedimientos que
se emplean para instruir a los alumnos. Su actuacion sobre la inteligencia
del alumno debe ser constante y directa, potenciando al maximo posible su
rendimiento a través de la influencia que el profesor ejercera sobre su voluntad.

La ensenanza de una ciencia tiene dos objetivos generales:
1. Instruir a los alumnos en los elementos de la ciencia.

2. Desarrollar su inteligencia para que cuando terminen sus estudios sean
capaces de aprovechar el conjunto de conocimientos que ya poseen, adquirir

nuevos, y efectuar adelantos sobre lo que han aprendido.

Para el primero basta con que el profesor posea conocimientos cientificos,
pero para el segundo es necesario ademas exponer con claridad los principios en
que se basa la ciencia y la metddica coordinacion de resultados y consecuencias,
hacer compatible la claridad con la profundidad, la sencillez con la combinacién,
e iniciar a los alumnos en posibles nuevos caminos para su futuro. Y todo esto
hacerlo inspirando vivo entusiasmo, procurando siempre despertar la inteligencia
del que en esos momentos se estda formando. Hay que considerar lo que se ensena

mas como una semilla que como un fruto maduro que se da al alumno.

En el desarrollo e imparticion del programa habra que tener en cuenta

tanto las clases tedricas como las practicas, asi como las horas de tutoria.

Las clases tedricas constituiran el nicleo en que se apoyen las actividades
de los alumnos, fundamentalmente su estudio personal. En ellas se desarrollaran
las partes esenciales de los programas, mediante explicaciones que deberan ser
ordenadas, precisas, claras y rigurosas. Su preparacion debe ser efectuada en
detalle incluso por el profesor mas experimentado, evitando el desorden en la
exposicion y la discontinuidad del discurso. Tampoco hay que caer en el extremo
contrario y que los alumnos vean al profesor como alguien que les dicta unos
apuntes que se sabe de memoria. En nuestra opinién, es bueno que se vea que
el profesor estda en esos momentos pensando para desarrollar su explicacion.
Incluso se podria argumentar que las dudas momentaneas que surgen ante una
situacion concreta son estimulantes para los alumnos si ellos intentan colaborar

en su solucién.

Ha de cuidarse igualmente la presentacién, y seguir, en la medida de

lo posible, las normas ya clasicas del desarrollo de una conferencia: dedicar el
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comienzo y final de la exposicién a la presentacion y al resumen o compendio de
lo explicado, resaltando la relaciéon de lo tratado con otras disciplinas, asi como

utilizar, si bien moderadamente, el recurso a la anécdota.

Por otra parte, las Matematicas en si son fundamentalmente abstractas,
entendiendo la abstraccion como la consideracion de estructuras cada vez mas
generales de cuya comprension y desarrollo se obtienen aplicaciones diversas a
situaciones particulares. No podemos pues permitir que los alumnos se queden
Unicamente con casos concretos sino que deber tener una mayor vision de los
temas tratados. Para ayudarles a adquirir un verdadero poder de abstraccién
es aconsejable, y no del todo dificil, encontrar unas palabras que justifiquen la
necesidad de tal o cual teorema, e incluso a lo largo de su demostracién justificar
la imposiciéon de determinadas hipotesis, relacionar el teorema en cuestién con
otros ya estudiados y resaltar los pasos fundamentales y conceptuales de los

meramente operativos.

Deberan proponerse también algiin contraejemplo e intentar demostra-
ciones con hipdtesis menos fuertes, asi como destacar las limitaciones de cada
teoria y los problemas concretos que dentro de ella no se pueden resolver. Asi
mismo, muchas veces puede resultar 1til comentarles cuestiones relacionadas
con lo que se explica y que ain estan planteadas como problemas abiertos.
Esto puede ayudar a despertar en los alumnos tanto el interés como el sentido
de la critica, ddandoles a su vez una visiéon amplia de la materia asi como de
sus posibles mejoras y prolongaciones, haciéndoles comprender la belleza de las

generalizaciones.

Es claro que no podra sacar partido de la exposicién de una leccién quien
no sienta curiosidad o necesidad de que le expliquen aquello, y esta curiosidad
debe despertarla en todos los niveles el profesor. Aqui radica uno de los aspectos

mas importantes del acercamiento del profesor y el alumno.

Como complemento a las clases tedricas deberan impartirse las clases
practicas siempre en extrecha conexién con las tedricas. Mediante ejemplos y
ejercicios, se insistira en los conceptos fundamentales de la materia del curso
y se explicardn, siempre que se considere oportuno, cuestiones que conduzcan
de los resultados generales a las aplicaciones concretas. Ademas, consideramos

importante poner ejemplos en los que se vea la utilidad de las Ecuaciones
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Diferenciales para resolver problemas de otras ciencias como puede ser la Fisica.
Tal como ya hemos insistido a lo largo de la memoria, pensamos que esto ayuda
al alumno a interesarse y a comprender el porqué de lo que esta estudiando. Es
también 1til proponer a los estudiantes problemas para que sean resueltos fuera
de las horas de clase ya que esto, ademas de obligarles a pensar, les permite

comprobar los avances que van efectuando.

En cuanto al uso de referencias, es conveniente tener en cada tema del
que se trate uno o varios textos béasicos e ir dando la bibliografia adecuada al
alumno. Esta no deberda ser demasiado extensa pues corremos el riesgo de que,
incluso los que eventualmente puedan estar interesados en consultar libros o
ampliar conocimientos, se pierdan entre una marana de tomos entre los que no
saben por cual decidirse. Pero, desde luego, es importante ensenarle al alumno
a consultar libros y revistas, para que consiga descubrir lo esencial de estos y
a interesarse por las cuestiones que le sean propuestas y las que él mismo debe
plantearse. En este sentido no hay inconveniente en aconsejarles algiin articulo
de lectura sencilla como los suelen aparecen en The American Mathematical
Monthy o Mathematical Intelligencer. Muchos de ellos contienen ademas ideas

interesantes para el profesor en lo que respecta a sus explicaciones.

Por ltimo, al margen de las clases, disponemos de las horas de tutoria en
las que la relacién profesor—alumno aumenta. Este tiempo debe servir tanto para
prestar una ayuda adicional a los alumnos que lo necesiten como para desarrollar
las facultades de quienes por su nivel superior al medio o su interés especial en

la asignatura aspiren a un dominio mayor de ella.

Sin duda la labor menos grata de un profesor es la de juez de sus pro-
pios alumnos. Ningin método para calcular el grado de asimilacion por parte
de estos ha sido suficientemente perfeccionado. En general, un examen de tipo
convencional serd el medio mas adecuado, pero entonces su dificultad debe me-
dirse cuidadosamente variando desde temas o problemas sencillos que permitan
aprobar a los alumnos de nivel aceptable, a otros con pequenas dificultades que
delimiten los niveles sucesivamente mejores. Nosotros nos inclinamos por la rea-
lizacién a lo largo del curso de dos examenes parciales junto con otro dedicado
Unicamente a la resolucion de ecuaciones diferenciales mediante métodos clasicos.
Los alumnos que no lograsen aprobar la asignatura por parciales tendrian una

segunda oportunidad en un nuevo examen al final del curso.
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