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Seminario de problemas. Curso 2017-18. Soluciones de la hoja 9

Hallar todos los polinomios P(t¢) de una variable, que cumplen
P(z* —y*) = P(z +y)P(z — y) (1)
para todos los niimeros reales x e .

SOLUCION. Los polinomios que cumplen la ecuacién (1) son P(t) = 0, P(t) = 1 y para
cadan € N, P(t) =t

Haciendo x = y obtenemos
P(0) = P(2x)P(0).

De modo que si P(0) # 0 entonces P(t) = 1 para todo t. Supongamos que P(0) = 0.
Entonces existe un polinomio @) tal que

P(t) = tQ(1).

Es facil comprobar que @ también es solucién de (1). Repitiendo los razonamientos ante-
riores obtenemos que P es el polinomio nulo o existe n € N tal que P(t) = ¢" para todo
teR.

EJERCICIO. Sea N el conjunto de los niimeros naturales y f : N — N una funcion tal que
f(f(n)) +2f(n) =3n+4,

para todo n € N. Determinese f(2018).

SOLUCION. Empecemos probando con n = 1. En ese caso se tiene

SUM)+2f(Q) =T= f(f(1)) =7-2f(1).

Como los valores de la funcién f son naturales, debe ser que
7—2f(1) > 1, por lo que 1 < f(1) < 3. Analicemos los tres posible casos.

Caso 1. Si f(1) =1, entonces f(f(1)) = f(1) = 1, pero entonces
SUF(1) +2f(1) =3 # 7, por lo que f(1) # 1.
Caso 2. Nos queda comprobar el caso en que f(1) = 3. Entonces
FU) =7B)=7=2f1) =1= f(f(3)) = f(1) =13 -2f(3) = 11,

que es un absurdo.
Caso 3. Si f(1) = 2, entonces

FUF) = f(2)=7-2f(1) =3.
Anélogamente,
f(f(2)) = f3)=10-2f(2) = 4
Conjeturamos que f(n) = n+ 1y lo probamos por induccién. Como ya hemos visto

que f(1) = 2, falta comprobar el paso inductivo. Asi que suponemos que f(n) = n+1
y queremos ver que f(n + 1) = n + 2. Ahora bien

f(fn))=f(n+1)=3n+4—-2f(n)=3n+4—-2(n+1)=n+2
Por tanto f(n) =mn+ 1 para todo n € N.
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De modo que la tnica solucién posible es f(n) =n+ 1y f(2018) = 2019.

Hallar todas las funciones f : (0, 00) — R que satisfacen la ecuacién

AL A
f() f(y) + f(;)f(;) =2f(zy), (2)
para todo par de niimeros reales x e y positivos, siendo A un niimero real positivo tal que
FO) = 1.
SOLUCION. Se tiene que f(1) = 1, ya que si evaluamos en z = y = 1 la ecuacién (2) y
utilizamos que f(\) = 1, nos queda

AP +1=27(1) & (F(1)— 1) =0 & f(1) = 1.
Si hacemos y = 1 en (2), teniendo en cuenta que f(1) = f(\) = 1, obtenemos
Y= @), @

para todo z € (0,00). Sustituyendo la relacién anterior en (2), llegamos a que para todo
x,y en (0,00),

F)+ 1) = 24() = f(

f@) fly) = flzy). (4)
En particular,
fa?) = f(x)*.

2 recorre todos los niimeros en (0, 00), se sigue que f es una funcién positiva.

Como z
Eligiendo y = A/x en la ecuacién (4) y segin (3), obtenemos
f@)f(\z)=1= f(z)’ =1= f(z) =1, Yz € (0,00).

En la dltima implicacién hemos utilizado que f es positiva. De modo que toda solucion
de la ecuacién (2) es constante e igual a 1 en (0,00). Con una comprobacién inmediata
se observa que dicha funcién es solucién de (2).

Hallar todas las funciones f : Z — Z tales que
fle—=fy) = f(fx) = fly) - 1. (5)

SOLUCION. Las soluciones son las funciones fi(z) = —1y fo(z) = 2 + 1.

Es facil comprobar que dichas funciones son soluciones de (5). Veamos que son las tinicas.
Consideremos y = f(z) en la ecuacién (5), entonces

[l = f(f(z))) = -1, (6)

Eso significa que —1 es un punto de la imagen de f. Sea y tal que f(y) = —1. Evaluando
(5) en ese valor, nos queda

fle+1) = f(f(z) & f(z) = [(f(x - 1)) (7)

Utilizando estds relaciones en las ecuaciones (5) y (6), nos queda

flx—=flz+1)=-1% fx -1~ f(z)) = —1,
flx—f(y)=flx+1) - fly) — 1.
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Haciendo y = x en esta ultima ecuacién y utilizando nuevamente (7), llegamos a

fle+1) = flz) = flo = f(2)) + 1= f(f(z - f(z) 1)) + 1 = f(-1) + 1.

De modo que

flx+1)— f(z)=A, VzreZ,

con A = f(—1)+ 1. Por induccién matematica en z, nos queda que
f(z) = Az + B,
donde B = f(0). Sustituyendo en (5) la expresién anterior para f obtenemos
Al — (Ay+B))+ B = Az — f(y)) + B
=Af(x)+B—-(Ay+ B)—-1=A(Az+ B) — Ay — 1
o Ar — Ay — AB+ B =A% — Ay+ AB — 1

Evaluando en x = 0 6 y = 0, nos queda el sistema

A=A? —AB+B=AB—1.
Por tanto, las unicas soluciones son las funciones f; y fo dadas méas arriba, que corres-
pondena A=B=1yA=0, B=-1.
Demostrar que no existe ninguna funcién f : N — N que cumple

f(f(n)) =n+1. (8)

SOLUCION. Asumimos que existe una funcién que cumple las condiciones del problema
para llegar a una contradiccién. Sea a := f(1) € N. Veamos que para todo n € N se tiene

f(n)=a+n-—1. (9)

Tomamos n = 1 en la ecuacién (8),

Por tanto,

f2)=f(f(a)) =a+1.
De ese modo comprobamos que la ecuacién (9) se cumple cuando n = 2 y, como f(1) = a,
también se cumple cuando n = 1. Veamos que si se cumple para n = k € N, entonces
también se cumple para n = k 4+ 1. Asi, supongamos que

f(k)=a+k—-1
De donde, por (8),
k1= f(F(0) = flat k- 1), (10)
De aqui y (8) se obtiene
flk+1)=f(fla+k—-1))=a+k
Por el principio de induccién, la igualdad (9) es cierta para todo n € N.

Veamos que las igualdades (9) y (10) nos llevan a una contradiccién. En efecto, de ellas
deducimos que

k+1=fla+k—-1)=a+(a+k—-1)—1=2a+k—-2< f(0)=a=23/2,

que es imposible. |
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OTRA SOLUCION DE JOSE LUIS ARREGUI.

(1) Una tal f es inyectiva: si f(n) = f(m) entonces (aplicando f en ambos términos)
n+1=m+1, luego n =m.

(2) Ademas, f(n) es distinto de n para todo n (de lo contrario, para algun n resultaria
que f(f(n)), que es n+ 1, seria f(n), o sea n, contradiccién).

(3) En particular f(1) no es 1; pongamos que f(1) = k+1. O sea, f(1) = f(f(k)). Como
f es inyectiva concluimos que 1 = f(k).

(4) Y sabemos que k no es 1, pongamos k = j + 1, con lo que k es igual a f(f(j)) y
1= f(k) = F(F(F())) = £(3) + 1, contradiccion.

Alternativamente después de (3) razonamos asi: la condicién dice que todo nimero mayor
o igual a 2 estd en la imagen de f, y por (3) vemos que también lo estd 1, luego f es
suprayectiva. Como ya tenfamos que es inyectiva resulta que es biyectiva, pero entonces
también lo seria f compuesto con f, contradiccién porque la condicién dice que esta
funciéon nunca toma el valor 1.

Hallar todas las funciones f : N x N — N que para todo (z,y) € N x N verifican las
condiciones siguientes:

fle,x) =z, flz.y)=fly.2), (z+y)f(z,y) =yflz,z+y). (11)
SOLUCION. La tinica funcién f que satisface las condiciones del problema es

f(z,y) = [z,y],

donde [z, y] representa el minimo comun multiplo de x,y.

Observar que si = da, y = db, con a,b primos relativos (a,b) = 1, entonces

[z, y] = dab.

Se comprueba facilmente que f(z,y) = [z, y] satisface las condiciones del problema.

También se comprueba trivialmente que f(1,n) = f(n,1) = n para todo n € N; en efecto,

f(171> =1,

y si para cierto k > 1,
f(Lk) =k,
eligiendo x = 1, y = k, en (11), nos queda

(k+1)f(LEk)=kf(Lk+1) e k+1=f(1,k+1).

Observemos ahora que si f es una solucion del problema y
f(z,y) = [z,y], entonces también f(z,z +y) = [z,z + y]. (12)
Si x = da, y = db con (a,b) = 1, entonces sustituyendo en (11), nos queda

(da + db) f(da, db) = dbf(da,da + db) < f(z,z+y) = f(da,da + db)
=da(a+0b) =[x,z + y].
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Probemos que la tinica solucién del problema es f(z,y) = [z, y]. Lo haremos por induccién
en n, donde max{z,y} < n. Es trivial que la afirmacién es cierta para n = 1. Supongamos
que es cierta para todo (z,y), con méx{z,y} < k. Veamos que es cierta todo méx{a, b} <
k + 1. Entonces basta considerar el caso a = k+ 1 e b < k. Segin (12), con z = b < k,
y=a—b=k+1—b<k, nos queda

f(b,k+1)= f(b,a) = f(bb+a—0b) =1[bk+1].
Determinar todas las funciones f : R — R que cumplen

@) fy) + fl@+y) = flay). (13)

SOLUCION. Las soluciones son f(z) =0y f(z) = £(z — 1).

Evaluando en y = 0, nos queda

FOFQ)f(x)) + f(z) = f(0). (14)
Si f(0) =0, f(xz) =0 para todas = € R.
Supongamos que f(0) # 0. Evaluando en y = —*5 (observar que x +y = wy si y solo si
y = =%5), con & # 1, nos queda
F(F@) (=) =0.

De donde se concluye que no existe x # 1 tal que f(x) = 0, porque si tal valor de x
existiese, la funcién se tendria que anular en 0. Ademads, f(1) = 0, porque la funcién se
anula en algiin punto, precisamente en los puntos de las forma f(z)f(-%7). Por tanto,

flz)=02=1, (15)

T

Fla)

Haciendo x = 0 en la ecuacién anterior, nos queda

)=1, Vz#l.

f(0)> =1« f(0)==£1.

Suponemos en lo que sigue que f(0) = 1. Las cuentas y los razonamientos son similares
cuando f(0) = —1. La ecuacién (14) queda

f(f(x)+ fx)=1, VzxeR (16)
Evaluando en y = 1 obtenemos
1+ f(z+1) = f(z).
De esta igualdad y por el principio de induccién se obtiene
n+ f(x+n)=f(z), VYneZ (17)
Tomando = = 1, en particular, tenemos que
f(n)=1—n, VneZ.

=4



Y, por (15), estos son los tnicos valores donde f toma cada uno de esos valores enteros.
Utilicemos esto para probar que f es inyectiva. Supongamos que

fla) = f(b).

Atendiendo a (17), podemos considerar que a es suficientemente grande y, por tanto,
existen z,y tales que
r+y=a, zy=0—1

Observar que para que tales valores x,y existan debe cumplirse que la ecuacion siguiente
tenga solucion x real

r+b-1)/r=ass’—ar+b—1=0,

de modo que
a® > 4(b—1).

Esta condicién se puede asumir porque, segin (17),
n+ fla+n)=fla)=f(b) =n+ fb+n), (a+n)* >
Evaluando en (13) dichos valores de = e y y utilizando (16
S

4(b+n — 1) para n grande.
)?
@) )+ fla) = fFb—1) = f(b) +1,

tenemos

que nos lleva a

f(fe)fly)=1< fla)fly) =0ax=16y=1=a=0.

Por tanto, f es inyectiva.

Evaluado en y = 1 — z la ecuacién (13), obtenemos
S () f(1 =) = flz(l - 2)),
que por la inyectividad de f, es equivalente a
fo)fl—2z)=2(1l—-2), VreR

Sustituyendo x por f(x) y haciendo uso de (16), tenemos

FU@)NFA = flx) = f(@)A = f(x) = 1= flx)fQ = flz) = f@)1 = f(z))
= f(L = f(2)) = f().
Por tanto, por la inyectidad de f,
l-—flzx)=z< f(x)=1—u.
Si consideramos que f(0) = —1, se procede de igual forma y se obtiene que la solucién es
flz)=2—1.

OTRAS IDEAS PARA LA SOLUCION DE JOSE LUIS ARREGUI. Una vez probado que f es
inyectiva, una forma alternativa de concluir que f(z) =1 — x para todo x es como sigue:

Sabemos que f(f(z)) = 1 — f(x) para todo x, asi que es cierto que f(x) = 1 — z para
cualquier x en la imagen f(R). Es decir, para z en la imagen resulta que z = 1 — f(z) =
f(f(z)). Por tanto, para cualquier z podemos asegurar que f(x) = f(f(f(z)));y, por ser
f inyectiva, que x = f(f(x)), con lo que x =1 — f(x) y en efecto f(z) =1 — x.



