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Seminario de problemas Curso 2023-24. Hoja 8

Los problemas de esta hoja se resuelven aplicando el principio de induccién matemaética.

Prueba que la ecuacién x? + y? = 2™ tiene soluciones enteras positivas (z,y, z) para todo
valor den =1,2,3,....

Solucion

Es evidente que si n = 1 o n = 2 existe solucion. Por ejemplo, para n = 1 una solucion es
(1,1,2) y, para n = 2, es solucién cualquier terna pitagérica, como (3,4, 5). Supongamos
ahora que conocemos una solucién (z,y,z) para n = k. Entonces, (zz,zy,z) es una
solucién para n = k + 2. En efecto,

(Zl’)2 + (zy)2 — 22(I2 +y2> — ZQZk — Zk+2.

Por el principio de induccién, como hay solucion para n = 1 y n = 2 y si la hay para
n = k también la hay para n = k + 2, hay solucién para todo n > 1.

Pruebaque 1-114+2-214+3-3!+---4+n-nl=(Mn+1)! - 1.

Solucion

Veamos que la férmula es cierta para n = 1. En este caso, el miembro de la izquierda se
deruce a 1-1!' =1y el de la derecha a (1 +1)! — 1 =1, lo que nos dice que la férmula es
cierta para n = 1.

Supongamos que la féormula es cierta para n = k, es decir, asumimos que
-1 4+2-2043-3!4+---+k-kKl=(k+1)! -1
Queremos ver que, entonces, la férmula también es cierta para n = k + 1, es decir
- +2-2143-3!+---+k- K+ (k+1)-(k+ D)= (k+2)! - 1.

Ahora bien, por la suposicién que hemos hecho

g-1!+2-2!+3V-3!+---+k-k1+(k+1)-(k+1)!:(k+1)!—1+(k+1)-(k:+1)!.
Sacando factor comin a (k + 1)! en la expresién anterior, tenemos que
k+1)! =1+ Fk+1D) -+ =Fk+2)(k+1)!=-1=(k+2)! -1
Por tanto, por el principio de induccién, la férmula es cierta para todo n > 1.

Demuestra que 1+ 1/v/2+1/v/3 4 -+ 1/y/n < 2¢/n.

Solucion

Es evidente que la desigualdad se cumple para n = 1, ya que 1 < 2¢/1. Supongamos que
la desigualdad es cierta para n = k, es decir,

11
I+ —=+— -+

1
\/5 \/g +ﬁ§2\/g.
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Si probamos que, entonces, la desigualdad también se cumple para n = k + 1, habremos
probado que se cumple para todo n > 1. Ahora bien, por la hipotesis de induccion,

1 1 1 1

l+—+—=++—+ <2Vk+

1
V2 V3 VE  VE+1 VE+1

Si probamos que

1
Wk + <2k + 1,
VE+1~

habremos completado la prueba. Multiplicando por vk + 1, resulta

1
2\/E+\/k_+1§2\/k+1 — W FE+1<2%+2 «— W +E<2%+1.

Elevando al cuadrado, esto es equivalente a 0 < 1, que claramente es cierto. Por tanto,
concluimos que la desigualdad se cumple para todo n > 1.

Demuestra que 1+ 1/v/2+ 1/v/3+ -+ +1/v/2n > /n.

Solucion

Empezamos viendo que la desigualdad se cumple para n = 1. En efecto, es inmediato ve
que

1
1+ —>vV1=1.
V2

Suponemos, ahora, que la desigualdad se cumple para n = k, es decir
1 1 1
I+ —+—=++—=>VEk,
V2 V3 V2k
y queremos ver que, entonces, también es cierta para n = k + 1. Haciendo uso de la
hiopesis de induccién,
1 1 1 1 1 1 1

I+ —+—F—=+ -+ + - >V + - .
V2 V3 Vok  V2k+1 0 \2(k+1) V2k+1  \/2(k+1)

Por otra parte,

1 1 2
\/E+\/2k+1+ V2(k +1) > VE+ 2k +1)

Si vemos que

2
VEk+ ——— >V +1,
2k +1)

habremos probado el paso inductivo y, por tanto, que la desigualdad es cierta para todo
n > 1. Ahora bien,

2

Vit———— > VE+1 <= 2k(k+1)+2> V2(k+1) < /2k(k+1) > V2(k+1)-2.

2(k + 1)
Elevando al cuadrado
2k + 2k > 2k* + 4k — 42k + 6 — 4V2 = 6—4V2+ (2 - 4V2)k < 0.

Pero esta desigualdad es cierta para todo k > 1. Por tanto, la desigualdad inicial es cierta
para todo n > 1.
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Demuestra que 2! 4!---(2n)! > ((n + 1))

Solucion

Para n = 1 la desigualdad es cierta, ya que 2! > (2!)!. Supongamos que la desigualdad es
cierta para n = k y veamos que, entonces, también lo es paran =k + 1.

21 41 (2k)1(2k +2)! > ((k + 1D)DF(2k + 2)1,
donde hemos aplicado la hipdtesis inductiva. A continuacién probaremos que
(k+ 1Dk +2)! > ((k+2)D) " = ((k 4+ 2)(k + DY = (k 4+ 2)F ((k 4+ 1)D)FH,
Cancelando las potencias de (k + 1)!, la desigualdad anterior es equivalente a

(2k + 2)!

2k +2)! > (k+2)"" (k+1)! D

Desarrollando el factorial del numerador y simplificando, resulta

2k+2)-2k+1)---(k+3)-(k+2)
(k4 2)k+1

> 1.

Como cada uno de los k& + 1 factores del numerador es mayor o igual que k + 2, la
desigualdad es claramente cierta y hemos concluido.

Demuestra que, para todo 0 < x < 7, se verifica |sennz| < nsenz, cualquiera que sea
n € N.

Solucion

Teniendo en cuenta que senx > 0 para 0 < z < 7, la desigualdad es claramente cierta
para n = 1, ya que |senz| = senz. Asumiendo que la desigualdad es cierta para n = k,
veamos que también lo es para n = k + 1. Para ello, usamos la férmula del seno de la
suma

sen(k + 1)x = sen kx cos x + cos kz sen .

Tomando valores absolutos y, aplicando la desigualdad triangular,
|sen(k + 1)z| < |sen kz|| cos x| + | cos kz||sen z|.
Aplicando la hipdtesis de induccion (|sen kx| < ksenz) y que [cosf| < 1 (0 € R), resulta
|sen(k + 1)z| < |senkx|| cosx| + | coskz||senx| < ksenkx +senz = (k + 1)senx.

Por el principio de induccion, la desigualdad queda probada para todo n € N.
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Prueba que, para todo ntimero natural n > 4, se verifican las siguientes desigualdades:

2" > 2n + 1; 2" > n?.

Solucion

En realidad, basta con probar la segunda desigualdad, ya que n? > 2n + 1 para todo
n > 4. Esto es facil de comprobar, pues

n?>m+1 &= n*-2n—-1>0 < (n—-1>%*-2>0.

Ahora bien, para n = 5, la desigualdad se cumple, ya que 2° > 52. Suponiendo que se
cumple para n = k, demostraremos que se cumple para n = k+1, es decir 281 > (k+1)2
Como hemos supuesto 2¥ > k2, resulta

F = 2. 98 S 2k > (k4 1) <= 2k* —(k+1)*>0.
Esta tdltima desigualdad es equivalente a
P —2k—1=(k—1)>-2>0

que ya hemos visto que es cierta para cualquier k > 4. Asi, por el principio de induccion,
las dos desigualdades se cumplen si n > 4.

Prueba que, para todo nimero entero n > 0, 11"+2 4 1227*1 ¢5 divisible por 133.

Solucion

Cuando n = 0, 112 4+ 12 = 133, es multiplo de 133. Supongamos que 1152 4 122k+1 ¢g
divisible por 133 y veamos que el siguiente nimero de esta forma también lo es.

11k+3 4 122k+3 =11 - 11k+2 4 122 . 122k+1 -11 (11/€+2 4 122k+1) 4 (122 _ 11)122k+1.

El primer sumando, 11¥t2 + 12%+! es multiplo de 133, por hipétesis de induccién y el
segundo sumando también es multiplo de 133, ya que 122 — 11 = 133. Como la suma de
miltiplos de 133 también es mitiplo de 133, resulta que 11%+3 +122*+3 o5 muiltiplo de 133.
Asi, por el principio de induccién, 11"+2 + 122" es divisible por 133 para todo n > 0.

Tambbién puede resolverse este problema mediante congruencias médulo 133. En efecto,
1172 4122 = 117 - 11" 4+ 12 - (12%)".
Teniendo en cuenta que 122 = 144 = 11 méd 133, resulta

117 11"+ 12+ (12%)" =121 - 11"+ 12- 11" = 133- 11" =0 mdd 133.

Prueba que n?/2 +n3/3 + n?/2 — n/3 es un entero positivo para todo n > 1.

Solucion

Para n =1 la expresién dada es igual a

1 1

1
57373
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que es un entero positivo. Supongamos que para n = k la expresién es también un entero
positivo, es decir k*/2 + k3/3 + k?/2 — k/3 es un entero positivo. Para n = k + 1, la
expresion tiene la forma

(k+1)* (k+1)3+(k+1)2_k+1.

2 * 3 2 3

Desarrollando los binomios, se tiene

E* 4+ 4k +6k2+4k+1 k2 +3k*2+3k+1 K2+2k+1 k+1
+ + — =
2 3 2 3
B (k% k2 k

1 1 1 1
e )+ 2P 43P 2k) + (AR kAt (- — = .
St 3T 3)+( + 3K+ 2k) + (K + k) + +(2+3+2 3)

El primer sumando es un entero positivo por hipétesis de induccion y el resto, también
son enteros positivos, por lo que toda la expresion es un entero positivo. De este modo
concluimos, por el principio de induccién, que n*/2 + n3/3 + n?/2 — n/3 es un entero
positivo para todo n > 1.

Procediendo de otra forma, reduciendo a comin denominador, se obtiene

nt nd N n (3n*+2n*+3n—2)n

2+3+2 3 6

Ahora bien, es eviente que 3n® + 2n% + 3n — 2 es par, cualquiera que sea n, y también
mutiplo de 3 (basta considerar la expresion médulo 3). Por tanto, es multiplo de 6 y el
cociente es un nimero entero y ademas positivo.

Prueba que, para cada n € N, existe un nimero de n digitos que es divisible por 5" y su
expresion decimal contiene sélo los digitos 5, 6, 7, 8 y 9.

Solucion

Si empezamos por los nimeros de 1, 2 y 3 cifras, vemos que son multiplos de 5, 25 y 125,
respectivamente, los niimeros

5, 75, 875.

A priori, no parece haber un patrén en ellos, pero no es asi, ya que 75 se ha formado
anadiendo un 7 delante del 5 y 875 anadiendo un 8 delante del 75. Asi, pues, conjeturamos
que, dado un nimero ay, de k cifras que es multiplo de 5%, podemos construir otro, miltiplo
de 5!, anadiendo delante del mismo uno de los digitos 5, 6, 7, 8, 9. Si este nuevo nimero
es a1, entonces, segin la construccién que hemos propuesto,

ap1 = ar +pl0¥,  p=5,6,7,8,9.
Puesto que, por hipétesis, a; es miltiplo de 5*, existe ¢ € N tal que a;, = ¢-5*. Por tanto,
ag1 = 5"(q+p-2°).

Ahora, basta elegir p adecuadamente para que g + p - 2¥ sea multiplo de 5 o, lo que es lo
mismo, ¢ +p-2¥ =0 méd 5. Esto puede hacerse siempre, ya que 2 v 5 son primos entre
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si y, entonces, 2* tiene inverso médulo 5, es decir, existe by tal que 2¥b, = 1 mdd 5. De
este modo,
g+p-2"=0 méd5 = ¢bp+p=0 mébd 5.

Como 5,6,7,8,9=0,1,2,3,4 mdd 5, podemos asegurar que la ecuacion anterior siempre
tiene solucién. Asi, hemos probado que siempre podemos encontrar un numero de n cifras
que es divisible por 5™ y su expresion decimal contiene sélo los digitos 5, 6, 7, 8 y 9.

Sea Q el conjunto de los nimeros racionales. Encuentra todas las funciones f : Q — Q
que verifican

1. f(1)=2.
2. f(zy) = f(2)f(y) — f(x+y) + 1, para todo z,y € Q.

Solucion

Tomemos y = 1, entonces,
fla)=2f(@) = fle+1)+1= fla+1)=flz)+1,

cualqueira que sea x € Q. De aqui se deduce, por un lado que, dado que f(1) =
f(n) =n+1 para n € Z. Por otra parte, aplicando reiteradamente f(z + 1) = f(z) +
resulta

27
17
fla+k)=f(z)+k 2€Q, keZ

A partir de aqui, veamos que f(x) = x + 1 para todo = € Q. Para ello, sea © = p/q una
fraccion irreducible con ¢ > 0 y hagamos y = ¢. Entonces,

fp)=fw/9)f(q@) — flp/a+q) + 1.

Como p,q € Z, f(p) = p+1, f(q) = ¢+ L. Por otra parte, f(p/q +q) = p/q + q. Por
tanto,

p+1=(q+1)f(p/a) — fp/a) —a+1 = af(p/e) =p+aq = f(p/9) =p/a+1.
Es decir, f(z) =« + 1 para todo = € Q.
Prueba que, para todo angulo 6 y para todo niimero entero n > 0, se verifica la igualdad

on+lp
c08 00820 cosdf - - cos 2" = oo
2ntlsend

Solucion

La igualdad es cierta para n = 0. En efecto, haciendo uso de la férmula del seno del angulo
doble,

sen 20 B 2sendcosd
2senf  2send

Supongamos que es cierta para n = k y veamos que es cierta paran =k + 1.

= cosf.

2k+10
cos 0 cos 20 cos 46 - - - cos 276 cos 2F710 = ven cos 28119,

~- 2k+1 gen 6




Multiplicando y dividiendo por 2, resulta

2 sen 2810 cos 2814 _ sen 2k+2¢9
2k+2 gen 0 - 2k+2gen g’

y la igualdad es cierta para n = k 4 1. Por el principio de induccién, la igualdad es cierta
para todo n > 0.



