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Seminario de problemas Curso 2022-23. Hoja 8

., Cuantos numeros hay entre 1 y 300 que no sean multiplos ni de 2, ni de 3, ni de 57
Solucion.

Para calcular esto primero vamos a calcular cuantos de esos nimeros son multiplos de
alguno de los niimero 2,3 o 5 aplicando el principio de inclusién y exclusion, y entonces
los nimeros que nos interesan seran los que no hemos contado. Para aplicar el principio

Figura 1: Principio de inclusién-exclusién

de inclusion y exclusion primero sumamos todos los multiplos de 2, los de 3 y los de 5,
pero de esta forma hemos contado dos veces los miltiplos de 6, los multiplos de 10 y los
multiplos de 15, por lo tanto se los quitamos al total calculado, pero ahora, en el primer
conteo habiamos contado 3 veces los multiplos de 30 pero al hacer la resta también los
hemos quitado 3 veces, por lo tanto los tenemos que volver a anadir. Por lo tanto el total
de multiplo de 2,3 o 5 sera

Mult. de 2+Mult. de 3+Mult. de 5—Mult. de 6—-Mult. de 10—Mult. de 15+Mult. de 30.

Calculemos ahora estos valores. La mitad de los nimeros son multiplos de 2, ese decir
300/2 = 150, un tercio de ellos lo son de 3, es decir, 300/3 = 100,. ... Continuando asf el
resultado sera

300 300 300 300 300 300 @300
5 + 3 + 5 5 0 15+30 50 4+ 100 4+ 60 — 50 — 30 — 20 + 10 0
Entonces, la cantidad de nimeros que NO son multiplos ni de 2, ni de 3 ni de 5, es

300 — 220 = 80.

Elegimos dos nimeros al azar (se permite repeticién) del conjunto {1,2,..., N}. Demos-
trar que la probabilidad de que la suma sea par es mayor o igual que la probabilidad de
que la suma sea impar.

Solucion.

Recordemos que la suma de dos niimeros es par solo cuando ambos niimeros son pares o
impares a la vez, y es impar si un nimero es par y el otro impar. Vamos a considerar dos
casos.



= N es un nimero par, es decir N = 2k, entonces hay k ntimeros impares y k niimeros
pares. Para calcular la probabilidad de que la suma sea par calculamos la probabilidad
de que ambos niimeros sean pares y le sumamos la probabilidad de que ambos sean
impares, resultando

k k E k1

%2k WU 2
Calculamos ahora la probabilidad de que la suma sea impar, para ello calculamos
la probabilidad de que el primer ntimero sea par y el segundo impar y le sumamos
la probabilidad de que el primer nimero sea impar y el segundo par, en este caso
coincide con la probabilidad anterior

k k E k1

%ok 2k2k 2
Por lo tanto P(Suma par) = 1/2 = P(Suma impar).
= Si N es un nimero impar, digamos N = 2k + 1, con k£ > 0. En este caso tendremos
k ntmeros pares y k 4+ 1 impares. Calculamos las probabilidad de que la suma sea
par como en el apartado anterior
k k E+1 k+1 1

(Suma par) = o o1 Tk i2k 1 @R TR

Y de forma similar calculamos la probabilidad de que la suma sea impar

P(Suma impar) — —F_ KL Bl k1
PO 12k +1 2kt 12k+1  (2k+1)?

2(k +1).

Para concluir el ejercicio solo tenemos que ver que k% + (k + 1)? > 2k(k + 1), pero
esto no es mas que una aplicacién de la desigualdad z? + y? > 2xy para cualquiera
x,y € R. Para ver porque esta desigualdad es cierta basta con considerar la identidad
notable (z — y)? = 2% + y* — 22y ya que

(x—9)?2?>0= 2> +1y% — 22y > 0= 2%+ ¢y > 2ay.

59. Di cudles son todas las parejas de nimeros de la forma 2"3™ n,m > 0 y valores enteros,
cuya diferencia sea 1. Por ejemplo (1,2) y (2,3) son parejas de esa forma.

Solucion.

Lo primero que conviene notar es que si z e y son niumeros distintos de la forma 2"3™
y los dos son miiltiplos de 2, entonces su diferencia serd un multiplo de 2 mayor o igual
que 2 y si los dos son multiplos de 3, su diferencia sera un miltiplo de 3 mayor o igual a
3. Por lo tanto a partir de aqui asumimos que un nimero es una potencia de 2, es decir,
x = 2", y el otro una potencia de 3, es decir, y = 3™.

Es facil hacer este ejercicio si trabajamos médulo 8. Asi tendremos que

1 (méd 8) sin=0,
on — 2 (méd 8) sin =1, am — { 1 (mod 8) sim par,
T ] 4 (méd8) sin=2, | 3 (mdd 8) sim impar.
0 (méd 8) sin > 3.

Distingamos ahora 3 casos.
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1. Siy=3" < x = 2", entonces como queremos que z — y = 1, esta igualdad también
debe ser cierta en médulo 8. Como y = 3™ solo puede ser 1 0 3 mdédulo 8, necesitamos
que z sea 2 0 4 médulo 8. Tenemos que x = 2" = 2 (mdd 8) solo se cumple cuando
r = 2,y en este caso tenemos que y = x — 1 = 1, obtenemos asi el par (1,2). Para
el otro caso tenemos que x = 2" = 4 (méd 8) cuando n = 2 obtenemos z = 4 e
y = x — 1 = 3, obteniendo un segundo par (3,4).

2. Siy>xyademds y =3 (mdd 8), en este caso necesitaremos que z = 2 (mdéd 8), y
esto solo ocurre cuando x = 2, entonces tendremos que y = x + 1 = 3. Este par es
(2,3).

3. Siy >z yademds y = 1 (méd 8). En este caso solo sabemos que la potencia de
y = 3™ debe ser par, es decir m = 2k, y que para z = 2" tiene que ser n > 3. Haciendo
algunas pruebas es facil ver que (8,9) es un par, veamos que no hay ninguno mas.
Para ello, como m = 2k y teniendo en cuanta que x = y — 1, tenemos que

r=3"—1=3%=(1-35(1+3".

Como z es una potencia de 2, también lo son sus factores, por lo tanto 1 —3% y 14 3*
son potencias de 2 que solo difieren en 2, la inica opcién posible es que sean 2 y 4,
esto nos dice que la tinica opcién parax esxz = 2-4 =8,y porlotantoy =z+1=9.

Podemos concluir este ejercicio diciendo que los tinicos pares como los que pide el enun-
ciado que existen son

(3°,2h) = (1,2), (24,34 = (2,3), (3',2%) = (3,4) y (2%,3?) = (8,9).

Sabemos que es posible cubrir un tablero de ajedrez con 32
fichas de domino de modo que cada ficha cubra dos casillas.
. Es posible hacer lo mismo con un tablero de ajedrez al cual le
hemos quitado las dos esquinas negras?

Solucion.
La clave de este problema es darse cuenta que cada ficha de dominé debe tapar una casilla
blanca y una negra. Si quitamos las dos esquinas negras del tablero, nos quedamos solo
con 62 casillas, para cubrirlo necesitaremos 31 fichas y por lo tanto el tablero deberia
tener 31 casillas blancas y otras 31 negras, pero al quitar solo las negras no quedan 32
blancas y 30 negras, lo que hace que sea imposible cubrirlo.

Sean « y (3 las soluciones de la ecuacién cuadratica
(x=2)(z=3)+(z—-3)(z+ 1)+ (x+1)(z—2)=0.

Calcula
1 1 1
@ D)B+D)  @-2(B-2  (@-3)(B-3)

Solucion.
Para una primera solucion podemos empezar desarrollando el polinomio, el resultado es

322 —8xr +1=0.
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Lo transformamos en un polinomio ménico para aplicar las identidades de Cardano-Vieta.
Es decir, consideramos el polinomio
x¢——x+ =
3 8’
que tiene las mismas raices que las soluciones de la ecuacién original. Las identidades de
Cardano-Vieta nos dan las igualdades

1 8
aff = 3 @ + 8= 3
Ahora bien, los denominadores de la expresion a evaluar son todos de la forma
s 1 8n 9
(a+n)(B+n)=aB+n(a+8)+n’= s3T5t

por las identidades de Cardano-Vieta. Ahora solo tenemos que calcular estas expresiones
para n = 1, —2, —3 y sustituir para obtener el resultado.

1 8 1 16 1 24
(a+1)(B+1) = S45+1 =4, (a=2)(-2) = -+ = -1, (a=3)(F—3) = -+ =
Ahora podemos sustituir en la expresion del enunciado y concluir que
1 1 1 1 3
@t DG+D) @22 -HE-5 4 1"

Hay otra forma de evaluar estas expresiones sin recurrir a las identidades de Cardano-
Vieta, para ello hay que tener en cuenta que como « y [ son las raices del polinomio de
segundo grado, entonces

p(z) = (z—=2)(x+3)+(z=3)(x+ 1)+ (z+1)(z—2) =3(z—a)(z— ) = 3(a—2z)(8—2x),
de esta forma sabemos que (o — x)(8 — x) = p(x)/3, entonces para calcular la expresién
del enunciado podemos hacer

1 1 1 3 3 3 3 3 3

@ DB+ @-2(F-2 @-3(F-3) »-1) p@ pE 12731 "

Determinar el valor exacto de la siguiente suma

1 1 1 1
1237234345 " 2020 20212022
Solucion.
Observemos que cada uno de los términos de la suma es de la forma

1
n(n+1)(n+2)

,n=1,23,...,2000.
Vamos a expresar este cociente como suma de tres fracciones por el procedimiento del
calculo de fracciones simples

1 A B N C (A+B+C)n*+ (3A+2B+3)n+2A

nn+1)(n+2 n n+l n+2 n(n+1)(n+2)
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De aqui resultan las siguientes tres ecuaciones
A+B+C=0, 3A+2B+4+C=0, 24=1.

Resolviendo el sistema resulta A =1/2, B = —1,C = 1/2, de modo que nuestra fraccién
general la podemos expresar como

1 11111 112 1
nn+1(n+2) 2n n+l1 2n+2 2\n 1 n+ 2

1/1 1
2\n n—i—l 2 n+2

Asi nuestra suma original serd igual a la siguiente suma telescopica

1 1 1
3.4 73457 T 202020212022

3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(I‘é)*(rg)*(g—z)*“+<m—m)+(m—m))
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(<§—§)+<§—1>+<1—5>+ +(M‘M)+(M_m>)

1 ) 1 1 1 11 1 ~12021-1011—1
2 2021 2 2022 S 2\2 2021-2022) 2 2021 -2022

1 2043230 2:5-7-17%-101  5-7-172-101 1021615
T 292021-2022 22.3-43-47-337  2.3.43-47-337 4086462

Otra identidad para el término general de la suma es

1 1 1 1
nn+1)(n+2) 2 (n(n+ 1) (n+ 1)(n+2)) '
A partir de esta identidad obtenemos otra suma telescopica algo mas sencilla

1

1 4 3-4-
1 1 1 . 1 n 1 1 T 1 1
2 1-2 2.3 2-3 3-4 3-4 4.5 2020 - 2021 2021 - 2022

B 1 1
S 2\1-2  2021-2022)/°

esta es la misma solucion que hemos obtenido con la otra suma.

—_

Sea AABC un triangulo rectangulo isdsceles con angulo rec-
to en ZABC. Lo inscribimos en una semicircunferencia co-
mo se ve en la Figura. En el lado AB con centro en su punto
medio dibujamos una nueva semicircunferencia exterior al
tridangulo pasando por A y B. Hacemos lo mismo sobre el
lado AC. Si la hipotenusa del triangulo mide 2, jcudl es el
area de la zona de color azul?
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Solucion.
Conocemos la longitud de la hipotenusa del tridngulo rectangulo, y sabemos que es isosce-
les. Si z es la longitud de los otros lados, usando la identidad de Pitagoras resulta

x2+x2:22:>2x2:4—>1:2:2:>x:\/§.

Sabiendo la longitud de la hipotenusa, podemos calcular el drea del semicirculo en el cual
estd inscrito el triangulo, esta area es
722

7:271'.

También podemos calcular el area de los semicirculos sobre los lados iguales del triangulo,

esta area es:
m(vV2)?  2n
2 2
Por lo tanto la suma de las areas de los dos semicirculos sobre los catetos es igual al area
del semicirculo grande. Queremos calcular el area pintada en color azul, este area serd 2w
(la suma de los dos semicirculos pequenos) menos la zona blanca. Por otro lado, el drea
del tridngulo se puede calcular como el area del semicirculo grande, 27, menos el area en
blanco, esto es:

Aazul =27 — Ablanco = Atriéngulo-

Es decir, el area en azul coincide con el area del triangulo, y ya que es un triangulo
equilatero y conocemos la longitud de sus catetos esto es facil de calcular:

V2v2 2

Aazu:Ariénuo: — = —=1.
1 t gul 2 2

Demostrar la siguiente identidad trigonométrica:
cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos(a).

A partir de la identidad anterior, demostrar que cos(20°) es un nimero irracional.

Solucion.
Para probar esa identidad trigonométrica vamos a tener en cuenta que

cos(3a) = cos(a + 2a) = cos(a) cos(2a) — sin(a) sin(2a).
Ahora podemos aplicar las identidades para el seno y el coseno del angulos doble,

cos(3a) = cos(a) cos(2ar) — sin(a) sin(2a)

)
)

(cos?(ar) — sin®(a)) — sin(a)2 sin(a) cos(a)
= cos®(a) — sin?(a) cos(a) — 2sin®(a) cos(a)
() =

(
= cos(«

3

= cos’(a) — 3sin?(a) cos(a).

En esta ultima expresiéon solo nos aparece el angulo «, pero nos aparecen senos, podemos
transformarlos en cosenos empleando la identidad

sin?(a) + cos?(a) = 1 = sin*(a) = 1 — cos*(a).



Asi obtenemos que

cos(3a) = cos®(a) — 3sin?(a) cos(a)
=cos’(a) — 3(1 — cos*(a)) cos()

=4 cos’(a) — 3cos(a).

Con esto hemos probado la identidad trigonométrica cos(3a) = 4 cos®(a) — 3 cos().

Vamos a emplearla ahora para demostrar que cos(20°) es un nimero irracional. Si en la
identidad anterior tomamos o = 20°, y tenemos en cuenta que cos(60°) = 1/2, resultara
que

1
5= 4 c0s®(20°) — 3 cos(20°) = ,8 cos®(20°) — 6 cos(20°) — 1 = 0.
Es decir, el nimero cos(20°) es raiz del polinomio
p(z) = 82 — 61 — 1.

Tenemos en cuenta que las raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros ve-
rifican que su numerador divide al término independiente y su denominador al coeficiente
director. En este caso, el numerador debe dividir a 1, y el denominador a 8. Los tnicos
numeros racionales de esta forma son
1 1 1
+1,+£—,£—, £—.
2748
Se pude comprobar que ninguno de estos nimeros es raiz de p(x), de hecho se tiene que

p(1/4) = —19/8, p(—1/4) = 3/8, p(1/8) = —111/64, p(—1/8) = —17/64.

Con esto vemos que p(x) no tiene ninguna raiz racional, pero cos(20°) es una de sus raices,
por lo tanto debe de ser un nimero irracional.



