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Seminario de problemas Curso 2024-25. Hoja 7

El angulo interior de un poligono regular es el angulo que forman dos lados consecutivos.
;,Cuantos poligonos regulares tienen un angulo interior que es un nimero par?
Solucion.

Sea N el nimero de lados del poligono regular. Entonces lo podemos dividir en N tridngu-
los isosceles iguales, tal como se ve a continuacion.

De aqui se deduce que el dngulo « es igual a 360°/N vy, por lo tanto, el &ngulo interior del
poligono, que llamaremos I, es igual a 23, por lo que

360°
N

I =23=180°—

Como I es un numero par, entonces se puede poner de la forma I = 2k, siendo k£ un
numero natural. Es decir,

360 180
2k=180— — = k=90 — —.
N N
De aqui deducimos que 180/N es un nimero natural y, por lo tanto, N un divisor de
180. Asi pues, nuestro problema se reduce a saber calcular el nimero de divisores de 180.
Podriamos hacerlo enumerando sus divisores, pero lo que haremos es contar el niimero de
divisores de un niimero cualquiera, sabiendo cudl es su descomposicion en factores primos.

Sea N = p{' - p3? - - - pp*, la descomposicién en factore primos de N, donde py, ..., py son
nimeros primos y as, . .., q; nimeros enteros mayores o iguales que uno. Entonces, no es
dificil ver que el nimero de divisores de N, que llamaremos D, es igual a

D=14a)(l+az) - (1+a).

Como 180 = 22-3%-5, el total de divisores de 180 es igual a (1+2)(1+2)(1+1) = 18. Ahora
bien, entre los divisores se encuentran el 1 y el 2, pero un poligono regular tiene siempre
tres o mas lados, luego estos dos divisores hay que descartarlos. Concluimos, entonces,
que el numero de poliginos regulares cuyo angulo interior es un nimero par es 16.

., Cudl es el nimero mas pequeno que tiene exactamente 28 divisores?

Solucion.
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Por el problema anterior, sabemos que el nimero de divisores del nimero N que buscamos
se deduce de su descomposicion en factores primos, por lo que

28=(1+a1)(1+ag) - (1+ax)

con «ag, ..., q, numeros enteros mayores o iguales que uno que son los exponentes de los
nimeros primos que entran en la descomposiciéon del nimero buscado. Tenemos que

28 = (14 27) N:p27
28=(1+13)(1+1) N = pi3p,
28 = (1+6)(1+3) N = pip;
28=(1+6)(1+1)(1+1) N =pipps

Tomando py, p2 y p3 lo més pequeno posible, es facil ver que el niimero mas pequeno con
28 divisores es
N =2%.3.5 = 960.

., Cuanto vale la suma de los inversos de los divisores de 3607

Solucion.
Sean dq,ds, . ..,d; los divisores de 360, entonces debemos calcular
1 n 1 T 1
S = — _— .. JE—
di  dy dy,

Multiplicando y dividiendo por 360 tenemos que esta suma se puede escribir también
como

1 (360 . 360 P 360
360\ di dy dp )
Pero como los denominadores son divisores de 360, resulta que 360/d;, con j =1,...,k,

es también un divisor de 360 y entonces

1

Asi, hemos reducido el problema a saber calcular la suma de los divisores de un niimero,
en este caso 360. Este problema es muy parecido al de calcular el total de divisores de un
nimero. De este modo, si la descomposicién de un nimero N en factores primos es

N =pi" 3?0t
la suma Sy de sus divisores es igual a
Sn=(+pi+pi+-p) A+ pe+py+ o p5?) - (L pe+pi+ - pp*)
Como 360 = 23 - 32 - 5, entonces
Saso=(1+2+2°+2%)(1+3+3*)(1+5)=15-13-6.

Finalmente, s = S340/360 = (15 - 13 - 6)/360 = 13/4.
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,Para cuantos nimeros n el resto de dividir 2024 entre n es 1 o 27

Solucion.

Los ntimeros n para los que el resto de dividir 2024 por n es 1 son aquellos que son divisores
de 2023 y que no lo son de 2024. Ahora bien, 2023 = 7 - 172, que tiene exactamente 6
divisores, enter ellos el 1, que debemos descartar al ser divisor de 2024. Es decir hay 5
numeros para los que el resto de dividir 2024 por n es 1.

De manera anéloga, los nimeros n para los que el resto de dividir 2024 por n es 2 son
aquellos que son divisores de 2022 y que no lo son de 2024. Podemos ver que 2022 =
2-3-337, que tiene 8 divisores, entre ellos el 1 y el 2, que son divisores de 2022. Por tanto
hay 6 nimeros para los que el resto de dividir 2024 por n es 2.

Teniendo en cuenta lo anterior, hay 11 ntimeros n de manera que el resto de dividir 2024
entre n es 1 o 2. Estos nimeros pueden obtenerse de la lista de divisores de 2022 y 2023

y son
3,6,7,17,119, 289, 337, 674, 1011, 2022, 2023.

Encuentra todas las soluciones de la ecuacion m+2mn+n = 37, donde m y n son nimeros
naturales. ;Cuédles serfan las posibles soluciones si el segundo miembro es 20247 Pista: te

ayudard saber que 4049 es primo.

Solucion.

Al ser m y n niimeros naturales, tenemos que m,n > 1y, de la propia ecuacién, se ve que
los posibles valores de m y n no pueden ser grandes. De hecho,

m+2nm+n>3m = m < 12

Por otra parte, tomando congruencias modulo 3, uno de los dos niimeros m o n es con-
gruente con uno modulo 3. Por tanto, debemos probar los valores m = 1,4,7, 10, que nos
dan las parejas (1,12), (2,7). Por la simetria hay otras dos parejas que son (2,7), (12,1).

El método anterior resultaria ineficaz si el segundo miembro de la ecuacién fuera un
nimero grande, por ejemplo 2024. Lo mejor es tratar de encontrar una forma factorizada
de la ecuacion. En este sentido, buscamos un producto de dos factores cuyo desarrollo nos
dé la expresion del primer miembro o un multiplo de la misma. En este caso, el término
2mn sugiere buscar factores de la forma (2m +a) y (2n+b). Tomando a = b = 1, resulta

C2m+1)2n+1)=2m+4mn+2n+1=2(m+2mn+n) + 1.
Tenieno esto en cuenta, podemos escribir
2(m+2mn+n)+1=2-37T+1=7=2m+1)2n +1).

Ahora lo que buscamos son dos niimeros naturales cuyo producto es 75. Observemos que
cada uno de los factores es estrictamente mayor que 1, por lo que las tnicas soluciones

posibles son
(2m+1)(2n+1)=3-255-15,15-5,25-3,

que dan lugar a los pares de soluciones que hemos encontrado antes.
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Para la ecuacion m + 2mn + n = 2024, mediante la técnica de factorizacion, encontramos
que
(2m+1)(2n + 1) = 4049 = 1 - 4049,

que no tiene soluciones con m,n > 1. En general, la ecuacion m + 2mn +n = k no tendré
soluciones en los naturales si 2k + 1 es primo.

En la secuencia 1,2,2,4,4,4,4,8,8,8,8,8,8,8,8,... jqué numero ocupa el lugar 20247

Solucion.

Los nimeros que aparecen en esta secuencia son las potencias de 2 y aparecen un nimero
de veces igual a la potencia que representan. Asi, después del ultimo 8, los siguientes
16 nuimeros seran igual a 16, los siguientes 32 seran igual a 32 y asi sucesivamente. No
es dificil ver que el primer 2 aparece en la posicién 2, el primer 4 en la posicién 4, etc.
Teniendo en cuenta que 2! = 1024 y 2!' = 2048, el ntimero que ocupa la posicién 2024
serd el 1024 (el primer 1024 aparce en la posicién 1024 y el dltimo en la posicién 2047).

En un examen de mateméticas, 5 alumnos han obtenido las siguientes notas sobre 100:
71, 76, 80, 82 y 91. El profesor va introduciendo las notas al azar en una hoja de célculo
y se da cuenta de que, cada vez que introduce una, la nota media es siempre un nimero
entero. ;Cudl es la ultima nota que introdujo el profesor?

Solucion.

Como la media, a medida que se introducen las notas, es un niimero entero, la suma de las
tres primeras notas introducidas tiene que ser un multiplo de 3. Fijémonos en los restos
de las 5 notas cuando se dividen por 3:

71 (resto 2), 76 (resto 1), 80 (resto 2), 82(resto 1), 91 (resto 1).

La tnica forma de que la suma de tres notas sea multiplo de tres es que la suma de los
restos sea multiplo de 3. Esto solo es posible si sumamos las tres notas que dejan resto 1,
es decir 76, 82 y 91 (observemos que las dos primeras han tenido que ser 76 y 82, aunque
no sepamos en qué orden).

Al introducir la siguiente nota, la suma resultante tiene que ser miltiplo de 4. Como la
suma de las tres primeras notas es impar, la siguiente nota introducida necesariamente
tiene que ser 71. Asi pues, la ultima nota que introdujo el profesor fue 80.

Ana, Bea, Carla y Daniela se encuentran una bolsa llena de cromos. Ana cuenta los cromos
de tres en tres y le sobran 2. Bea los cuenta de 5 en 5 y le sobran 3 y Carla los cuenta de
19 en 19 y le sobran 7. Daniela no quiere contarlos y trata de adivinar cuantos hay con
la informacién que ya tiene. ;Cudl es el menor niimero de cromos que podria contener la
bolsa? ;jcudntos podria haber si hay al menos 500 cormos pero no mas de 15007

Solucion.

Observemos que el niimero buscado es de la forma N = 19k + 7. Por otra parte, al dejar
resto 3 al dividir por 5, el nimero acaba en 3 o en 8. De aqui deducimos que 19 - k acaba
en 1 o en 6. El valor mas pequeno de k& que podemos considerar es, entonces, k = 4, que
nos da N = 83. Como 83 deja resto 2 al dividir por 3, este es el menor nimero de cromos
que podria haber en la bolsa.
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Es posible obtener mas soluciones anadiendo a la solucién ya obtenida un multiplo cual-
quiera del minimo comun multiplo de 3, 5 y 19. Es decir, las soluciones son de la forma

N =83+285j, jeN.

Como 500 < 83+ 2855 < 1500, resulta 2 < j < 4 y obtenemos las posibles soluciones 653,
938, 1223.

Los digitos, 1, 4, 9, 2 se usan una vez cada uno para formar un nimero N de 4 cifras (por
ejemplo 1492). ;Cudl es la suma de todos los posibles N7

Solucion.

Podria parecer que para resolver el problema necesitamos escribir todos los niimeros que
se pueden formar usando una sola vez las cifras que nos dan. Sin embargo, podemos
obtener esta suma sin necesidad de escribirlos todos. Para ver como, fijémonos en una
cifra cualquiera cuando ocupa una posicién determinada. Por ejemplo el 9 cuando esta en
la ultima posicién. ;Cuantos nimeros hay que acaben en 97 Pues tantos como posibles
ordenaciones de los otros tres nimeros en las otras tres posiciones. Esto nos da seis
nimeros.

Argumentando de manera similar, habra 6 nimeros que acaben en 4, otros 6 que acaben
en 2 y otros 6 que acaben en 1. Lo mismo podemos decir del resto de posiciones del
numero. Habrda 6 nimeros cuya pentltima cifra sea un 9, etc. Asi, al sumar todos los
nimeros, estaremos sumando 1, 2, 4, 9 seis veces en cada una de las posiciones (unidades,
decenas, centenas y millares). Por tanto, la suma sera:

6-(1+2+4+9)-(1+ 10+ 100+ 1000) =6-16- 1111 = 106656.



