44,
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46.

Seminario de problemas Curso 2025-26. Hoja 6

1013

Si x > 1, prueba que x > 2025(x — 1).

1012
Solucidn.

Factorizando el primer miembro de la desigualdad, se tiene

lo1s 1 22025 1 (p— 1) (2202 4 2208 444 1)
T — = = .
21012 1012 1012

Si excluimos el caso x = 1 para el cual la desigualdad es trivial, cuando x > 1, podemos
dividir ambos lados de la desigualdad por x — 1, y obtenemos

372024 + LU2023 e R | > 1’1012-
2025 N

Aplicando la desigualdad entre la media aritmética y geométrica

22024 4 2202 4] > 902521012 &

2024 2023
x +x +---t+x+ 1 > 202\5/$2024$2023 o — $1012
2025 - ’

que es justo lo que queriamos probar.

Si a,b,c > 0 son tales que (a +1)(b+ 1)(c+ 1) = 8, prueba que abc < 1.
Solucion.

Aplicando la desigualdad entre la media aritmética y geométrica en cada uno de los
factores, se tiene

1 b+1 1
Tosva Vb S ve

Por tanto, (a 4+ 1)(b+ 1)(c + 1) > 8Vabc. Puesto que (a + 1)(b+ 1)(c+ 1) = 8, se sigue

que
vabe <1

y, como a, b, c > 0, resulta abc < 1.

Sean a, b, ¢, nimeros reales positivos que verifican

1

3 < ab+ ac+ be < 3.
Determina el rango de valores que puede tomar el producto abc.
Solucion.
Por la desigualdad entre la media aritmética y geométrica

b b .
1> %@—i—c > Va202@ = abe < 1.

Por otra parte, al ser los nimeros positivos, esta claro que abc > 0. Veamos que esa cota
no se puede mejorar. En efecto, si tomamos a = b = 1, entonces

1

g S1+2e<3,
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por lo que podemos tomar ¢ tan pequeno como queramos. Como, en este caso, abc = c,
el producto se puede hacer tan pequeno como queramos. Asi pues

0 < abe < 1.

Sean a, b, ¢ nimeros positivos. Prueba que
a) a® + b0+ ¢ > a’b+ b’c+ a.
a b c 3
b + + > —.
) b+c c+a a+b7 2
Solucion.

a) Por la desigualdad entre la media aritmética y geométrica, para cada uno de los su-
mandos de la parte derecha de la desigualdad, se tiene

3. .3 13
a’+a’+b
ab=vVad a3 - PB< —

3

3 3 3

Pee VP A< LT
=73

3 3 3

C2a:\3/cs.c3.a3<u
=73

Por tanto,

e+ + B+ +E S+E+dd
+ +

3,13 ,.3
5 3 5 =a’+ b’ + .

a’ + e+ Pa <

Veamos otra manera de llegar al mismo resultado. Supongamos los niimeros ordenados,
a > b > c, porloquea® > b? > 2, al ser todos ellos positivos. Entonces, por la desigualdad
del reordenamiento,

a® +b* + > a’b+ b’c + Ca.
Se puede ver que el resultado no depende de la ordenacién que hemos tomado de los
nimeros a, b, c.

b) Esta desigualdad se conoce como desigualdad de Nesbitt y hay diferentes maneras de
probarla. Vemos una de ellas, usando la desigualdad entre la media arménica y la media
aritmética. Para ello, notemos que podemos escribir la parte izquierda como

a+b+c—(b—|—c)+b+c+a—(0+a)+c+a—|—b—(a—|—b)
b+c ct+a a+b

Descomponiendo cada una de las fracciones en dos, llegamos a

(@tbte) |~y L 1 3
a C — .
b+c¢c c¢c+a a-+b

Por la desigualdad entre la media arménica y la media aritmética

b b 2
S B Ul el Gl 0 s MG ) TP
S+ L+ L 3 3
b+c cta a+b
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De aqui resulta
1 1 1 9

> .
b+c+c+a+a+b_ 2(a+b+c)

Por lo tanto,
1 1 1

+ +
b+c c+a a—+bd

9 3
—3>--3="
=2 2

(a+b+c)
y la desigualdad queda probada.
Prueba que 3" + 2 - 17", con n un entero no negativo, no puede ser nunca un cuadrado
perfecto.

Solucion.

Probemos con los primeros valores de n.

n=0:3"4+2-17"=3.
n=123"+2-17" = 37.
n=232+2-17% = 587.
n=3:3>+2-173 = 9853.

Parece que los niimeros acaban en 3 o en 7. A partir de aqui, hay varias formas de atacar

el problema. Podemos fijarnos en la tltima cifra de las potencias de 3 y de las potencias
de 17. Asi,
=1, 3'=3, 3?*=9, 3F=7 3'=1 méd10

por lo que las potencias de 3 acaban en 1, 3, 9, 7, repitiéndose otra vez la secuencia. Para
las potencias de 17 tenemos

17°=1, 17'=7, 177=9, 17=3, 17™=1 mdd 10,

por lo que ahora es el ciclo 1, 7, 9, 3 el que se repite. Por tanto, para 3" +2-17" la ultima
cifra seguira también un patréon que se repite de cuatro en cuatro, acabando en 3, 7, 7,
3. Como ningun cuadrado acaba en 3 o 7, los nimeros dados no pueden ser cuadrados
perfectos.

Podemos trabajar con aritmética modular. La cuestion es elegir bien el médulo. Si empe-
zamos con maédulo 4, todo cuadrado es congruente con 0 o con 1 médulo 4, entonces

3" 4217 = (=1)"+2 mdd 4,

por lo que para ser un cuadrado perfecto n tiene que ser impar. Si trabajamos ahora
modulo 5, teniendo en cuenta que n es impar, resulta que

3" 4217 = (=2)" +2-2" =22+ (-1)") =2" méd 5.

Pero 2" mod 5 es congruente o con 2 o con 3. Como los nimeros que nos dan son impares,
solo pueden acabar en 3 o en 7 y con esto concluimos.



49. Para cada entero positivo, se define la funcién f de la siguiente manera:

f(1)=2025, f(1)+ f(2)+ -+ f(n) =n’f(n).
Calcula el valor de f(2025).

Solucion.
Vamos a ir calculando los valores de f paran = 2,3, ..., con el fin de ver si encontramos
un patrén. Asi,
1
F)+f(2) =2%F(2) = f(2) = mf(l)-

Ahora,

1) = 5 U0 + 1) = g (F0+ 570 0) = s )

No es dificil ver que
4) = 23 1
f4) = (42 —1)(32 - 1)(22 — 1)f( )

Probaremos por induccion que

22.3%... (n—1)?

f)= e

Ahora bien, la expresién anterior se puede simplificar, teniendo en cuenta que n? — 1 =
(n+ 1)(n — 1), de manera que llegamos a

Fn) = s f) =270 (5 = )
Suponiendo que f(n) viene dado por la expresién anterior, veamos que
flr 1) = (1)
(n+1)(n+2)
En efecto,
Fn 1) = g () + @) -+ )
y, por la hipdtesis de induccién,
ﬂ"*”Z@ﬂ%%?{@+§—§+§—§+“+%—ni1>
- (n+fS2)— 1 (2_ nil) - (n+1)2(n+2)f(1)'

Por tanto, ) )

£(2025) = mf(l) = m2025 BETOES



50. En la sucesion 7, 76, 769, 7692, 76923, 769230, ..., el término n-ésimo esta dado por los
primeros n digitos después del punto en la expresion decimal de 10/13 = 0.7692307692. . . .
Sabiendo que 769230 es multiplo de 7, demuestra que, de los primeros 60 términos de la
sucesion, al menos 40 tienen tres o mas factores primos (se permiten factores primos
repetidos; por ejemplo, 76 = 2 x 2 x 19 tiene tres factores primos).

Solucion.
De la expresiéon decimal de 10/13, vemos que se trata de un nimero decimal periédico
puro. Ademas el periodo es de longitud 6. Esto es

10 e
— = 0.769230.
E 0.769230

Denotemos por x al periodo de la fraccién. Entonces, escribiendo los términos de la suce-
sién por columnas, resulta

7 76 769 7692 76923 769230
7 x76 769 7692 76923 769230
xx7 xx76 zx769 227692 2276923 2769230

Observemos que todos los nimeros de las columnas segunda y cuarta son multiplos de 4,
ya que sus dos ultimas cifras son multiplo de 4. Por lo tanto, son nimeros de la forma
2-2-a, con a > 1, y tienen al menos tres factores primos. Por otra parte, los nimeros de la
ultima columna son multiplos de 10, por lo que son de la forma 2-5-b, con b > 1 y también
tienen tres factores primos, por lo menos. Fijandonos ahora en la quinta columna, vemos
que se trata de multiplos de 9, ya que 7+ 6 + 9 + 2 + 3 = 27, por lo que son de la forma
3-3-¢c,conc>1.

Considerando los 60 primeros términos de la sucesién, el razonamiento anterior nos pro-
porciona 40 ntumeros con al menos tres factores primos, ya que en cada columna hay 10
nimeros.

Se puede ir més alla y probar que hay otros 9 niimeros maés que tienen tres o mas factores
primos. Para encontrarlos, la clave esta en la primera columna. Por la informacion que
nos dan, al ser  multiplo de 7, todos los nimeros en dicha columna lo son. La cuestion es
saber si tienen mas factores primos. Aqui juega un papel importante el saber como estan
generados los términos de la sucesién. De hecho, 7 es el cociente de 100 dividido por 13.
Como el resto de la divisién es 9, podemos poner

~100-9
13

Con esto, los siguientes términos en la columna son igual a

7

_lS-9 1Moo 100 -9 %7_106“2—9
13 13 I T I

Observemos que los numeradores son una diferencia de cuadrados, por lo que

x7

k veces . 1065+2 _ g (103k+1 _ 3)(103k+1 + 3)
xTxET X e == .
13 13




Al menos uno de los dos factores del numerador es divisible por 7 pero, como para k > 1,
estos factores son mayores que 7, podemos asegurar que para k > 1 todos los niimeros
tienen al menos tres factores primos. Es decir, salvo el 7, todos los niimeros de la primera
columna tienen tres factores primos como minimo. A partir de aqui se concluye que entre
los 60 primeros términos hay al menos 49 con tres o méas factores primos.



