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41.

Seminario de problemas Curso 2017-18. Hoja 6 (Desigualdades)

Probar que de todos los cilindros circulares rectos de volumen V fijo, el que tiene didmetro
igual a la altura es el de menor area.

SOLUCION:

Sea r y h el radio y la altura, respectivamente, de un cilindro circular recto de area A y

volumen V', con
A =27(r* +rh) y V = ar?h.

Vamos a utilizar la desigualdad GM-AM. Si la aplicamos de buenas a primeras tenemos
A =2n(r*+rh) < 2rVr3h =2V7rV.

La parte de la derecha no es fija ya que, a pesar de ser V fijo, crece cuando r crece
y decrece cuando r decrece. Por tanto, necesitamos variar de algiin modo los ntimeros
involucrados en las medias. Asi

h h 6 h h
A:2(7TT2—|-7T7"h):2(7T7”2—|—i—|—£):—(7rr2—|—i_|_i)

2 2 3 2 2
3rdh2 T
> 61/ =69/~ V2
- 4 4

Como vemos, la parte de la derecha es fija y por tanto el area serd la menor cuando se
cumpla la igualdad; esto es, cuando

h
WTZZ% <~ h =2r.

Es decir, el cilindro buscado es el que tiene el diametro igual a la altura.
Sean a, by ¢ los lados de un triangulo. Probar la desigualdad de Nesbitt

a N b n c >3
b+c c+a a+b 2

SOLUCION:
Transformamos la parte de la izquierda del siguiente modo

a b c a b+c b a+c c a+b
+ - = - —1+ - —1+ - —1
b+c a+c a+b b+c b+c at+tc a+tc a+b a+b
a+b+c a+b+c a+b+c
b+c a+c a+b

1
- 3.
b+c+a+c+a~|—b)

:(a+b+c)(

Si en lugar de tener el factor a + b + ¢ tuviéramos b+ c+a + c+ a + b,

20a+b+c¢) a+b+ct+a+b+c b+ct+a+c+a+d
atbte= 2 - 2 - 2

luego la expresion anterior es igual a

1 1
b+c+a+c+a+b

1 1 1 1
(a+b+c) ( )—3 = §(b+c+a+c—|—a+b) ( + + )—3

b+c a+c a+b
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Ahora, reescribiendo la desigualdad HM-AM para n nimeros como

1

n r1+---+zx 1
: n<:>n2§(:1:1+---+:cn)(—+-~-+—)

Vay+---+1/z, ~ n

X1 Ln

y utilizdandola con x1 = b+ ¢, o = a+ cy xr3 = a + b tenemos

1 1 1 1 9 3
—(b+c+a+c+a+d + + —-3>--3==
2( craTeTa )(b+c a+c a—l—b) 2 2’

que es precisamente el resultado buscado.

Sean a y b niimeros reales positivos tales que a + b = 1. Probar
+ 1y’ + 10+ 1Y’ > 2
a4+ — - —.
a b) — 2

A partir de la desigualdad AM-QM modificada para dos niimeros

SOLUCION:

(x +y)?
2

tenemos que, tomando x = a + 1/a e y = b+ 1/b, obtenemos

FED R (A R IR A N A
Ty b) =2\" "4 b) 2 a b))

Utilizando ahora la desigualdad HM-AM modificada para dos nimeros

<z 492

2 a4y 4 1 1
< — <—+-

con x = a e y = b, llegamos al resultado deseado

+ 1y’ + 0+ Ly’ > 1+ 1 %

a+ — - = —.

a b) — a+b 2

Sean a, b, ¢ los lados de un triangulo y A, B, C sus respectivos angulos medidos en grados.
Probar

aA+bB + cC

< 90°.
a+b+c

SOLUCION:

Utilizando la desigualdad triangular con cada uno de los lados del tridngulo tenemos
1
aA+bB+cC = §(aA+bB+cC+aA+bB+cC’)

<%(aA—i—bB—i—cC’—i—(b+c)A+(a+c)B+(a+b)C’)
1

:§(a+b+c)(A+B+C),

y, por tanto,
aA+bB + cC - A+B+C

at+b+c 2
donde hemos utilizado el conocido hecho A + B + C = 180°.

= 90°,




44. Prueba que para tres nimeros reales cualesquiera x, y y z la desigualdad

45.

le| +lyl + |z = |z +yl—|y+z2|—|z4+x|+|lz+y+2>0

es siempre cierta.

SOLUCION:

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |z| es el mayor de los nimeros |z|, |y| v |z|.
Si z = 0 entonces la parte de la izquierda es nula y la desigualdad se cumple trivialmente.
Si no, dividimos ambos lados entre |z| # 0 para obtener la desigualdad equivalente

x x X x
|+ 1=+ =21 - p+ 2+ 2+ L 41| 20
z z z z z z z z

Ahora, teniendo en cuenta que |z| < |z| v |y| < |z|, tenemos

‘f‘gl — 1<f<1y ‘glgl — 1<?<«q,
z z z z
por lo que
xr X
0§g+1zﬁ+q vy o<Zi1i=1%41].
V4 y4 z z

De este modo, la desigualdad anterior puede reescribirse como

x x x x

2l -2+ - G )+ 2424 20
z z z oz z oz z oz

0, equivalentemente,

T

z

e
Ty
z z

Y

z

+(Z+241) <
z z

+

_|_

x

2424,

z oz

Pero esta desigualdad se sigue sumando la desigualdad triangular y la del valor absoluto

T T T T
Sl Gty elata
z z z z z z z z

Sean a, b, c > 1 reales. Probar que se cumple la desigualdad

ab 4+ be + ac

Va2 =14V —1+vV2—1< :

SOLUCION:

Vamos a llamar x = va?— 1,y = V0> —1y z = vc2—1, por lo que a = Va2 +1,
b=+\/y?+1yc=+vz2+ 1. De este modo la desigualdad a probar es

x+y+z=%<¢u+x%u+¢y+¢u+y%u+ﬁy+¢u+x%u+%».

Por otra parte, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

VA+a?)(1+y?) 2 +y,

y, analogamente,

VI+y)(A+22) >y +z I +a?)(1+22) >z + 2

Sumando estas tres desigualdades obtenemos el resultado deseado.
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46. Sea P(t) = ant™ + a,_1t" ' + -+ + ait + ao un polinomio de grado n con coeficientes
positivos, es decir, a,,...,ay > 0. Probar que si la desigualdad

*(1)= 5

es cierta para t = 1, entonces también es cierta para cualquier ¢ > 0.

SOLUCION:
Supongamos que P(1) < ﬁ, es decir, P(1)? > 1. Para cada t > 0 consideramos el
producto

1 ap | Qp—
P(t)P <z> = (ant” + an_lt"_l + -+ (Ilt + aO) <_ + -

TR )
.« o — a
tn -1 ¢ 00

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz con los valores z; = \/a;_1t/=t ey; = \/a;_1 /t/ 71,
para j = 1,...,n+ 1, obtenemos

1
P(t)P (E) > (an +ap—1+ -+ a +a0)2 = P(1)2 > 1,

que es equivalente a la desigualdad que buscamos.



