Seminario de problemas. Curso 2016-17. Soluciones hoja 6

35. Sin ingenios informaticos, calcular la cifra que precede a la fila final de ceros en

25!,  (Recuerda:25!=1-2-3-4 . ... .24.25)
Solucion

Empezaremos por determinar cuéntos ceros hay en la cola final de 25!. Habra
tantos como factores 5 (pues factores 2 los hay de sobra). Hay, pues 6 factores 5
provenientes de 5, 10, 15, 20 y 25 (este ultimo aporta 2)

Ahora basta con jugar con las congruencias médulo 10 del nimero n = %
n=346-7-89111213.7-316:17-1819-2-21:22-23-6

Simplifiquemos eliminando nimeros y productos congruentes con 1 (méd 10)
como 11, 21, 9-19, 3.7, 13-17, 7- 23 y simplificando los representantes de cada
clase:

n=4.6-82.36-8-2-2:6=4 (mdd 10)
Auln podemos simplificar mas. Por ejemplo: 6-6 =6 (mdd 10) varias veces.
n=4.882-26=22-6=4 (mdd 10). La cifra buscada es 4.

36. Encontrar las soluciones reales de la ecuacion (x+ y)2 =(x+1)(y-1) .

37.

Solucién

. [x+1=u ., .
Con el cambio { 1 la ecuacion queda (u+Vv)> =uv que podemos disponer
y—-1i=v

en la forma %[uz +v*+(u+v)* | =0 de donde se desprende que u=v=0. Por tanto,

la Unica solucién reales x=-1, y=1.

Sea p un nimero primo mayor que 5. Demostrar que p—4 no puede ser la cuarta
potencia de un entero.

Solucién

Supongamos que existe un entero qtal que p—4=q* con q=>2.

En tal caso se tendria

p=q'+4=(q’ +2)2 ~4q° =(o’ +2)2 —(20)* =(q° +29+2)(9° -2+ 2)

Y tendriamos p descompuesto como producto de dos factores mayores que 1, ya
que el menor de ellos es mayor que 1: g° -2q+2=(q-1)°+1>2



38. Sean a, b y ¢ nimeros reales no nulos tales que a+b+c=0y
6
a’+b®+c®=a’+b°+c° . Probar que a® +b*+¢® =t

Solucién

Consideremos el polinomio P(x) = (x—a)(x—b)(x—c) que desarrollado es:
P(x)=x*+(ab+ac+bc)x—abc yaque a+b+c=0

P(a)=a’+(ab+ac+bc)a—abc =0

P(b) =b® + (ab+ac +bc)b—abc =0 ¢ Sumando término a término:

P(c)=c’+(ab+ac+bc)c—abc=0

a’+b®+c®+(ab+ac+bc)(a+b+c)—3abc=0, es decir a®+b®+c® =3abc
yaque a+b+c=0. Por tanto también a° +b° +c® = 3abc

Hacemos lo mismo con el polinomio Q(x) = x*P(x) y obtendremos:
Q(a)=a’+(ab+ac+hbc)a®—a’bc =0
Q(b) =b° + (ab+ ac +bc)b® —ab’c = 0 ; Sumando término a término
Q(c) =c® +(ab+ac+bc)c® —abc® =0

3abc + 3abc(ab + ac +bc) —abc(a® + b* +¢?). Como a,byc son no nulos
podemos cancelar su producto. Queda:

a’+b?+c*=3+3(ab+ac+bc). Alsera+b+c=0 se tiene que

(a+b+c)>=0=a’*+b*+c?*+2(ab+ac+hbc), de donde ab+ac+bc=—g y

por Gltimo  a® +b? +c? =g c.g.d.

39. Una familia de circunferencias C,,C,,Cs,,...con

centros en respectivos O,,0,,0,,... son tangentes a
dos semirrectas concurrentes en P y, a su vez,

(ver figura) cada una de ellas es tangente exterior a {‘
sus circunferencias contiguas. Se pide: ‘ﬂ
U

a) Demostrar que las longitudes de los sucesivos
radios r,, r,, r,...estan en progresion geométrica

b) Siendo d, = PO, , hallar el valor que ha de tomar el cociente r, /d_ para que sea
igual a k la razén de la progresion geométrica de los sucesivos radios.

c) Si las semirrectas concurrentes forman un angulo de 60°, ¢cual sera la razén de



dicha progresién geométrica?

Solucién

a) Tomemos tres circunferencias consecutivas C_,,C.,C..;.

Sean T, ,,T,,T,,, los sucesivos puntos de tangencia

De la semejanza entre los tres triangulos PT,O, rectangulos enT;

! :rn_rn—l_rn+1_rn

n+1l

— y
r

rn—l — —
d, ,+r_,+r, d _,+r ,+2r+r

dn—l
La Gltima proporcion se ha obtenido aplicando una propiedad elemental de las

proporciones. De esta Gltima proporcidn obtenemos:
M th )(rn+1 - rn)

-1 + r-n r-n+1 + rn

n

(rn _rn—l)(rn +rn+1)_(
r, _ﬁ

r

2 rn—l ’ IFn+1 =

Desarrollando y simplificando, queda 2r? =
rn—l n

Es decir los sucesivos radios estan en progresion geométrica.

r . : g
2 —...=—"=_..nos bastara con usar la primera proporcion

b) Puesto que h_b_ |
d d, d,
teniendo en cuentaque r,=kr, y d,=d,+r+r,=d, +r+kr
k-1)r, - . i
i kn = ( ) 1 k-1 (hemos usado de nuevo la misma propiedad)

d_1:d1+r1+kr1 C(k+1)r, k+1
k-1

n = —

Por lo tanto =
d k+1

n

_1 ya que (ﬁ=30°. Debe ser k+1=2(k-1) = k=3

.
c) Eneste caso =
d, 2

La progresion geométrica sera de razon k=3.



40. Las diagonales del trapecio ABCD se cortan en el punto P.
Trazamos por P una paralela a las bases AB y CD que corta
a los lados oblicuos AD y BC en los puntos E y F
respectivamente. Se pide:
a) Demostrar que EP = PF

b) Demostrar que EF es la media arménica de AB y DC.

: 1 1(1 1
(Es decir: demostrar que — == —+——1 )
EF 2\ AB DC
Solucién

Por comodidad sean AB=a,DC=b, EP=x, PF =Yy, k=%

Los triangulos ABP y CPD son semejantes por tener sus angulos respectivamente
iguales:
CPD = APB por ser opuestos por el vértice

PCD = PAB por ser alternos internos entre paralelas (también PDC = @)

. a AP PB AP =k-PC
De estasemejanza —=—=—=k=
b PC PD PB =k-PD

También son semejantes los triingulos ABD y EPD

AB DB a_ DP+PB _DP+kDP DP(1+k)

—=—— esdecir —= =1+k
EP DP X DP DP

Y también son semejantes los triangulos ABC y PFC
AB AC _a AP+PC kPC+PC PC-(k+1)
—=— esdecir —= = = =k +1
PF PC y PC PC PC

a) Por consiguiente x=y = ﬁ es decir x=y, o sea EP=PF c.q.d.
+

a
—+1
b) Ademds —— -t __ L _b :1a+b_£(£+1j
EF 2x Z2a 2 2 ab 2la b
k+1

es decir EF es la media arménica de las bases AB y CD c.qg.d.

41. Sean a, b, c y S respectivamente las longitudes de los lados y el area de un triangulo
acutangulo ABC. Demostrar que si P es un punto interior al triangulo ABC tal que
a-PA+b-PB+c-PC =4S, entonces P es el ortocentro del triangulo ABC.

Solucién



Sea H el ortocentro del triangulo y sean A, B,,C, los pies de las alturas del
trianguloy A',B',C" las proyecciones del punto P sobre los lados

A

R Ay A é

Evidentemente PA+PA'>AA  PB+PB'>BB, PC+PC'>CC,, esdecir
PA> AA —PA' PB>BB -PB' PCx=CC,-PC' (¥

e Si P=H secumple laigualdad en las tres relaciones (*)

a:HA+b-HB + ¢:HC = a(AA — HA ) + b(BB, — HB,) + ¢(CC, — HC,) =
= a-AA +b-BB, +¢-CC, — (a-HA +b-HB, + ¢-HC,) = 6S — 25 =4S

e Si P = H ladesigualdad seré estricta en, al menos, dos de las relaciones (*)

a-PA+b-PB+c-PC >a(AA — PA) +b(BB, - PB") +¢(CC, - PC") =
=a-AA +b-BB, +¢-CC, — (aPA+b-PB'+c-PC") = 6S — 25 =4S

En este caso seria a-PA+b-PB+c-PC >4S

En consecuencia, s6lo hay un punto P del interior de ABC que verifica la relacion
a-PA+b-PB+c-PC =4S,y ese punto es el ortocentro.



