Seminario de problemas Curso 2025-26. Hoja 4

28. Se suponen conocidas las raices reales de n ecuaciones de segundo grado, que se indican
a continuacion

Ecuacién Raices
l’2+&1$+b1:0 To, X1
224+ ar +by=0 x0T

2 +a,x+b,=0 x0,2,

Encuentra, de manera razonada, las raices de la ecuacion

ay+ag+-ta,  bitbyto-+b,
2, 1 2n . 1 2n

=0.

X

Solucion.

Notemos que, como x( es una riz comun a todas las ecuaciones, entonces
$§+akx0+bk20, k:zl,...,n.
Sumando todas las ecuaciones, resulta
nxy + (a1 + ...+ an)xo+ (b + -+ b,) =0,

por lo que
n o 1+t ay by +---+0b,
ry + ———x9 + ———— =0,
n n

y xo es una raiz de la ecuacion dada.

Por otro lado, la otra raiz, que denotamos por z, debe verificar

bit+by+---+by
2Ty = )
n

pero, para cada k, xgxp = b, por lo que
To(x1+ 22+ -+ xn) =by + by + - by,
por lo que

T+ 2o+ + 2y
- .

29. Las raices de la ecuacign 23 4+ ax? 4+ bxr + ¢ = 0 son tres enteros consecutivos. Encuentra

el valor maximo de

b+1

Solucidn.
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Sean n — 1, n 'y n+ 1 las tres raices de la ecuacion. Entonces

P rart+brte=(x—n—-1)(z—-n)(z—(n+1)=2°—-3n2>+ (3n*> - 1)z —n®4n.

Identificando coeficientes, resulta a = —3n y b = 3n? — 1. Por tanto,
>  9n®
b+1 3n2

Sean a, b y ¢ nimeros reales. Prueba que, si el polinomio 3 + ax? + bx + ¢ tiene tres raices
reales, entonces 3b < a?.

Solucion.
Supongamos que «, [3, v son las tres raices reales y, ademas, a > 3 > ~. Entonces

B tar’+br+c = (z—a)(z—pB)(z—7)
= 22— (a+ B+7)2* + (af + ay + By)z — aBy.

Asipues,a = —a— B -~y b=aB+ ay+ 7yl Por lo tanto

(—a—=f=7)*=3(f+ay+57)
o’ + 32+ 9% —af —ay - By

o’ +f° =20 +7° +af —ay = By
(a=B)*+7(y —a) + Bla—7)

= (=8P +(@=7)(B-7) =0

a’>—3b

Este resultado es también consecuencia de la llamada desigualdad del reordenamiento.

Sean a1 < as < ---<a,yb <by--- <b, dos sucesiones ordenadas de niimeros
reales

Desigualdad del reordenamiento
Para cualquier permutacién (b}, b5, ...,b),) de la sucesiéon {b;}, se tiene
albn + agbn_l + - anbl S alb’l + agblz + -+ anb;@ S a1b1 + (lgbg + - anbn.

Ademas, la igualdad a izquierda se verifica si y sélo si b = b, ;1 y la igualdad
derecha si y sdlo si b = b;, j =1,...,n.

Tomando a1 = by = «, as = by = By az = by = 3, resulta
af +ay+ By <a’ 4+ 2+ 97 = (a+ B +7) = 2(af + ay + B7),

de donde se sigue el resultado.

IEstas identidades se conocen como las férmulas de Cardano-Vieta
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Dado el polinomio P(z) = x3 + ax? + bx + ¢ prueba que, si el cuadrado de una de sus
raices es igual al producto de las otras dos, entonces a*c = b?.

Solucion.
Supongamos que «, 3, v son las tres raices, de manera que a® = 3, entonces
P tat+br+c = (z—a)(z—8)(z—17)
= 22— (a+ B +7)2* + (af + ay + By)z — aby.

Igualando coeficientes, obtenemos

a=—(a+B+7), b=af+ay+py, 7v=-apy.
Como a? = B~ resulta

=af+ay+a?=ala+p+7) = —aaq,

Cc = —0[3.

De aqui, elevando al cubo, concluimos que

b = (—aa)® = —a’a® = d’c.

Consideramos los polinomios P(x) = 23 + ax® + bx +cy Q(z) = 23 + Az* + Bx + C. Se
sabe que las tres raices de P son positivas y que las raices de () son los inversos de las
raices de P. Prueba quea-A>9,b-B > 9.

Solucidn.

Si «, 8, v son las raices de P(z), entonces 1/a, 1/5. 1/~ son las de Q(x). Usando las
férmulas de Cardano-Vieta, se tiene

a=—(a+p+7), Az—(l—i—l-i-l),

a [y

111

b=af+ay+py, B=-—7+—+_—.
af oy Py

A la vista de las expresiones anteriores, basta probar que a - A > 9, ya que la otra
desigualdad es completamente andloga. Ahora bien,

A a B @ 0 B
aA_3+<B+a)+(7+a)+(v+ﬁ)'

Veamos que cada una de las expresiones entre paréntesis es mayor o igual que 2. En efecto,

a 6_&2—1-62—2@@:(@—5)2

207

B« af af

al ser las raices positivas. Por tanto,
a-A>3+2+24+2=0.

El resultado también es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que dice lo

siguiente.
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Sean ai,...,a, y by,...,b, nimeros reales cualesquiera

Desigualdad de Cauchy-Schwarz

(50 = (54) (£%)

Ademas, la igualdad se verifica si y sélo si existe un nimero real x tal que
apr + b, =0 paracada k=1,...,n.

En nuestro caso, sean a; = /&, ay = /B, a3 = /7y by = 1/a1, b = 1/as, by = 1/as.
Entonces
(a2 + a2 + a2) (b3 + b2 4 b2) > (ayby + asby + asbs)?.

Es decir

(a+B+7) (é‘F%‘i‘%) >3%=9.

La desigualdad de Cuachy-Schwarz se demuestra facilmente a partir de la siguiente ob-

servacion
n

> (ax +by)?* > 0. (1)

k=1
Ahora bien, desarrollando la expresion anterior se obtiene el siguiente polinomio de se-
gundo grado en x

p(z) = (Z ai) 2%+ 2 <Z akbk> x+ Z b;.
k=1 k=1 k=1

Puesto que p(z) > 0 el discriminante de la ecuacién p(x) = 0 no puede ser positivo y

entonces )
k=1 k=1 k=1

Por otra parte, la igualdad se cumple si y sélo si todos los sumandos en (1) son iguales a
0, es decir, si existe z tal que axx + by = 0 para cada k.

1 1 1
Prueba que, si z,y,2 > 0y x +y + 2z < 3, entonces — + — + — > 3.
r Yy oz
Solucion.
Este resultado se prueba de la misma manera que el problema anterior. De hecho, se tiene

1 1 1 1 1 1
3--+-+-)>@+y+2)-(-+-+-] >0,
T Yy =z r Yy =z

de donde se sigue el resultado.
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Sean z; y w5 las raices del polinomio P(z) = 322 + 3mx + m? — 1, siendo m un nimero
real. Prueba que P(z3) = P(z3).

Solucion.
Por ser x1 y x4 raices, se cumple

373 +3mxy +m* —1=0, 325+ 3mazy+m*—1=0.
Multiplicando la primera ecuacién por x, la segunda por x5, y sumando, resulta

3(x% + 23) + 3m(a? +23) + (m? — 1)(z1 + 22) = 0.

Por otra parte, por la férmulas de Cardano-Vieta, se tiene x; + x5 = —m, 129 = (m? —
1)/3, y entonces
o} + a5 = —m((z1 + 22)? — 22132) — (m* — 1)(21 + xg)
= —m(m® = §(m? — 1)) + ym(m* — 1) =
Finalmente,

P(z?) — P(asg’) = 3(;1:(1S — 25 + 3m(a::{’ —3) = 3(a? — arg’)(xif +ad + m) = 0.

Resolver, en el conjunto de los niimeros reales, el sistema de ecuaciones
y3 — 622+ 122 — 8 =0,
22— 6y2+ 12y —8 =0,
22 —622+122 -8 =0.

Solucion.

En primer lugar, observemos que 6t> — 12t — 8 > 0, para todo valor de ¢, lo que implica
que cualquier solucién (g, yo, 20) verifica g, yo, 20 > 0. Por otra parte, el sistema de
ecuaciones se puede escribir también como

v -2+ (x—2)3 =0,

23_y3+(y_2)3:0,
-2+ (z-22=0.

Sumando las tres ecuaciones se llega a
-2+ @w—-2>+(z-2)°=0. (2)
Ahora distinguimos dos casos:
a) Sizg > 2, de la dltima ecuacién del sistema obtenemos
Th =620 — 1220 +8 > 8 < 62p(20 — 2) >0,
por lo que 2y > 2. Anédlogamente, 3o > 2. Ahora bien, como se tiene que cumplir (2),
solo puede ser xg = yg = 29 = 2.
b) Si0 < xy < 2, entonces tenemos
zh =625 — 1220 + 8 < 8 & 62(2 — 2) < 0,
por lo que 0 < zp < 2. Andlogamente, 0 < yo < 2. Pero entonces (2) no se puede

verificar y, en este caso, no hay solucion.

Por tanto, la tnica solucién real del sistema es xg = yo = 29 = 2.



