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Seminario de problemas Curso 2016-17. Hoja 3. Soluciones

(a) En una isla hay 13 camaleones blancos, 15 verdes y 17 rojos. Cuando se encuentran
dos camaleones de distinto color, los dos se vuelven del otro tercer color. ;Pueden ser
blancos en algiin momento todos los camaleones?

(b) Paula tiene una gran caja que contiene en su interior ocho cajas mds pequenas. A
su vez, cada una de las cajas pequenas puede estar vacia o bien contener ocho cajas mas
pequenas y asi sucesivamente. ;Puede haber mil cajas vacias dentro de la gran caja?

Solucion.

(a) Fijarse que médulo 3 tenemos

13=1 (méd 3),
15=0 (méd 3),
17=2 (méd 3),

luego el conjunto de los restos médulo 3 de los nimeros de camaleones de cada color
inicialmente es {0, 1,2}.
En cada encuentro este conjunto permanece invariable, como se puede comprobar. Por

tanto nunca podran ser todos los camaleones blancos porque en ese caso, como 45 =
0+14+2=0 (mdd 3), el conjunto de restos médulo 3 serfa {0,0,0}.

(b) Paula podria llenar la gran caja con 8 cajas vacias, 8 = 1 (mdd 7). Si ahora llena
una de estas cajas vacias con 8 cajas vacias, el nimero total de cajas vacias (—1 + 8)
se incrementa en 7, y asi sucesivamente, por tanto el nimero total de cajas vacias N
cumple siempre N = 1 (mdd 7). Como 1000 = 6 (méd 7), la gran caja de Paula no
puede contener 1000 cajas vacias.

Las siguientes figuras: n (Eli), 38 (Gordi), e (Finito), «#s (Botén) y =&+ (Volquete) son
los cinco tetrominds, unos bichitos planilandeses compuestos de cuatro células cuadradas
1 x 1 adosadas por alguno de sus lados. Todos ellos se pueden mover y voltear, asi Eli y
Volquete aparecen indistintamente como o y "aa.

(a) /Se puede recubrir exactamente un tablero rectangular (2 x 10 0 4 X 5) con un ejemplar
de cada tetromin?

(b) {Se puede recubrir exactamente un tablero 10 x 10 con veinticinco wamm ?

(c) {Se puede recubrir exactamente un tablero 8 x 8 con un 8 y quince £ ?

(d) ¢Se puede recubrir exactamente un tablero 8 x 8 con un 8y quince de tipo smam 0 «8" 7
Solucion.

(a) Es imposible. Considerar los rectdngulos coloreados en ajedrezado. Hay un ntimero
par de cuadrados unitarios de cada color (son 10 de cada).
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Cuatro de los cinco tetrominés cubriran dos cuadrados unitarios de cada color, pero sim
cubrird tres de un color y uno del otro. Con los cinco tetrominds se cubriria en total un
nimero impar de cuadrados unitarios blancos y un nimero también impar de cuadrados
unitarios grises.

(b) Es imposible. Podemos considerar la siguiente coloracion de las casillas del tablero:

Hay 25 casillas negras. Cada pieza sssm puede recubrir o 0 o 2 casillas negras; veinticinco
smmm recubririan un nimero par de casillas negras, asi que no pueden recubrir el tablero.

(c) Es imposible. Podemos considerar la siguiente coloracién de las casillas del tablero:

Hay 32 casillas negras. La pieza 58 recubrird 2 casillas negras.

. u . , .
Las piezas & recubren 1 o 3 cuadros negros. Como son quince, el nimero de casillas negras
que recubririan es impar y por tanto distinto de 30.

(d) Es imposible. Considerar la siguiente coloracién de las casillas del tablero:
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Ahora las piezas sssm 0 =i* cubren 0, 2 o 4 cuadros unitarios de cada color y la pieza 5a
cubre un nimero impar de cuadros unitarios de cada color (1 o 3). Pero en el tablero
tenemos 32 cuadros unitarios de cada color.

Sea M el punto medio del lado BC de un tridngulo ABC'. Suponemos AB > AC. Sea
AL la bisectriz interior del angulo A. La recta que pasa por M y es perpendicular a AL
corta al lado AB en el punto D. Prueba que AD = $(AB + AC).

Solucion.

DD’ es la paralela media del trapecio BB'C'C’, por lo tanto

AC + AB

AD.
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[ Puedes encontrar una férmula cerrada, es decir, una expresion sin puntos suspensivos,
para la suma

1P =33 455 -7 (=) (2n — 1),
donde n > 1 es un nimero natural cualquiera?

Solucion.

Sea f(n) la expresion para la que estamos tratando de encontrar una férmula cerrada,

fn): =1 =345 -7+ ..+ (=1)""(2n — 1)°.



Lo primero que hacemos es construir una tabla de valores de f(n) para n pequenos:

n 1) 2 |3] 4 |5] 6 | 7 | 8
f(n) 1] —26]99 [ —244 ] 485 | —846 | 1351 | —2024 |

Vemos que los valores de f(n) son de signos alternados, y también podemos darnos cuenta
de que n divide a f(n) en los casos que vemos en la tabla (jincluso en el siguiente que ya
no hemos escrito!). Entonces puede tener sentido que tabulemos unos valores “reducidos”
|f(n)|/n, como en la siguiente tabla:

[2]314]5/6 7|8 |
| 13]33]61[97] 141193253 |

n__|

1
|f(n)/n| | 1

Ah, ;conque todos los valores son ahora impares? pues vamos a restarles una unidad a
todos a ver qué pasa:

n_ J1]2)3]4]5|6 |7 |8 |
[f(n)/n]—1]0]12]32]60|96] 140 | 192 | 252 |

Es innegable que todos estos niimeros de ahora son divisibles por 4. Pues los dividimos
por 4:
n | L]2]3][4]5]6]7]8]
(If(n)/n]—1)/4]0|3]8]|15[24 35|48 63|
CONJETURA: (|f(n)/n|—1)/4 = n®—1, es decir, deshaciendo con cuidado los “cambios”

que hemos hecho,

f(n) = (=1)""n(4n*—-1)+1) = (-1)"'n(4n* - 3) sin>1. (1)

Como parece que esta puede ser la férmula correcta (lo es para n = 1,2,...,8), vamos
a probar que en efecto es siempre cierta, y lo vamos a demostrar por el “ método de
induccion”.

Esto quiere decir que vamos a usar un axioma, o principio basico, de la Aritmética, que
se llama Principio de induccion, que afirma lo siguiente (su enunciado admite alguna
variante):

Si una propiedad P(n) que se enuncia en funcién de un ntimero natural n
cumple estas dos cosas:

I: Es cierta paran =1 y

Il: Si se supone cierta para n =k con k > 1 (y a esta suposicién la llamamos
hipdtesis de induccion, (H.I.)), entonces se puede probar que es también cierta
paran =k + 1,

entonces P(n) es cierta para todo n € N.

En nuestro caso, la propiedad P(n) es la validez de la propia férmula (1),

fn) =1 =B 15+ + (=)™ (2n —1)% = (=1)" 'n(4n? — 3)

Asi que:
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Paso | ;Es cierta la férmula paran =17 Si: f(1) =1y (-1)*-1-(4-12 = 3) = 1.
Paso Il Si suponemos que la formula es cierta para un valor de n > 1 concreto pero
cualquiera, digamos que paran = k (H.I.), ;podemos probar que es cierta paran = k+17
Veamos, supongamos que f(k) := 13 =33 +534+. . .+ (=1)*1(2k—1)3 = (=1)*1k(4k? - 3)
para un k > 1 (H.I.). Entonces,
flk+1) =1 -3 +5 -7+ .+ (-D" 2k — 1) + (-1)F2(2k + 1)
= f(k) + (=1)""*(2k + 1)°
L (1) (AR = 3) + (—1)FT2(2k + 1)
(—1)"*2((2k + 1)* — 4K® + 3k)
(=1)F*2(4k> + 12K* + 9k + 1)
(—1)"2(k + 1)(4k* + 8k + 1)
= (=D (k +1)(4(k +1)* - 3),
y la formula ha quedado probada para n =k + 1.

I ”E

Por el principio de induccion se deduce ahora que la férmula conjeturada,

P—33 45+ 4+ (=D)"(2n — 1) = (=1)""n(4n? — 3)

es cierta para todo n € N.

En la pagina de pasatiempos de un periédico se proponia este problema: “Dos ninos,
Antonio y José, tienen 160 tebeos entre los dos. Antonio cuenta los suyos de 7 en 7 y le
sobran 4. José cuenta los suyos de 8 en 8 y también le sobran 4. ;Cuédntos tebeos tiene
cada uno?”

Al dia siguiente en el peridédico se daba esta solucion: “Antonio tiene 60 tebeos y José
100”. ;Puedes comentar algo sobre esta solucion?

Solucion.

Si Antonio tiene z = 4 (méd 7) tebeos, José tiene 160 — x = 4 (mdd 8). Hay entonces
dos enteros u y v tales que
r="Tu+4
160 —x =8v+4 }’
de donde se deduce
160 = Tu 4+ 8v + §;

aqui el sumando 7u tiene que ser miltiplo de 8, como lo son los demas, luego u = 8u; con
up entero. Sustituyendo y dividiendo la ecuacién por 8 queda

Tuy +v =19, o bien v=19 — Tu.

Las tunicas soluciones enteras de esta ecuacion diofdntica para las que x y 160 — x son
ambos positivos se ven en la tabla siguiente. Hay tres posibilidades y el peridédico solo dio
una.

up |l u | v | x |160—2z
00119 4 156
1] 8]12] 60 100
2 (16| 5 | 116 44




20. (a) Prueba que si el nimero natural n es mayor que 1, el nimero n* + 4" nunca es primo.
(b) Descompén en producto de dos factores el ntimero 13% + 2016 - 312558750.

Solucidn.

(a) Identidad de Sophie Germain:

a* 4+ 4b* = (a* + 2b* + 2ab)(a® + 2b* — 2ab).

Si n es par, n! + 4" es par (y mayor que 2).
Sinesimpar,n=2m-+ 1y
nt 4" =npt 442 = pt 4. (24
Aplicando la identidad de Sophie Germain tenemos:
n*+4" =n*+4.(2m)*
= (n® +2(2™)* 4+ 2n(2™)) (n® +2(2™)* — 2n(2™)) .
(b) En primer lugar, descomponiendo en factores el segundo sumando podemos escribir
13® + 2016 - 312558750 = 169" + 4 - 630"
Aplicando ahora en esta expresion la identidad de Sophie Germain tenemos

169* + 4 - 630*
= (169* + 2 - 630% 4 2 - 169 - 630)(169* + 2 - 630> — 2 - 169 - 630)
= 609421 - 1035301.



