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Seminario de problemas. Curso 2019-20. Soluciones Hoja 3

Escribimos n como suma de potencias de 10, n = d,10*+- - -+d,10+d, donde dy, . . . , dy, do
son los digitos de n. Puesto que n es multiplo de si mismo, por cumplirse el criterio de
divisibilidad, n divide a dy, + - - + dg. Asi, dy + - - - + doy > dp10* + - - - 4+ d,10 + dp. Esto
solo es posible sidy = -+ =dy; = 0. Asi que n = dy € {1,2,...,9}. Para estos ntimeros la
suma de los digitos de 9n es 9. Asi, por el criterio, 9 es miiltiplo de n. Por tanto, la tinica
posibilidad esn =3y n=29.

Sacando factor comtn 2!%°2 nos queda 5% — 1. Comprobamos la méxima potencia de
2 en {16,8,4,2,1} que divide a 5'°9? — 1. Puesto que 5° = 1 (mdd 16), el problema se
reduce a comprobarlo para 52 — 1, y esa potencia es 8. Por tanto la solucién es la D.

Observa que sin > 1 yn = cd+r con 0 < r < d entonces [%} = ¢ por lo que
d [%] =n —n %d donde n %d denota el resto r de dividir n entre d. Multiplicando por 6,

la igualdad del enunciado es equivalente a

61+ 2010 = 6 {%"} +6 [%”} — 3n— (3n) %6 + 4n — (4n) %6

es decir, a
n = 2010 + (3n) %6 + (4n) %6. (1)

Los valores posibles para (3n) %6 son 0,3 mientras que para (4n) %6 son 0,2, 4. Asi pues
las posibilidades son n = 2010,2012,2013,2014,2015,2017, y todas cumplen (1).

La preguenta es la misma que hallar el nimero de divisores de 1000000 = 2° x 5° que
sean > 64. Es decir, 7% 7 = 49 divisores de 1000000 menos los 12 que son < 63 quedan
37. La respuesta es la B.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que x > y. Si y = x entonces la igualdad
queda p* = 22 y la tinica solucién en tal caso es p = 2, z = y = 2, que es una solucién
valida.

(z + y)(2® — zy + )

Asumamos = > y. Factorizamos 3 4 y3 como p4 = 3+ y3 =
= 0 (mdd p). Esto nos deja

donde ambos factores son > 2. Asi y = —x (méd p) y 322
dos posibilidades

1. Posibilidad z = 0 (méd p): esto también implica que y = 0 (mdd p). Asi, x = pz,
y=py1 yp= (21 +y)(x? — 1191 +y3) con ambos factores > 2, lo que no es posible
al ser p primo.

2. Posiblidad p = 3. En este caso, 3* = 23 + y3 no es tampoco posible sin mds que
examinar los posibles valores de x (z = 2, 3,4).

Asi pues, el tinico primo posible es p = 2.

Médulo 4, 3% — 8 = 22 se convierte en (—1)® = z%. Los cuadrados médulo 4 son 0, 1, por lo
que a es par; es decir, a = 2b. Cambiando x por —x podemos asumir que x > 1y asi —8 =
72— (3%)?% = (z—3%)(2+3°) implica que (z+3°, 2—3%) € {(1,-8),(2,—4), (4,-2),(8,—1)}.
Sumando las componentes de la pareja tenemos 2z € {—7,—2,2,7}. Asi, x = 1. Por tanto
las soluciones para z son z = £1 y las posibles potencias de 3 son {9}.
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Supongamos que n si divide a 2" — 1. Consideramos el menor primo p que divida a n. Por
un lado, 2" = 1 (méd p) y por otro lado, por el pequenio teorema de Fermat, 2°~1 = 1
(méd p). Asi, por la identidad de Bézout, 22°4"P=1) =1 (méd p). Ahora bien, al ser p el
menor primo que divide a n, med(n,p — 1) = 1. Por tanto 2 =1 (mdéd p), lo que implica
que 1 =2 — 1 es multiplo de p. Imposible. Asi que n no divide a 2" — 1.

Comprobando para p = 2,3,5,7 vemos que p = 3,7 son respuestas validas pero 2,5 no.
Nos fijamos en los primos p = 2k +1 > 11. Aqui k£ > 5.

Sabemos que 2P~! — 1 = pm? para algin m. Por tanto pm? = 22% — 1 = (28 — 1)(2¥ +1).
Puesto que med (2% —1, 28 +1) divide a 2 pero 2+ 1 es impar, este mecd es 1. En particular,
uno de ellos tiene que ser un cuadrado perfecto.

Si 2% + 1 = a? entonces, como k > 5, a > 5. Ahora bien, 2 =a*> — 1= (a —1)(a + 1) y
med(a — 1,a + 1) divide a 2. Por tanto o bien a — 1 € {1,2} o bien a + 1 € {1,2}, lo que
es imposible ya que a > 5.

Si 28 — 1 = a? entonces, como k > 5, médulo 4 tendremos —1 = a2, lo que es también
imposible.

Concluimos que los tinicos primos que cumplen la condiciéon son p = 3, 7.

El caso (1, p) es valido para cualquier primo p. Mirando los posibles n parap =2y p =3
obtenemos los casos (2,2) y (3, 3). Nos centramos en primos p > 5y n > 2. En tales casos,
obviamente n es impar.

Elegimos un primo ¢ minimo que divida a n, asi (p—1)"4+1 =0 (mdd q). Por tanto, p—1
es primo con ¢ y asf también (p—1)7"! =1 (mdd q). Puesto que med(2n,¢—1) = 2, por la
identidad de Bézout deducimos que (p—1)?> =1 (méd q). Es decir, o bien p—1 = —1 o bien
p—1=1 (méd q). En el primer caso p = ¢ mientras que en el segundo 1 = (p—1)" = —
(méd ¢) implica que ¢ = 2, lo que es imposible ya que n es impar. Concluimos que p = ¢
divide a n. Ademads, por la cota sobre n esto implica que n = p.

Hemos de ver ahora qué primos > 5 cumplen que (p — 1)? + 1 es divisible por p?~!. Una
forma muy bonita es desarrollar

(-1 +1=p"— (p)pp‘li---vL( P )p—1+1
1 p—1
para observar que la mayor potencia de p que lo divide la determina (pf 1) p = p*. Por
tanto p — 1 < 2, lo que es imposible. Asi que solamente aparecen como soluciones

(1,p),(2,2),(3,3).

Otra forma es escribirse (p — 1)? +1 = ¢pP~! para algtin ¢. Médulo p — 1 obtenemos que
¢ = 1. Por tanto ¢ € {1,p,2p,...}. Puesto que (p — 1)? + 1 < p? obtenemos que ¢ = 1,
es decir (p — 1)? +1 = pP~!. En este punto puede usarse el lema LTE para concluir que
p—1=uv,((p—1)P+1)) =v,(p) + v,(p) =2, lo que implica que p = 3, imposible ya que
p=>5.

Otra forma mas es, en lugar de usar el lema LTE, escribirse (p — 1)P = pP~! — 1 =
(p* — 1)(p* + 1) donde 2k = p — 1 (aqui k > 2). El factor p* + 1 tiene mcd méximo
comtn divisor 2 con p — 1. Por tanto p® — 1 es una potencia de 2 (y es > 24). El factor
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p*¥ + 1 también tiene med 2 con p¥ — 1, asi que p¥ — 1 no puedes ser multiplo de 4. Si
k es par, p¥ — 1 es multiplo de 4, imposible. Si k es impar entonces p* +1 = 2P~ y
asf (2k + 1)* + 1 = 4*. Esto implica k < 1 y por tanto p < 3, imposible.

Demostramos la sugerencia. Primero observamos que

mcd(2m _ 1, on _ 1) — 2mcd(m,n) -1

En efecto, si d = med(2™ — 1,2™ — 1) entonces 2" = 1y 2" = 1 (mdd d). Por tanto,
usando la identidad de Bézout, 2m4(mn) = 1 (mdd d). Asi que d divide a 2medtmn) — 1,
Ahora bien, 2mcd(mn) _ 1 eg divisor comin de 2 — 1y 2" — 1 ya que 2™ = 1,2" = 1
(mé6d 2medmn) — 1), Por tanto med (2™ — 1,27 — 1) = 2medimn) 1,

Como med (2% + 1,2° + 1) divide a med(22¢ — 1,220 — 1) = 2med(2a20) _ 1 =92 1 =3 ya
que a y b eran ntimeros impares primos entre si podemos concluir que med(2¢ + 1, 2% + 1)
es a lo sumo 1 0 3. Como 2 = —1 (mdéd 3) entonces 2* +1 = 0 (mdd 3), lo mismo que
20 4+ 1. Asf que

med(2% + 1,2° + 1) = 3 si a, b son impares primos entre s

Basta demostrar que 2P"P» 4 1 tiene al menos 2n divisores primos distintos.

Examinamos el caso de un solo primo p;. Hemos visto que 2P* + 1 es multiplo de 3 pero
no de 9 = 23+ 1 ya que p; es primo con 3. Como 2P +1 =1 (méd 4) y 3= —1 (mébd 4)
entonces 2P + 1 posee un divisor primo # 3 que es congruente con —1 médulo 4 y que
aparece elevado a una potencia impar (a este tipo de divisores primos de un nimero los
vamos a llamar divisores buenos). Puesto que 2”* + 1 posee al menos dos divisores
primos, tiene al menos 4 divisores.

Examinamos el caso general. Basta demostrar (por induccién) que 2P P + 1 tiene al
menos 2n — 1 divisores buenos ya que junto con el 3 esto da al menos 2n divisores primos,
y por tanto al menos 4" divisores.

Que 2P 4 1 tiene al menos 2 x 1 — 1 = 1 divisores buenos lo hemos visto. Supuesto que
2PrPn—1 4 1 tiene al menos 2(n — 1) — 1, como 2P1"Pr-1 1y 2P 4 1 dividen a 2PV + 1,
usando la sugerencia obtenemos al menos 2n—2 divisores buenos. Pero como 2P*"Pr 41 = 1
(méd 4) entonces ademés del 3 y de esos 2n — 2 divisores buenos debe aparecer algun otro
divisor bueno. Por tanto hay al menos 2n — 1 divisores buenos para 2P*"P» + 1.

Consideramos cualquier p que divida a n. Médulo p se tiene que 2" = —1. Asf que 22" = 1,
al igual que 2P~'. Por la identidad de Bézout, 2m¢d?mr=1) = 1 (mdéd p).

Si p es el menor primo que divide a n entonces n es primo con p — 1 y asi, por lo anterior,
22 = —1 (méd p). Es decir, p = 3. Para hallar el exponente de 3 como divisor de n
observamos que por el lema LTE y por ser n? divisor de 2" + 1,

2u3(n) = v3(n?) < v3(2" +1) = v3(2+ 1) + v3(n) = 1 + v3(n)

lo que implica que v3(n) = 1. Por tanto podemos escribir n como n = 3m donde m es
primo con 3. Obtenemos que 9m? divide a 8™ + 1.



Sim = 1 entonces n = 3y tenemos una solucién correcta. Si m # 1 entonces nos volvemos
a fijar en el menor primo ¢ que divida a m. Por el mismo motivo que antes, 20¢d(2a-1) = 1
(méd q) y como m es primo con g — 1 entonces 22*3 =1 (méd ¢q). Esto implica que ¢ = 7.
Asi pues, médulo 7, 9m? =0 = 8™ + 1 = 2, lo que no es posible. Concluimos que n = 3
es la tnica solucion.



