Seminario de problemas. Curso 2025-26. Hoja 1

1. Hallar S, sabiendo que: §, = _—— + L + L +...t 1 .
1.2 23 34 nn+1)
Solucion:
Resolvemos aplicando el método de induccidon matematica:
1 1 1 1 1.1 4 2
1T T AT, 2T T =t 5
1.2 2 12 23 2 6 6 3

1111116+2+193
—t—t— =t =+ —

1.2 23 34 2 6 12 12 12 4
Intuimos que el numerador es el indice del término que se esta calculando y el denominador una

3

unidad més, es decir: S, -
n+l
n+1
Aplicando induccion, veamos si S, = :
n+2
Sn+]=L+L+i+...+ L, ! =Sn+;=
1.2 23 34 nmn+1) (n+1)(n+2) (n+)(n+2)
_n 1 _n(n+2)+1  n +2n+1 B (n+1) _n+l
n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+)(n+2) n+2
2025
Por tanto: S,,,s= ——
2025 2026

2. Demuestra que la suma de cubos de tres nimeros naturales consecutivos es multiplo de 9.

Solucion:
(n—l)3 +n +(n+1)3 =(n3 -3’ +3n—1)+n3 +(n3 +3n’ +3n+1)=3n3 +6n=3n(n" +2)
Si n=0(mdd.3):3n =0 (mod.9)
Sin=1(méd.3):n* +2=0(méd.3)—3(n> +2) =0 (mod.9) \ = 3n(n” +2) = 0(mdd.9)
Si n=2(mod.3):n*> +2=0 (méd.3) —3(n* +2) =0 (méd.9)

3. Un numero entero se escribe con tres cifras diferentes. Obtenemos tres nimeros de dos cifras
cada uno suprimiendo respectivamente la cifra de las centenas, la de las decenas y la de las
unidades. La suma de estos tres nimeros es la mitad del nimero de tres cifras inicial.

Hallar los nimeros que verifican esta condicion.

Solucion:
Sea el namero inicial (abc).
Al suprimir alguna de sus cifras, se transforma en (bc), (ac) y (ab).
Se debe cumplir que: (abc) = 2((bc) + (ac) + (ab)).
100a + 10b + ¢ = 2((10b+c) + (10a+c) + (10a+b)) = 40a + 22b + 4c
60a =12b + 3¢ — 20a = 4b + ¢
Teniendo en cuenta que 0 <a, b, c <9 (a#0): a=1|b |5 |4 |3 a=2|b |9
c|l0|4]8 c |48

Esto nos da como posibles soluciones: 150, 144, 138, 294 y 288.
Como las tres cifras deben ser diferentes, solo son validas: 138, 150 y 294.
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4. Demostrar que para tres nimeros reales cualesquiera (x,y,z € R):
x’ +y2 +2z° 2xyt+yzt+zx

Solucion:
Lo que hay que demostrar es equivalente a: x*>+y° +z° —xy — yz —zx =0

2*+y° +z0 —xy—yz—zx) =2x"+2y° +22° = 2xy - 2yz - 2zx=(x-y)> +(z-x)’ +(y-2)° =0

5. Determina la relacion entre b y ¢ para que estén en progresion aritmética las soluciones de:
3 2
x +bx"+ex=0

Solucion:
Al no tener el polinomio término independiente, una de sus raices es x=0.
Para que las otras dos soluciones estén en progresion aritmética, tenemos dos casos:
1) x=-a,0,a— (xta)x (x-a) =x —a’x > b=0,¢c<0
-b
2) x=0,a,2a—x (x—a) (x2a) =x"—3ax’ +2a’x >b=-3a,c=2da >a=—

2

2
Por tanto, ¢ = 2(%) =£

6. Demostrar que: N = 2\’/ 454292 + %/45 ~29+/2 es un niimero entero.

Solucion:

N° = (%45 + 2942 + 345 - 29\/5)

3

3

3 2 2
—1345+292) +3(345+292) 345-292 +3345+292{345-29/2 ) +(3 45—29\/5) -
=45+29\/5+33d45+29\/53d45-29\/5-(%/45+29\/§ +3J45-29\/5)+45-29\/_=

=90 +33/45% 2972 (%/45 1292 +3/45 - 29\/5) ~90+37-N (3\/452 2920 = Y343 = 7)

Asi, N* =90 + 21:N, luego N es raiz del polinomio N* —21-N —=90.
Si tiene alguna raiz entera, debe ser divisor de 90.
Con la raiz N = 6 obtenemos respuesta afirmativa (63 -216-90 = ()) y, aplicando Ruffini:
1 0 =21 -90

6 36 90

|1 6 15 0

Con el cociente N° + 6N + 15 no se obtiene ninguna raiz real mas.
Por tanto N = 6.

N=6




7. Sobre un diametro de una circunferencia dada, se toma un punto arbitrario A. El punto B es uno de
los extremos del didmetro perpendicular al que contiene al punto A. La recta BA corta a la
circunferencia en P. La recta tangente a la circunferencia en el punto P, corta en C a la
prolongacion del didmetro que contiene a A. Demostrar que CA = CP.

Solucion:
El triangulo BOP es isosceles pues dos de sus
lados son radios (OB = OP):
a=<0BP=<0OPB
El tridangulo BOA es rectangulo y por tanto el
angulo en A es el complementario del de B:
f=<0A4AB =90~
Los angulos <OAB y <CAP son iguales pues
son opuestos por el vértice:
<CAP =<0A4AB=p
\ El angulo <CPA es el complementario de
<OPA dado que la recta tangente en P es
perpendicular al radio OP.
<CPA=90°-a=p

Asi, <CPA = <CAP, luego el triangulo ACP es is6sceles y, por tanto, CA = CP.

8. En el cuadrado de vértices A, B, C y D, de lado a, se trazan los arcos BD y AC con centro en A
y en B respectivamente, y radio a. Los dos arcos se cortan en M. Hallar el radio del circulo
inscrito en el triangulo curvilineo AMB.

Solucion:
D a C
M En el tridngulo rectangulo AFO, los catetos son a/2
(mitad del lado del cuadrado) y r (radio), mientras que la
hipotenusa es a—r (radio del arco BD menos el radio OE).
E
Aplicando el teorema de Pitagoras:
2
© (%) +r°=(a-r) > a’+4r° =4a’ - 8ar +4r°
r
— 8ar=3a’— 8r=3a—r =3§a
A B




9. Por el punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo se traza una recta que corta al
cateto mayor con un angulo de 45°, determinando asi dos segmento en el cateto. Calcular, en
funcion de la hipotenusa, la suma de los cuadrados de estos dos segmentos.

Solucion:
c

A

Siendo OF perpendicular desde el punto medio de la
hipotenusa al cateto mayor, se tiene que el triangulo
OFD es isosceles y por tanto DF = OF que es la
mitad de CA (b/2):
BF=n+2-M¥0_lpy
2 2 2
—2n+b=m+n— b=m-n

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo ABC:

a’ =b’ +(m+n)’ =(m-n)’ +(M+n) =2m’ +2n°
2

a
— a’=2(m’ +n’) — m2+n2=?

Se procede de forma analoga si la recta que forma 45° con el cateto mayor corta a éste a la
izquierda del punto F en lugar de a la derecha:
C

10. En un grupo de 24 alumnos que han escogido al menos una de las asignaturas de Ciencias,
Geografia y Matematicas, 5 alumnos escogen, al menos, Ciencias y Geografia, 3 Ciencias y
Matematicas y, 6 Geografia y Matematicas. El nimero de los que escogen s6lo una de esas
asignaturas es el mismo para las tres. (Qué numero de alumnos ha escogido cada una de esas

tres asignaturas?

Solucion:
Denotemos por x al nimero de alumnos que
escogen solo una de las tres asignaturas y que
es el mismo para las tres.
Llamamos y al nimero de alumnos que eligen
las tres asignaturas.
Con la informacion del diagrama sabemos
que:
3x+(GCYHE-yH6-y)+y =24
3x -2y +14=24
3x-2y=10
Teniendo en cuenta que X € y son nimeros
enteros y que y<3:

Geografia

(KN

Matematicas

Ciencias

x |4 |6 Han elegido Ciencias: x + ((5-y)+(3-y))ty=x-y+8=4—-1+8=11

y |1 |4 (novale) | Han elegido Geografia: x + ((5-y)+(6-y)ty=x—-y+11=4-1+11=

14

Han elegido Matematicas: x + ((6-y)+(3-y))ty=x—-y+9=4-1+9 =



12



