Seminario de problemas. Curso 2023-24. Hoja 1

(Cuantos numeros enteros estrictamente positivos y menores que 2023, son producto de dos ntimeros
pares?

Soluciodn:

2a - 2b=4ab <2023 =>ab < % = 505,75 => 505 niimeros
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Calcula la suma de las cifras de . ¢ Cuantas cifras tiene?

Solucion:

2202052023 = 53 .10%%20 = 125107, Este namero est4 formado por 125 seguido de 2020 ceros.

Tiene 2023 cifras y suman 8 (1+2+5)

(Qué nimero es \/10—4\/6 —\/10+4\/E ?

Solucion:

Si a=v10-46 10446 :
0> = (10-476)+ (10 4+ 4v6) - 2110 - 47610+ 446 =20-2,/10° ~4%-6 =20-2-2=16
=> g =16 = =4

Como 110-416 <10+ 446 => a = —4

Las soluciones de la ecuaciéon x° — 2x* +4x—1=0 son a, by c. Calcular el valor de at+ b+
Solucién:

Para cada solucion de la ecuacion, por ejemplo, a: a® = 2a° +4a—1=0 =>a’ =2a* —4a + 1

Asi,d*=a-a’=a-Qa’-4a+1)=2a’-4a*+a=2-Qa*-4a+l)-4a’+a =
=4a’-8a+2-4a*+a=-Ta+2

Analogamente: b*=-7b+2 y ¢'=-7c+2

Portanto: a* +b* +c¢*=(-Ta+2)+(-7b+2)+(-Tc+2)=-T(a+b+c)+6

Por las reglas de Cardano, la suma de las tres raices de x* — 2x* + 4x — 1 es —(-2) =2

Luego, a'+b'+c*=-7-2+6=-8

Si dos de las medianas de un tridngulo son perpendiculares y miden 8 y 12 cm, calcular el area del
triangulo, en cm’.
Solucion:

Siendo el triangulo ABC de medianas AN =8 cmy BM =12 cm con AN L BM,

2 =48cm’.

el area del cuadrilatero (trapecio) ABNM es

El area de MNC es la cuarta parte del tridngulo original ABC puesto que sus lados

4
son la mitad. Luego MNC es la tercera parte de ABNM: ?8 =16 cm’.

Asi, el area de ABC es 48 + 16 = 64 cm>.
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(Cual es el cociente entre el area sombreada y el area total del rectangulo?
1 1

Solucion:
1
Por ser los tridngulos PNB y DAB semejantes: X 5 = 2x=y D 1 1 C
y
1
Por ser los triangulos PNM y CBM semejantes: li = 1 = 1 =
-y
x=1- y X y
2x =y 1 4 1 M N 1 B
=> = x=1-2x => x=—
x=1-y
, I % 1

Y, por tanto, el area de MBP es: T = g

. . . . < 2-1 1 1 5
El area sombreada es medio rectangulo menos el area del triangulo MBP: ENr =1- 3 = re

%%
El cociente solicitado es: /6 _ 2
21 12

Dos circulos iguales, de radio 10, son tangentes exteriores. Las tangentes al circulo de la derecha se
cortan en el centro del circulo de la izquierda. ;Cuanto vale el area de la zona sombreada?

Solucion:

Se forman dos tridngulos rectangulos teniendo por catetos la tangente y el
radio de la circunferencia de la derecha (10) y, por hipotenusa, la distancia
entre los centros (20). Ambos son como un cartabon, siendo los angulos de
30°, 60°y 90°.
Ademas:

x> =207 10> =400 -100 = 300 = x =~/300 =103
El 4rea sombreada es la de los dos triangulos rectdngulos iguales formados menos dos sectores circulares
de 60° (a la izquierda) y 120° (a la derecha).

Su valor es: 2- %-ém& -%mo2 =100+/3 - 507

P es un punto interior del rectangulo ABCD tal que PA =3 cm, PD =4 cmy PC =5 cm.
(Cudl es la longitud, en centimetros, del segmento PB?

D c
N 5
5 F
A 'B
Solucioén: D c d c
Aplicando el Teorema de Pitdgoras a los triangulos que tienen b - 5 b
por diagonales P4, PDy PC:
a 3 "5 Rl a
A c 7, B
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a’+c*=3"=9 a’>=9-¢?

b*+c*=4>=16 == [b* +c* =16

b*+d*=5"=25 d* =25-b*
PB*=a’+d>=(9-c*)+(25-b*)=34-(b* +c*)=34-16=18.
Por tanto: PB=\/E =3\/§cm.

Si3“=4,4"=55=6,6'=7,7 =8y 8=09, ;cuanto vale el producto abcdef?
Solucién:

3N = (1 3°))))) = ()T = (599 = ((69) =(7)=8"=09
3abedef = g = abcdef = 2

Aqui se muestra un trozo de la grafica de la funcion f{x) = ax’ + bx’ + cx + d.
(Que se puede decir de los valores de a, b, ¢y d?

Solucion:

f0)=2=>d=2
f()=0=>a+b+c+d=0 }
f1)=0=>-a+b-c+d=0
Sumando: 2b +2d =0=>b=—-d=-2
Restando: 2a +2¢c =0 =>a=—-c
Siendo las tres raices del polinomio x; = —1, x,= 1 y x;> I, por las reglas de Cardano:

—X] Xy X3 =>x3= =
a

Cc . .,
X7 Xy T X X3+ X7 x3 => — = —1 (informacién redundante)
a

QI |0 o |,

2 . .
—(x; + X2 + X3) => — = x,(informacion redundante)
a

a > 0 por la forma de la funcion cubicay x;= 2 >]=>0<a<2.
a

Resumiendo: 0 <a <2 ,b=-2,-2<c<0y d=2

En una liguilla de fatbol con cuatro equipos a doble partido (3 puntos por partido ganado, 1 punto por
empate y 0 puntos por la derrota), conocemos las puntuaciones 16, 8 y 2 de tres de ellos. Si sabemos que
en total hubo 5 partidos que terminaron con empate, ;cuantos puntos obtuvo el cuarto equipo?

Solucion:

Entre cuatro equipos a doble partido hay un total de 12 partidos.
Como 5 de ellos acaban en empate, los otros siete serdn victorias de uno de los dos equipos enfrentados.
El nimero total de puntos repartidos es: 7-3 + 5-(1+1) = 31 puntos.
Si tres de los equipos han obtenido 16, 8 y 2 (26 puntos), al cuarto equipo le corresponden:
31 —26 =5 puntos



