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. Calcula la tltima cifra del nimero 20192018*""

Solucidn.

Puesto que solo nos interesa la ltima cifra, el problema es equivalente a obtener la tltima

cifra de

ol

920182017"

Ahora bien, las potencias de 9 acaban en 1 o en 9, dependiendo si el exponente es par o
impar. Pero el exponente es igual a
1

20182017

que, al ser una potencia de 2018, obviamente es par y el niimero acaba en 1.

. En un tridangulo ABC se trazan paralelas a los lados, formandose cuatro triangulos en el
interior, como se ve en la figura de abajo. Si las areas de estos tridngulos son las que se
indican, 1 cm?, 4 cm?, 9 em? y 36 cm?, jcudl es el area del tringulo ABC? .

Solucidn.

Es evidente que todos los tridngulos sombreados son semejantes entre si y semejantes
al tridngulo ABC'. Llamemos k a la base del triangulo de area 1. Entonces, se tiene lo
siguiente



4 3k A
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36
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De aqui se sigue que la relacion entre los lados del tridangulo grande respecto al de area 1
es 15, por lo que su drea es 152 veces mayor, es decir 225.

3. Dados tres circulos tangentes entre si y tangentes a una recta comuin (ver figura), con

. 11 1
radios x >y > z, prueba que EEAEY

Solucion.

Consideremos los siguientes triangulos

Tty

Por el Teorema de Pitagoras se tiene:

a? = (z+2)2-(r-2)2=4dzxz = a=2xz,
0 = (y+2)?-(y-2)°=4yz = b=2yz,
(a+b)? = (z+y)?-(rx-y)?=4doy = a+b=2/xy
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De aqui se sigue que:
Vry =rz +\/yz
y, dividiendo por ,/xyz, se llega a la igualdad pedida.

. Sea p un numero primo mayor estricto que 3. Prueba que p? — 1 es divisible por 24.
Solucion.

Por tratarse de un ntimero primo mayor que 3, el niimero p es impar y no es multiplo de
3. Por tanto, se cumple lo siguiente:

e p—1y p+1son pares y uno de ellos multiplo de 4.

e Uno de los nimeros p—1, p+ 1 es multiplo de 3.

Puesto que p? -1 = (p—1)(p+ 1), teniendo en cuenta las observaciones anteriores, el
producto es miltiplo de 8 y de 3, por lo que p? — 1 es multiplo de 24.

. Podemos comprobar que 3 x4 x 5 x 6 = 360 = 192 — 1. Prueba que el producto de cuatro
enteros consecutivos es igual a un cuadrado perfecto menos uno.
Solucion.

Sean n—1, n, n+1 y n+2 los 4 nimeros consecutivos. Entonces, tenemos que probar que:
(n-Dn(n+1)(n+2)+1
es un cuadrado perfecto. Ahora bien, desarrollando la expresion anterior, resulta
nt+2n3 -n?-2n+1.
No es dificil ver que n* +2n3 —n? -2n+1 = (n?+n-1)2. Es decir

(n-Dnn+1)(n+2)=n*+n-1)>-1.

. De dos puntos A y B, separados por una distancia de 100 km, parten simultaneamente al
encuentro dos ciclistas con velocidades de 20 km/h y 30 km/h, respectivamente. Junto con
ellos, también parten al encuentro dos moscas con velocidad de 50 km/h. Las moscas vue-
lan hasta que se encuentran, después vuelan de regreso hasta encontrarse con los ciclistas,
vuelven y vuelan hasta encontrarse de nuevo, y asi sucesivamente. ;Cuantos kilémetros
en direccion de A a B recorre cada mosca antes de que los ciclistas se encuentren?

Solucidn.

La distancia recorrida entre los dos ciclistas hasta encontrarse es, obviamente, la distancia
que los separa, es decir 100 km. Esa distancia es como si la recorrieran a 50 km/h (la suma
de sus velocidades), por lo que habran invertido 2 horas hasta el momento de encontrase.
Por tanto, cada una de las moscas ha estado volando 2 horas y en ese tiempo habran
recorrido 100 km cada una de ellas.



Por otra parte, el punto de encuentro de los ciclistas estd a 40 km del punto A y a 60 km
del punto B, que es donde acaban finalmente las moscas.

La mosca que parte de A, que ha recorrido 100 km, necesariamente ha hecho 40 km en
direccién By los otros 60 km habran sido la mitad en un sentido y la mitad en el otro (de
otro modo no habria acabado a 40 km de A). Asi pues, ha recorrido 70 km en direccién
de A a B.

Razonando analogamente, es facil comprobar que la otra mosca ha recorrido 20 km en
direccion de A a B.



