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Seminario de problemas Curso 2019-20. Hoja 2

Demostrar que la suma A, = 1172 + 1227+ eg divisible por 133 cualquiera que sea el
numero entero n > 0.

Solucion:

Veamos que no es cierto paran = 1:

11% + 123 = 3059 = 23 - 133

Supongamos que es cierto para n = k, es decir, para un niumero entero m, Suponemos que
11FF2 4 122 = 133 . m.

gSerd cierto paran =k + 12, es decir, sse cumplird para algin numero s que:
113 4 127+ = 133 . 57

Usamos la H.I. y usamos que, si un nimero a es maultiplo de b, entonces a—b sigue siendo
maultiplo de b para obtener el resultado:
1153 4 192648y 11h+3 4 192043 4 11 192 = 11(1142 4 1) + 122(12% 1 — 1) =
= 11(11772 1) + 11(122F — 1) + 133(12% — 1) =
= 11(1172 4 122+ 1 133(12% 4! — 1) =
=11-133-m + 133(12%* —1) =133 - 5.

. Pueden las 2" secuencias binarias de longitud n ser organizadas de forma que dos se-
cuencias binarias consecutivas difieran exactamente en un simbolo?

Solucién:

Para el caso base es trivial: {0,1}. En el caso de secuencias binarias de longitud 2
escribimos la primera secuencia en un sentido y el contrario primero con el digito 0 y
después con el digito 1: {00,01,11,10}. Se sigue una construccion recurrente:

{000,001, 011,010, 110,111,101, 100}

{0000, 0001, 0011, 0010, 0110, 0111, 0101, 0100, 1100, 1101, 1111, 1110, 1010, 1011, 1001, 1000}

Encontrar todos los niimeros naturales tales que 10™ 4+ 11" + 12" = 13" + 14™.
Solucién:

Se comprueba que n = 0 y n = 1 no son soluciones mientras que n = 2 si que lo es.
Demostramos por induccion que P(n) : 10"+ 11" 412" < 13"+ 14" se cumple para n > 2.

Veamos que no es cierto para n = 3:

10% + 11% + 12% = 4059 < 4941 = 13% + 145,



H.I. Supongamos que es cierto para n =k, es decir,
107 + 11F + 12F < 13% + 14
gSerd cierto paran =k + 1%, es decir,
LOFHL 4 1A+l okt o (ghtl 4 gkt
Usamos la H.I. para obtener el resultado:
10FFE 4 1177 o 12M = (107 - 11F - 129) - 10 + 117 + 2 12F <
< (13F +14F) - 10 + 117 +2- 127 < (13F +14F) - 10 + 3 - 137 +- 4 - 147 = 1311 145+,

16. Demostrar la siguiente desigualdad para cualquier n > 1, n! < (”T“)"
Solucién:

Usando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica =2 > \/xy
tenemos para todo 1 < k <n un valor de k:

1 — 1
n—21— :k+(n2k—|— )Z =kt D)

De esta forma se cumple que:

n

n+1 Hn+1 ﬁ VEk(n —k+1)=nl.

2
k=1

17. Demostrad la siguiente desigualdad para n > 3, n"*1) > (n 4 1)"
Solucién:

La desigualdad es equivalente a la siguiente desiqualdad dividiendo entre n™ y probamos

por induccion.
1 n
> (1 + —)
n

43 64 10
=2 —94 =
5> 3327 N 27

B.I Veamos que es cierto para n = 3:

H.I. Supongamos que es cierto para n, y usando la hipdtesis inductiva:
1 1 1 n 1 n+1 1 n+1
n+l=n(l4+—-|>(1+— 1+—-) =1+-— > 1+
n n n n n+1

18. Demostrad por induccién que se cumple la siguiente desigualdad para cualquier n € N:

S 1
— =t =t = <2Vn

Viov2 V3 Vi

Solucion:



B.I Veamos que no es cierto paran = 1:

%<2\/I

H.I. Supongamos que es cierto para n =k, es decir, suponemos que

Lol Lo oon
VioV2 V3 Vk

gSerd cierto paran =k + 17, es decir,
1 1 1 1 1
—t =t =t b=+

Viov2 V3 VE  VE+1

Usamos la H.I. para obtener el resultado.

<2Vk+ 1.

I N
Vi V2 V3 VE  VE+1 k+1

Esto es equivalente a comprobar

1
2k + <Wkt1le2WVi2tk+1<2k+2

VE+1
S2VE2+k<2k+1
S Ak + 4k < 4k% + 4k + 1

19. Comprueba la siguiente desigualdad Y )", /(i +1)' < (n+ 1){(Vn € ZT)
Solucién:

Comprobamos el siguiente resultado previamente:
(n+1)" < (n+1)!—n!
para cualquier entero n > 3. Esto es equivalente a comprobar que:
= m+1D)"<((n+D)!=n)? <= n+1)" < (n-n!)?

Usando que, dados a y b dos enteros positivos mayores o iquales que 2 entonces a+b < ab,
tenemos que:

(2+(n=1))3+(n=2))(4+(n=3)) -- - (n=1)+2) < (2:(n=1))(3:(n—-2))(4-(n=3)) - -- (n—1)-2)

(n+1)"2?<(n-1"

y usando que:
4

n+l<n® = (n+1)*<n
Concluimos entonces el resultado previo necesario:
(n+1D)"Hn+1)*< (-0 = (n+1)" < (n-n!)?

Ahora demostraremos el problema aplicando induccion.
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B.I Veamos que no es cierto paran =1,2,3:

V2<2V2+3<6,V/2+11 <24

H.I. Supongamos que es cierto para n =k — 1, es decir, suponemos que

i\/(i‘i‘l)i < k!

gSerd cierto paran = k?, es decir,
k

> Vi+1) < (k+1).
i=1

Usando el resultado previo v/(n+ 1)* < (n+ 1)! — n! para obtener el resultado.

Vi1 <> i+ )i+ (k+1F <B4 ((k+ 1) = &) < (k + 1)

1=

k k—1

=1

20. Si n es una potencia de 2. Prueba que entre 2n — 1 ntimeros hay n de ellos tales que su
suma es divisible entre n.

Solucion:

B.I El resultado es cierto paran =1 ya que entre 3 numeros siempre hay 2 de ellos tales que
su suma es divisible entre 2

H.I. Supongamos que es cierto para 2,n y demostramos que es cierto para 2n. Entre 4n — 1
numeros, podemos encontrar n tales que su suma es divisible entre n. Llamamos a la suma
de estos na. Entre el resto de ellos, es deciir, 3n — 1 nimeros, podemos encontrar n tales
que su suma es divisible entre n. Llamamos a la suma de estos nb. Otra vez entre los
restantes, es decir, 2n — 1 numeros, podemos encontrar n tales que su suma es divisible
entre n. Llamamos a la suma de estos nc. Por ltimo, entre a,b,c, podemos encontrar
dos de ellos tales que su suma es divisible entre 2. Por ejemplo, a + b. Por lo tanto,
2n|n(a +b).



