Seminario de problemas. Curso 2023-24. Solucién de la hoja 14

137. Como se muestra en la figura, el cuadrilatero ABC'D tiene las siguientes propiedades:

138.

a) El punto medio O del lado AB es el centro de un semicirculo;

b) Los lados AD, DC, y CB son tangentes a dicho semicirculo.

Probar que
AB? = (4AD) BC.

D

Solucion. Utilizamos las notaciones del dibujo adjunto. Como la semicircunferencia es
tangente al cuadrilatero en E y F| los tridngulos rectangulos OFD y OF' D son congruen-
tes. Con iguales argumentos, son congruentes los tridngulos OFC'y OGC. También como
OA = OB y OF = OG, los triangulos rectangulos OFA y OGB son congruentes. Por
tanto,

20+ 2y +22=180° =z 4+ y + 2z = 90°%;

de donde,
/OAE=y+z2, ZODE=x+z /0BC=y+z2 ZOCB=2x+y,

LAOD =z +vy, £BOC=zx+ z.
Por tanto, los tridangulos OAD y C'BO son semejantes. De donde,

OA AD AB AB

que equivale a lo queremos probar.

Sea n un nimero natural y sean los n+ 1 nimeros distintos ay, as, ..., a,11 en 1,2,... 2n.
Probar que existen i # j tales que a; divide a a;.

Solucidn. Cada nimero a; = 2b;, con i; > 0 y b; impar, b; < 2n, j = 1,2,...,n+ 1.
Como hay n ntimeros impares en 1,2, ..., 2n, existen j # k tales que b; = by; y si j <k,
entonces a; divide a ay.



139.

140.

141.

Sean a, b, ¢ las raices de la ecuacién
22—z —1=0.
Calcular

l14a 1+0b 1+4c¢
l—a 1—-b 1—c¢

Solucion. Siy =122 &z = z—;} De modo que si P(z) = 2% —x — 1,

p=ly_ <y—1) Bk NP OIS o) el et [ Y sl Bl Y

y—l—l y+1 y+1 (y+1)3
se anula para y; = 129y, = 1840 — Lhc,

Asi, H—Z, iz, }fc son raices de la ecuacion

-1 - (-Dy+1)? -y -1 =0y +7’ —y+1=0.

Por la férmula de Cardano-Vieta

1+a+1+b+1+c
l—a 1-0 1-c¢

=7

Determinar una familia infinita de ntimeros enteros positivos a, b, ¢, d que sean solucion
de la ecuacién
at+ b+ =d.

Solucion. Se tiene
3" 43" 43" = 3"t
De modo que si n 4+ 1 es multiplo de 7 y n es multiplo de 60 = m.c.m.(4,5,6), entonces
3n — 34k‘n _ (3kn)4 — ai, 3n _ 35kn — (3k’n)5 _ bz’ 3n — 36jn _ (3]n)6 _ Cg
y
ap+0> 4+ b =3" 43" 43" =37 =3 = .
donde d,, = 3%.

Sin =060, n+1=060i+1y tomamos i = Tm — 2,m = 1,2,... concluimos que los
nimeros

Uy = 315(7m72) bm — 312(7m72) Coy = 310(7777,72) dm — 3(60(7m72)+1)/7

tienen la propiedad,

a4m 4 bf’n + Cgl _ 360(Tm—2) | 560(Tm—2) | 360(Tm~2) _ 360(7Tm-2)+1 _ (3(60(7m72)+1)/7)7 _ dZL-

Del conjunto de nimeros naturales 1,2, ..., n, se eliminan tres nimeros que forman una
progresion geométrica. La suma resultante es 6125. Determinar el menor valor de n y la
progresion geométrica de tres términos para los que esto es posible.

Solucidn. Se tiene

n(n+1)

1+24...+n= 5



142.

143.

Los tres ntimeros que forman una progresién geométrica tienen la forma a, ar, ar?. Asi,

n(n+1)'

a—+ar+ ar® + 6125 = 5

De modo que
n(n+1)
5

El menor nimero n que cumple la desigualdad anterior es n = 111. Por tanto,

6125 <

a+ar+ar® =a(l+r+7r?) =111(112)/2 — 6125 =91 = 7- 13.

Tenemos dos casos r entero, en ese caso, tenemosa =1, r=9;a=7,r=3;a =13, r = 2.

. . . . 2
El otro caso, r > 1 racional. Si r = %, con d > ¢ > 2 primos relativos. Como a‘ci—2 es entero

y ¢ no tiene factores comunes con d, ¢? divide a a. Si a = %k,
a( +cd+ d?) = 917 = k(2 + cd + d*) = 91.

Como ¢ >2yd >3, (c®+cd+ d*) > 19, la tinica solucién es k = 1, (¢? + ed + d* = 91;
es decir, d =6, c =5, a = 25.

Concluyendo, n = 111 y las progresiones son:

1,9,81; 7,21,63; 13,26,52; 25,30,36.

Sean a, b, c nimeros positivos tales que a + b + ¢ = 3. Probar que

a b c
> 1.
b2cta) c2atb) a2bio -

Solucion. Aplicando dos veces la desigualdad entre la media aritmética y la media geométri-
ca se obtiene

a b c 1
b(2¢ + a) * c(2a +b) * a(2b+ c) & 3{’/(20+a)(2a+b)(2b+c)
3

Z3(2c+a)+(2a+b)+(2b+c) =1

Hallar todos los niimeros enteros positivos n para los cuales todos enteros con n digitos
que contienen n — 1 digitos iguales a 1 y 1 siete son primos.

Solucion. Los valores de n para los que todos los nimeros con n digitos y que contienen
n — 1 digitos iguales a 1 y 1 siete corresponden a ntmeros primos son: n =1y n = 2,
porque 7, 17 y 71 son nimeros primos; todos los niimeros con dos 1 y un 7 son miltiplos
de 9.

n = 4 no funciona porque 1711 = 29 - 59. Tampoco n = 5, porque 11711 =7 - 1763.

Sin = 6k on = 6k + 3, entonces la suma de los digitos del niimero es n + 6, que es
divisible por 3.

Como 1001 = 10> +1 = 7-11 - 13, el nimero

N-103+m



es divisible por 7, 11 0 13 si y solo si N —m lo es por 7, 11 o 13, respectivamente.

Asi, el nimero
711...1
—
6k

es divisible por 7.
Sin = 6k + 2, como n > 5, entonces realmente, n = 6k’ + 8 con &' > 0. El nimero
1117111111...1
—
6k’
es divisible por 7, porque 11171 — 111 = 11060, 60 — 11 = 49, que es divisible por 7.
Sin = 6k + 4,

711111...1
—
6k
es divisible por 13.
Finalmente, si n = 6k + 5,
1171111...1
6k

es divisible por 7.



