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Seminario de problemas. Curso 2016-17. Hoja 14

En un circulo de radio R inscribimos un triangulo equil’atero, en el tridangulo un circulo
y asi sucesivamente. Calcula la suma de las dreas de la sucesién de circulos dibujados y
la de las areas de la sucesion de los triangulos.

Solucién: Dibujamos nuestro primer circulo de centro O y radio R; en el que inscribimos
el triangulo A, B,C}.

G

Usando propiedades bésicas de tridngulos equilateros (o razones trigonométricas) deduci-
mos que a = BiC; = /3Ry, el drea del circulo es 7R? y la altura y érea del tridngulo
inscrito T3 = A; B;C} son

3Ry 3v/3

== An =R

De este modo tenemos la siguiente sucesion de radios y areas asociados a la construccion:

((7iTCk,7k) f%k /4Ck f4jk
((7ircl,7}) ]%1 W}%% 3%3]%%

(Circy, Ty) | Ry/2 TR2/4 3V R2 /4

(Clire,, Tp) | Ry /27" mR3 /2200 33 R2/92n—1)

La sucesién de éreas de ciirculos y tridngulos son geométricas de razén —1 < 1/4 < 1,
luego la suma de las infinitas areas es:

TR} 9 1 5 1 4 RE
ZACn:ZQ2(n—1) =7T3124n_1 :WRll_l R
1

n>1 n>1 n>1

> A, = %53‘;’2% = V3R

n>1 n>1
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Calcula todos los posibles niimeros primos p, ¢, r tales que p + ¢ + r = 200.

Solucion: Exceptuando el primo 2, el resto de los primos y sus potencias son impares y
la suma de tres impares da un impar. Por tanto uno de los niimeros primos de la terna
y solamente uno, debe ser 2. Listamos los primeros ntimeros primos, sus cuadrados y sus
cubos para acotar las ternas:

a |2 3 5 7 11 13
a>4 9 49 121 169 289
a® |8 27 125 343

Desde la tabla obtenemos las siguientes posibilidades (siempre uno de los primos ha de
ser 2):

o r=22305.
e ¢=2,3,5"7,11,13.
o p=200—¢>—13.

Para r = 2 y p = 192 — ¢? primo obtenemos las ternas (p, q,r) = (167,5,2), (71,11,2) y
(23,13,2). Para ¢ =2y p = 196 — r primo obtenemos la terna (p,q,r) = (71,2, 5). Para
r =2y ¢> =198 — r3 no hay ternas vélidas.

En el plano dibujamos varios puntos distintos y trazamos todos los segmentos determina-
dos por los puntos dibujados. Si una recta r no pasa por ninguno de los puntos dibujados
y corta a exactamente 60 de los segmentos que hemos trazado. ;Cuantos puntos hemos
dibujado? 7Cuantos segmentos no son cortados por r? Dar todas las posibilidades.

Solucion: Los N puntos aparecen distribuidos entre los dos semiplanos en que la recta
r divide al plano, luego N = P + Qcon P y () el numero de puntos en cada semiplano.
Cada par de puntos determina un tnico segmento y los segmentos cortados por la recta r
son los que unen un punto de cada semiplano (un total de W), por tanto, P - = 60.
Por tanto, el problema equivale a encontrar las posibles descomposiciones de 60 = 22-3-5

en producto de dos ntimeros. Las posibilidades son:

(P.Q) | (1,60) (2,30) (3,200 (5,12) (4,15) (6,10)
N 61 32 23 17 19 16

ML 60| 1770 436 1933 76 111 60

Halla todas las ternas de reales positivos (z,y, z) que cumplan el sistema formado pos las
siguientes tres ecuaciones:

20/ (z+1)—yly+1) =1, 2y\/(y+1)—z2(z+1)=1, 2zy/(z+1)—z(x+1)=1.

Solucién: Por un lado, la simetria de las ecuaciones nos permite suponer que 0 < x <
y < z. Por otro, las expresiones las podemos relacionar con las desigualdad de las medias
aritmética y geométrica en la forma siguiente (a >0, n =2y z; = a®, 25 = a + 1):

20va +1=2va2(a+1)<a*+a+1,
) 1+V5

= a+ 1 si y solamente si a = 5

y la igualda se da si y solamente si a
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Si existen soluciones con los valores de las variables distintos, llegamos a:

2evr+1=1 +y+1<2/y+1=22+2+1<22V2+1,

que no es imposible por la desigualdad de las medias. Asi pues, en las soluciones al menos

dos variables coinciden. Si x = y, de las ecuaciones dadas obtenemos las igualdades de las

1++/5
2

medias aritmética y geométrica para a = r =y y para a = z, por tanto r =y =
1+5
yz= 9

concluye si suponemos que y = z 6 x = 2.

.Y, como 1 +z(x+1) =1+ 2(z + 1), llegamos a que z = z. Lo mismo se

Sea, ABC un tridngulo acutangulo, con N, P, Q los pies de las alturas sobre Los lados BC,
CA y AB respectivamente. Si R y S son las proyecciones de N sobre los lados AB y AC
y Ty U las proyecciones de N sobre BP y C'@Q, prueba que los puntos R, S,T y U estan
alineados.

Solucién: Para ello usaremos cuadrilateros ciclicos. Para C' cuadrildteto convexo son
equivalentes:

e (' es ciclico, esto es, se puede inscribir en una circunferencia (figura (a)).

e Los angulos opuestos de C' son suplementarios.

e El dngulo entre un lado y la diagonal es igual al angulo que forman el lado opuesto
y la otra diagonal (figura (b)).

e Teorema de Ptolomeno: la suma de los productos de los pares de lados opuestos es
igual al producto de sus diagonales ( AC'- BD = AB-CD + BC - AD) (figura (c)).

(a)

La figura siguiente corresponde al enunciado. Probaremos que S, U, R estan alineados y que
S, T, R también lo estdan, por tanto los cuatro puntos lo estaran. En la figura observamos
que:

e El cuadrildteto NSAR es ciclico (dngulos opuestos suplementarios). Por tanto,

ANSR =a=4ANAR

de donde las rectas SR y SN forman un angulo de amplitud a.
e Los tridngulos NAB y QC'B son semejantes, luego K NAB = ANAR = a = LQCB.

e LSCQ = = LSNU, luego el cuadrilatero SCNU es ciclico (dngulos entre lados
y diagonales), luego K NSU = a, luego las rectas SU y SN forman un dngulo de
amplitud a.



De lo anterior concluidos que S,U y Restan alineados. De forma anédloga se procede con
S, Ty R.

Solucion Rodolfo Larrea. El resultado se sigue por doble aplicacion directa de el Teo-
rema de Wallace-Simson (se pueden encontrar demostraciones simples de este resultado).

Teorema de Wallace-Simson. Si desde un punto P se trazan perpendiculares a
los lados de un trianngulo o a sus prolongaciones, los respectivos pies de las per-
pendiculares seran colineales si y solo si el punto P pertenece a la circunferencia
circunscrita del triangulo.

Recta de Simson

91. Encuentra los dos angulos restantes de un tridangulo acutangulo del que conoces un angulo
de 45 grados sexagesimales, sabiendo que el producto de dos de los dngulos de su tridngulo
ortico, medidos en grados sexagesimales, es 2016.

(Ayuda: el tridngulo értico de un tridngulo 7" es aquel que tiene por vértices los pies de

las alturas de T'. Observa que el triangulo ortico divide a T" en tres tridangulos semejantes
aT.)

Solucion: Dibujamos nuestro triangulo ABC'y, sobre él, su tridngulo 6rtico PQ R que di-
vide al trinulo inicial en 4 tridangulos. Es facil probar que los tres exteriores son semejantes
al inicial: ABC «~ APQ «~ RBQ «~ RPC.



-
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Supongamos que £ABC = 45° que APQR = a° y que £LQRP = b°. Tenemos que
a+b =90y que a-b = 2016. Por tanto a y b son soluciones de la ecuacién 22 —90x+2016 =
(x — 48)(x — 42), luego a = 48 y b = 42 6 al revés.



