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Seminario de problemas Curso 2022-23. Hoja 9

En medio de un gran prado hay una cabana rectangular de 7 metros de largo y 3 de
ancho. En el suelo, en una de sus esquinas, se fija una cuerda de 8 metros de largo que
en el extremo libre tiene atada una cabra. Hallar el area de pasto que puede utilizar la
cabra.

Solucion.

La cabana rectangular (pintada en gris en la imagen) tiene sus esquinas en los puntos A,
B, C y D. Fijando la cabra en el punto B, si la cabra intentara ir hacia arriba y luego
hacia la izquierda intentando alcanzar el punto D, como la cuerda no puede atravesar las
paredes, una vez esta en C, tiene 5 metros de libertad de cuerda desde C. Yendo por ese
camino, lo mas cerca que se quedaria del punto D, seria el punto G.

La misma idea si desde B, la cabra va hacia la izquierda y luego hacia arriba.
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La zona posible de pasto para la cabra es la unién de la zona roja (1/4 de circulo de radio
5), la zona azul (1/4 de circulo de radio 1) y a zona verde (3/4 de circulo de radio 8). Asi
que el area de pasto que puede utilizar la cabra es:
1 1 3 109
A:Z—L7T52+Z7T12+Z7T82:T7T m2

Si escribimos ordenadamente todos los nimeros de cinco cifras distintas que pueden for-
marse con los digitos 1,2, 3,4 y 5 (empezando por 12345, hasta 54321), ;qué lugar ocupara
351427
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Solucion.

En la lista, es claro que el primer nimero es el 12345, el segundo es el 12354 y el dltimo
el 54321. En la lista irfamos escribiendo los nimeros de la siguiente forma:

» 1 ____ (ndmeros que empiezan por 1)

Son las posibles ordenaciones de 4 elementos distintos (permutaciones sin repeticién):
asi que 4-3-2-1 = 4! = 24 nimeros empezando por 1.

2 _ __ _ (ntmeros que empiezan por 2)

4-3-2-1=4!= 24 nimeros empezando por 2.

31 ___ (numeros que empiezan por 3 1)
3-2-1=3! =6 nimeros empezando por 3 1.

32 __ _ (nimeros que empiezan por 3 2)
3-2-1=3! =6 nimeros empezando por 3 2.

34 __ _ (numeros que empiezan por 3 4)
3-2-1=3! =6 numeros empezando por 3 4.

En esa lista, hasta el momento llevariamos escritos 24 + 24 4+ 6 + 6 + 6 = 66 ntimeros.

Justo el siguiente ntimero seria el 35124 y ocuparia la posicién 67. Asi que el nimero
pedido, el 35142 (justo el siguiente al 35124 en la lista), ocuparia la posicién 68.

Hallar todos los niimeros naturales de cuatro cifras que sean iguales al cubo de la suma
de sus cifras.

Solucion.

Si a, b, ¢ y d son las cifras de las unidades de millar, centenas, decenas y unidades
respectivamente, podemos plantear encontrar las letras que cumplen lo siguiente:

1000a 4+ 100b + 10c +d = (a + b+ ¢ + d)*

Sin embargo, en vez de continuar con la anterior ecuacion, es importante darse cuenta de
que los numeros buscados son cubos perfectos y cabe preguntarse si hay muchos cubos
perfectos de cuatros cifras. Igual no son tantos y podemos comprobar, para cada uno
de ellos, si sus cifras cumplen lo pedido. El primer cubo perfecto de cuatro cifras es el
10% = 1000, pero, claramente, no cumple que el cubo de la suma de sus cifras coincide
con el nimero, ya que (1 + 0+ 0+ 0)% # 1000. El siguiente cubo perfecto es 113 = 1331
y el cubo perfecto més grande de cuatro cifras es 213 = 9261 (ya que 223 = 10648 tiene
cinco cifras).

Comprobamos la condicién de las cifras para los 12 cubos perfectos de cuatro cifras:

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Cubo 1000 | 1331 | 1728 | 2197 | 2744 | 3375 | 4096 | 4913 | 5832 | 6859 | 8000 | 9261
perfecto
Curr'lp'l/e No No No No No No No Si Si No No No
condicién

Asi que los tinicos niimeros naturales que son iguales al cubo de la suma de sus cifras son:
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= 4913. Yaque (4 + 9+ 1+ 3)3 =173 = 4913.
» 5832. Ya que (5 + 8+ 3+ 2)% = 18% = 5832.
Desde luego, si el numero de casos es excesivamente grande, no tiene sentido plantearse

estudiar cada uno de ellos. Pero, en este caso, por ser doce el nimero de casos, resulta
efectivo poder estudiar cada uno de ellos.

En una ciudad, 2/3 de los hombres estan casados con los 3/5 de las mujeres. Si nun-
ca se casan con personas forasteras y todos los matrimonios que se han contraido son
heterosexuales, jcudl es la proporcion de personas solteras en dicha ciudad?

Solucion.

Vamos a denotar con H y con M el nimero de hombres y mujeres de la ciudad respecti-
vamente. Sea p la proporcion buscada de personas solteras en la ciudad.

nimero de personas solteras en la ciudad

p= p :
namero de personas de la ciudad

= N° personas de la ciudad: H + M
= N° de personas casadas: %H + %M

= N° de personas solteras: %H + %M
Asi que la proporcién buscada es:

sH+2M  5H+6M
H+M — 15(H+ M)

p:

Ahora, como en la ciudad 2/3 de los hombres estan casados con los 3/5 de las mujeres,
nunca se casan con personas forasteras y todos los matrimonios que se han contraido son
heterosexuales, podemos establecer esta ecuacién que relaciona el nimero de hombres (H)
y mujeres (M) en la ciudad:

9 3 9
H-’M=H="M
3 T EM T 10

Sabiendo ahora que H = %M , sustituimos el valor de H en la proporcion buscada:

5H +6M 22M+6M  21M | 7

PoT5E+M) ” 15(EM+ M) 67M |19

Con los nimeros del 20 al 28 completa un cuadrado mégico 3x3 de forma que obtengas la
misma suma en todas direcciones, en horizontal, en vertical, e incluso en las dos diagonales.

Solucion.

Construyamos antes un cuadrado magico similar con los nimeros del 1 al 9, asi a este
solo habra que sumarle 19 a cada celda para obtener el pedido.

La suma de las 9 cifras es 45. Cada fila sumard 15 (también sumaran 15 cada columna y
cada diagonal).
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Las formas de sumar 15 con tres cifras distintas son:
94+54+1=9444+2=8464+1=84+5+2=844+3=74+6+2=7+5+3=6+5+4

(Notar el orden fijado para no olvidar ninguna posibilidad).

El 5 aparece en 4 sumas, luego ocupa la posicion central del cuadrado. Los ntmeros 8,
2, 4 y 6 aparecen en 3 sumas, por lo que ocupan una esquina. Los nimeros 9, 3, 7 y 1
aparecen en 2 sumas, asi que no estan ni en el centro ni en las esquinas. Con todo esto,
una posible distribucion es la siguiente:

41912
3157
616

Sumando 19 a cada celda obtenemos la solucion:

23128 |21
22|24 26
27120 | 25

Y cualquier otra distribucién valida es una rotacion del anterior cuadrado.

Halla todas las soluciones enteras de la ecuacién:

Va+ Vb =+/2023.

Solucion.

Vamos a usar la notacién IN para referirnos a los nimeros naturales {1,2,3,...} y con
a € IN nos referimos a que a es un nimero natural.

Despejamos a en la ecuacion y le exigimos que sea un nimero natural:

2
0= (\/202 _ \/E> — 2023 + b — 2v/2023

Como 2023 = 7 - 172, para que a € IN:

V20230 € NU{0} < V7172 - b = 17V7b € NU{0}

Asf que b es de la forma b = 722, con x € NU{0} (podria ser x € Z, pero asi evitamos
después el trabajar con el valor absoluto).

Procediendo de igual manera con b, concluimos que a es de la forma a = 7y?, con y €

INU{0}.

Asi que la ecuacion del enunciado se convierte en la siguiente:

Va+ Vb =v2023 = /T2 + V722 = 1TVT =z +y = 17
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Todas las soluciones (z,y) de esta ecuacién son:

x| 0] 1] 2

3

4

516 |7

819

10 | 11

12

16

v 17 [16 | 15

14

13

12 | 11 | 10

918

716

Asi que todas las soluciones enteras de la ecuacién original (a,b) son las siguientes:

TV =a| 0 7 28 63 112 | 175 | 252 | 343 | 448
Tx? =10 | 2023 | 1792 | 1575 | 1372 | 1183 | 1008 | 847 | 700 | 567
Ty? =a | 567 | 700 | 847 | 1008 | 1183 | 1372 | 1575 | 1792 | 2023
Tr? =0 | 448 | 343 | 252 | 175 | 112 | 63 28 7 0

Halla todos los niimeros naturales a,b y ¢, de forma que:

5% — 5% — 5¢ = 12475.

Solucidn.

Vamos a tener en cuenta las siguientes descomposiciones factoriales: 12475 = 52 - 499 y

500 = 5% - 22.

= Supongamos que ¢ < b. Sacamos factor comun:
5% — 50 — 5° = 12475
1) = 12475
507¢ — 1) = 5% . 499

Asi, tenemos que ¢ = 2. Vamos a repetir el argumento, cambiando p = a — 2 y

q=1>0-—2.

Con lo que ¢ = 3 y entonces 5772 = 5. Llegamos a que p = 4 y, en consecuencia,

50(50,—8 _
50(5(1—0 _

5(1—2 .

5b—c o

5072 — 1 =499
57 — 57 = 500
57(5P71 — 1) = 53 . 22

a=06,b=>5y c=2 es una solucién para la ecuacién planteada.

= Si ahora suponemos que b < ¢, simplemente se intercambian el papel las incégnitas
by ¢, por lo que otra solucién para la ecuacién planteada es a =6, b =2y ¢ = 5.

= Por 1ltimo, el caso b = ¢ no nos aporta soluciones, ya que entonces:
5¢ — 25" =5%.499
5°(597% — 2) = 5% . 499

Con lo que b = 2 y entonces 52 = 499, pero la ecuacién 52 = 501 no tiene

solucién natural.

Asi que hay dos posibles soluciones:

a:6,b:5,c:2‘ ’a




