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Seminario de problemas Bachillerato. Curso 2013-14. Hoja 5

Prueba que, si m y n son enteros positivos primos entre si y a y b son enteros arbitrarios,
el sistema de congruencias
x
i

Podemos suponer 0 < a <m y 0 < b < n. Considera los n enteros

(méd m)

a
b (méd n)

tiene solucidn.

Solucion.

a, a+m, a+2m, ..., a+ (n—1)m. (1)

Todos ellos tienen el mismo resto a cuando se dividen por m. Y todos ellos tienen distinto
resto cuando se dividen por n. Porque supén que, por el contrario, los nimeros im + a
y jm—+a,con 0 <17 < j <n—1 diesen el mismo resto r al dividirlos por n. Entonces
habria dos numeros enteros g; y g; tales que

m+a=qgn+r y jm+a=qn-+r.
Restando estas dos ecuaciones obtendriamos

(j—i)m = (q; — q)n

y, como m y n son primos entre si, de aqui se seguiria que n | (j—1). Pero0 < j—i <n—1,
luego eso es imposible. De modo que los n enteros de (1) forman un sistema completo de
restos médulo n. En particular, el niimero b pertenece a una de las clases de (1), es decir,
hay un entero p, 0 < p < n—1, tal que el nimero x = pm + a es congruente con b médulo
n. De modo que para algin entero ¢ se tiene x = pm + a = gn + b y por consiguiente este
nimero x es una solucion de nuestro sistema de congruencias.

Halla el menor entero positivo que satisface el sistema de congruencias 3z = —4 (méd 19),
172 = 35 (méd 53).

Solucion.

Unas reducciones en primer lugar para poner el sistema en la forma del problema anterior:
3r=-4 (méd19) <% —2=-24=-5 (méd19)«<=2=5 (méd 19).
172 =35= —18 (m6d 53) €2 20 = —54  (méd 53) = =27 (mad 53).

Con esto, debe ser x = 19p + 5 = 53¢ + 27 para algunos enteros p y ¢, y estos niimeros
son solucién entonces de la ecuacién lineal diofdntica 19p — 53¢ = 22. Vamos a encontrar
una solucién particular de esta ecuacién:

53q + 22 15 + 3
p=—g— =2¢+1 ;
19 19
15q+3_r:> _197’—3_T+4r—3'
19 1= 715 15
4r — 3 . 155 + 3 5 +33+3
:S 7”: = S .
15 4 4

tomando s =3 resultar =9+3=12; ¢=1243=15; p=31+12=43.
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La solucion general de la ecuacién es p = 43 4+ 53t, ¢ = 15 + 19¢ para t entero cualquiera.
Entonces, las soluciones del sistema de congruencias son x = 53q + 27 = 822+ 1007¢, y la
menor solucion positiva es x = 822.

La relacién de recurrencia x,, = 3x,,_1 + 2 define una sucesion de nimeros a partir de un
valor inicial zy. Prueba que se puede elegir un cierto valor entero para xy de modo que
T100 sea divisible por 2014.

Solucion.

Sea y, = =, entonces Yy, = yn_1 + 3%, lo que implica

P B
Un =W+ gt g Tt
Esto da z,, = (x¢ + 1)3" — 1. Queremos que 190 = (zg + 1)
2014 =2-19-53.

Ahora, 3" =1 (méd 2) para todo n, asf que 3'%° =1 (méd 2), y la condicién de divisibi-
lidad por 2 queda en la forma xg =0 (mdéd 2).

3100 — 1 sea divisible por

Los restos potenciales de 3 médulo 19 son, sucesivamente (empezando en 3" = 1)

1,3,9 8,5 —4,7,2,6 3=-1, ..., 3%=1,

luego 3100 = 3185+10 = 310 = _3 (méd 19), y la condicién de divisibilidad por 19 queda

3o = —4 (modd 19) o, como hemos visto en el problema anterior, o =5 (mod 19).

Usando el Pequeno teorema de Fermat, sabemos que 32 = 1 (méd 53), luego 3'%° =

302274 = 371 = 8—11 = % = ¢ (méd 53), donde ¢ satisface la congruencia auxiliar 28¢ = 1

(mdd 53) equivalente a la ecuacién diofantica lineal 28¢ — 53r = 1, que tiene la solucién
q = 36.

Luego 3% = 36 (mdd 53), y la condicién de divisibilidad por 53 queda 36zy = —35
(méd 53), 17xy = 35 (mdd 53) o, como hemos visto en el problema anterior, xy = 27
(méd 53).

En total, xq debe verificar el sistema de congruencias
2g=0 (méd2), xy=5 (méd19), xo=27 (mé6d 53).

Como 2, 19 y 53 son primos, tal xq existe en aplicacién del teorema chino del resto. De
hecho, el menor valor es, de acuerdo con el resultado del problema anterior, o = 822.
Con este valor inicial,
100 = 424155699562445325443007509797106307433834490606822,
= 2014 x 210603624410350211242804126016438087107167075773.

Encuentra el menor entero positivo n tal que, si se mueve el primero de sus digitos deci-
males al final, el niimero que resulta es exactamente 1.5 - n.

Solucion.
Sea d el primer digito del niimero n que buscamos. Entonces n = 10¥d +r. A partir de la

condicién del enunciado tenemos

;(10’“d+r) =10r +d = 3d - 10" + 3r = 20r + 2d = d(3 - 10F — 2) = 177,
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es decir,
17]13-10F —2=+3-10" =2 (méd 17) <% 10" =12 (mdd 17),
con la solucién minima (cuentas) k = 15, d = 1. Por consiguiente,

3-1015—2:> 20 - 10 — 2
= - n—=-—

= 4.
7 7 117647058823529

r

Prueba que, en el plano cartesiano, ninguna circunferencia de centro (v/2, %) contiene mas
de un punto de coordenadas enteras.

Solucion.

1

Si los puntos de coordenadas enteras (a,b) y (¢, d) equidistan del punto (v2, 1

a3 (B e 0

), entonces

o bien 5
a2—c2+b2—d2—§(b—d) = 2v2(a — ¢).

El nimero a la izquierda es racional. Luego a = ¢. Entonces,
2
b2—d2—§(b—d) =0,
2
(b—d)(b+d)— g(b—d) =0,

(b—d)<b+d—§> —0.

Pero b—i—d—% # 0 ya que b+d es entero. Entonces b = d, y por consiguiente, (a,b) = (¢, d).

Encuentra infinitos niimeros compuestos en la sucesién 1, 31, 331, 3331, 33331, .. ..
Solucion.

Hasta n = 8 la sucesién a,, consta de niimeros primos. El noveno término es compuesto,

ag = 17 -19607843.

Vamos a ver, por ejemplo, que hay infinitos términos de la sucesion divisibles por 31. El
término general de la sucesion se puede calcular sin sumar una progresiéon geométrica si
caemos en que 3a, + 7 = 10", de donde resulta

10" -7
-—

Qn
Los sucesivos restos potenciales de 10 mdodulo 31 son, desde el exponente 1 en adelante,
10,7,8,18,25,2,20,14,16,5,19,4,9,28, 1, ...

de modo que 10 = 7 (mdd 31) y 10! =1 (mdéd 31). Entonces 31 | 10°*2 — 7 para todo
k=0,1,..., y los infinitos términos ais,,2 son divisibles por 31.

Nota. No cuesta tampoco mucho comprobar que los términos ay6x+9 son divisibles por 17.
O que los términos ajgk12 son divisibles por 19.
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43. ;Cual es el digito final del ntimero 77 ? (hay 2013 sietes en esta torre de sietes).
Solucion.

Observa que
"=(7)?=(-1)2=1 (méd 10).

Por consiguiente, modulo 10,

sik=0 (méd 4)

- 7 sik=1 (mdd 4)
—1 sik=2 (mdd4)

-7 sik=3 (mébd 4);

donde k es un nimero natural. Entonces, para determinar el dltimo digito de una torre
de 2013 sietes, hay que saber con qué nimero es congruente moédulo 4 una torre de 2012
sietes. Ahora bien, 7= —1 (mdéd 4). Por lo tanto, médulo 4,

1 sl m es par
7m5{ P

—1 sim es impar;

donde m es un nimero natural. Una torre de 2011 sietes es desde luego un nimero impar.
Luego una torre de 2012 sietes es congruente con —1 médulo 4 (y —1 = 3 (méd 4)). Asi
que una torre de 2013 sietes es congruente con —7 médulo 10 (y —7 =3 (mdéd 10)). Por
lo tanto, nuestra torre de sietes acaba en 3 (de hecho, cualquier torre de sietes, desde 77,
acaba en 3).



