Seminario de problemas Curso 2014-15 Soluciones HOJA 4

22. Sea ABCD un trapecio cuya base mayor es AB. Las diagonales AC D c
y BD se cortan en el punto P. Si llamamos respectivamente
A, A, A y A, alaséareas de los triangulos ABP, CDP, BCP y DAP,

demostrar que A, =A, =A-A, .

Solucion

Designaremos por [ABC] el area del triangulo ABC, etc.

Demostremos primero que A, = A, . En efecto: [ABC]|=[ABD] por tener la misma base ABy la
misma altura (AB y CD son paralelas). De aqui: A + A=A +A = A =A,

Sea k =é—g . Los triangulos ABP y CDP son semejantes, pues tienen sus angulos

. . ) . AB PB PA .

respectivamente iguales. La razon de semejanzaesk: —=—=—=k , yademas
CD DP CP

A _ 2 2

—=k"= A =k"A,

A

Por otro lado los triangulos CDP y CPB comparten la misma altura desde C, por lo que sus
areas son directamente proporcionales a sus bases DP y PB. Por tanto:

%:%:k:%:k@ yporfin A-A =k*>A =A] = A =A-A cq.d

23. Hallar en funcién de los coeficientes a, b y ¢, la ecuacién de segundo grado cuyas soluciones
son los cubos de las soluciones de ax® +bx+c=0.

Solucién

X =2 ()
Sean x, y x, las raices de ax® +bx+c=0. Sabemos que a

C
X X, :5 (I
La ecuacion buscada ha de ser equivalente a (x—x;)(x—x;)=0, es decir:
x* —(xf +x§)x+xf- X =0
Elevamos al cubo la igualdad (1)

3
—b—3=(x1+x2)3 =X +3X7X, + 3% X, + X =xf+x§+3x1x2(x1+x2)=xf+x§+§(—9j
a al a

3bc b® 3abc-b’ c? ”
. 3 3 3 3
Portanto: X/ +x;=—-—=————YyCOMO - X, =—, la ecuacion buscada es
a a a a
b®-3abc  ¢° :
X'+ ———x+—=0 0 mejor a3X2+(b3—3abc)x+03:O
a a



24. Sea P(x)=0 una ecuacién polindmica de quinto grado con coeficientes enteros que tiene, al

25.

menos, una raiz entera. Si P(2)=13 y P(10)=5, calcula alguna raiz de P(x)=0.
Solucion

. P(x)=(x-2 1
Podemos expresar el polinomio P(x) de dos formas:{ () =(x=2)Q(x) +13 donde

P(x)=(x-10)R(x) +5
Q(X) y R(x) son polinomios de grado 4 con coeficientes enteros.

Si z es una solucién entera de P(x)=0, tendremos:

P(2)=(z2-2)Q(z)+13=0=(z-2)|13 =z-2=+1 0 z-2=+13
P(z)=(z-10)R(z) +5= (z-10)|5 = z-10=+1 0 z-10=45

Los posibles valores que cumplen la primera condicion son z=3 , z=1, z=15, z=-11
Y los que cumplen la segunda son: z=11, z=9, z=15, z=5

Por tanto, la solucién entera ha de ser z=15.

Los numeros 46 y 96 tienen una curiosa propiedad: su producto no se altera si “bailamos”
las cifras de los dos factores (46 - 96 = 64 - 69 = 4416). Determinar todas las parejas de
nameros de dos cifras no nulas que tienen esta propiedad.

No interesan casos simétricos (23 - 32 =32 - 23) ni casos triviales (22 - 33 =22 - 33), por
lo que se exige que sean distintas, al menos, tres de las cuatro cifras implicadas.

Solucién
Supongamos que los nimeros buscados se escriben xy y zt .

Cumpliran  (10x+y)(10z +t)=(10y + x)(10t + z) . Desarrollando y simplificando se tiene:

100xz + 10y7 + JOXT + yt =100yt + 10y7 + 10Kt + Xz = xz = yt
Esta condicién la podemos poner en la forma x_t para facilitar la identificacion de los
y 2

casos. Podemos suponer, ademas, que x < y. Las posibilidades son:

2) %:%:%:f que nos da 6 casos: 12-42=21.24 : 12.63=21.36 ; 12-84=21.48 ;
24.63=42.36 : 24.84=42.48 ; 36.84=63.48

b) %:% g que nos da 3 casos: 13-62=31-26 ; 13- 93=31-39 ; 26-93=62-39

0 %:%:g  que nos da 3 casos: 23-64=3246 : 23.96=32-69 : 46-96=64-69

d) % % que nos da 1 caso: 14-82=41-28

e) %_g , que nos da 1 caso: 34-86=43-68

En total hay 14 casos



26. La figura muestra como pueden emparejarse por medio de segmentos de
distinta longitud los ocho vértices de un octdgono regular de forma que
cada Vértice solo esté utilizado en un solo emparejamiento: 2
¢Puede hacerse lo mismo con un dodecagono regular?

Solucién N

Si a partir de un vértice numeramos alternativamente con ceros y unos los
vértices sucesivos obtendremos 6 vértices pares (numerados con 0) y 6
vértices impares (numerados con 1).

Llamemos n a la distancia, en arcos de 1/12 de circunferencia, entre dos vértices.
Necesitamos construir 6 segmentos de longitudes 1, 2, 3, 4, 5y 6 sin repetir vértices:

*Los de longitudes 2, 4 y 6 uniran dos puntos de la misma paridad. Ello supone la utilizacion
de un nimero par de vértices 0 6 1.

*Los de longitudes 1, 3y 5 uniran dos puntos de distinta paridad, lo que supone en todo caso
la utilizacion en cada caso de un vértice 0 y otro 1.

Puesto que hay seis vértices 0 y seis Vvértices 1, y dado que la suma de un nimero par y un
namero impar da como resultado un nimero impar, concluiremos que tales emparejamientos
no son posibles en el caso del dodecagono regular.

27. Sobre los lados de un triangulo se construyen hacia fuera tres
cuadrados de areas 26, 20 y 18 como indica la figura.
Halla el area del hexagono irregular resultante.

20
18
26
Solucion
Los cuatro triangulos de la figura tienen la misma area, ya que si A es
el area del triangulo central, las areas de los laterales son:
A =1labseny'=1labseny=A pues y+y'=x o
A, =ibcsena'=2bcsena=A pues a+a'=x :
«
A, =lacsenf'=1acsenf=A pues f+f'=n B b
o 7
. ) ! a )’l
Por el teorema del coseno aplicado al lado mayor a: ?

26=20+18-2,/2018 cosa =coSsca =i:>sena =i

V10 V10

Por tanto A= %b-c-sena = %@-\/1_8-% =9 yel area buscada es: 26+20+18+4 - 9=100

Version para ESO:



*La igualdad de areas de los 4 triangulos puede hacerse con una demostracion sin palabras:

*El célculo del area del triangulo puede hacerse con el método de la altura (ya que la formula de
Heron no resulta apetecible aqui).

Trazamos la altura h, = AP del lado mayor. Sea x=PC =BP =+/26 —x y aplicamos el Teorema de

18=h?+x?
, Restando:2:26—2\/%X:>X=_12

20=h,” + (26 — x)* 126
De aqui h32=18_%=18_72_162

162
L_X o= /_
26 13 13 13

Y el area de cada triangulo es Azé-\/%- % =./81=9

Pitagoras a los triangulos APC y APB: {

27. Los vértices de una cartulina cuadrada son A, B, C y D. Se pliega la
cartulina de modo que el punto D se transforma en D’ sobre el lado BC.

Sea A’ la imagen de A después del plegado, y sea E el punto de K\ S 8
interseccion de AB y A’D’. Probar que A’E es el radio r de la \
circunferencia inscrita al triangulo EBD”. \
{ \
\ P 4
\ o




Solucién

Sea a el lado del cuadrado.

La distancia de D’ a la recta AD es a.

Reciprocamente también es a la distancia de D a ED’.

Entonces D es el centro de una de las circunferencias exinscritas al triingulo EBD’, pues la
distancia de D a los tres lados de este triangulo es a.

Sea T el punto de tangencia de la circunferencia exinscrita con el

lado ED’. A
VAN 8
Por la igualdad de segmentos tangentes desde un punto a una \
circunferencia tenemos que: AE=ET y TD’=D’C. \ g
El perimetro del triangulo EBD’ es: & \

BE+ET+TD’+D’B=BE+EA+CD’+D’B=AB+BC=a+a=2a \\ P
_ XA

Pero sabemos que en todo tridangulo rectangulo, la suma de las = iy

longitudes de los catetos es igual a la suma de la longitud de la e X L c

hipotenusa y el doble del radio de la circunferencia inscrita.

(O mejor, que el radio de la circunferencia inscrita a un triangulo rectangulo es la diferencia

entre el semiperimetro y la hipotenusa).

De ahi: rzﬂza—ED'zA'D'— ED'=A'E c.qd.




