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Seminario de problemas. Curso 2015-16. Hoja 19

Probar que ningin nimero triangular escrito en base 7 termina en ninguna de las cifras

(2,4,5).

Solucion. Mdédulo 7 tenemos

n(n+1)

DU W N~ O3
O~ W o W O

Dado un cuadrado en el que la longitud del lado es 1 metro, dividimos dos lados paralelos
en n segmentos iguales cada lado. Cada uno de los puntos Aj, As, ..., A,, que son los
extremos de la derecha de cada uno de los segmentos en uno de los lados, son a su vez
vértices de un tridngulo con base AB; (ver figura). Se pide:

1. Hallar la suma de las areas de los triangulos AA By, AAsBy, ..., AA,B;.
2. Hallar la suma de los dngulos aq + ag + - - - + ay,, donde a; = LAA; B, (ver figura).

Solucion a ambos apartados. Con pocas palabras.
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Trasladamos los triangulos AA; By, AA>By, ..., AA,_1B; como indica el dibujo a con-
tinuacion (notar la correspondencia de colores).

Por tanto, la suma de las dreas de los tridngulos AA, By, AA3By, ..., AA, By es % m?y
la suma de los angulos a; + as + - - - + ay, es 45°.

N monedas estan en una mesa, N — 1 de ellas son oficiales o genuinas y tienen el mismo
peso, vy una es falsa, con un peso diferente. Usando una balanza de dos platos, el objetivo
es determinar cudl es la moneda falsa y si es méas ligera o pesada que las monedas ofi-
ciales. Siempre que se pueda deducir que una o varias monedas son oficiales, ellas serdn
inmediatamente descartadas y no se podran utilizar en nuevas pesadas. Determinar los
valores de N para los cuéles se puede lograr nuestro objetivo (no existen limitaciones
sobre cuantas veces se puede utilizar la balanza).

Solucion. Los valores de N para los cuales se puede lograr el objetivo son N = 2k con
k> 2.

Si N = 2, entonces no se puede determinar cuél es la moneda falsa utilizando una balanza.
Sea N = 3. En este caso tampoco podremos determinar si la moneda falsa pesa més o
menos que las verdaderas. Al pesar dos monedas, si la balanza esta en equilibrio, entonces
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la que no se ha pesado es la moneda falsa, pero las dos monedas pesadas no se podrian
utilizar en la siguiente pesada para determinar si la moneda falsa pesa méas o menos.

Si N = 4 y pesamos dos monedas en cada plato de la balanza, entonces un plato subira
y otro bajara. Si la moneda falsa esta en el grupo de las que suben, al comparar esas dos
monedas en la balanza, si hay una que sube, esa sera la falsa y pesa menos. Si la moneda
esta en el plato que baja, al pesar esas monedas, el plato que baja tiene la moneda falsa
que pesa mas.

Si N = 6, pesamos en dos grupos de 3 monedas cada uno. Llamemos A el grupo de
monedas que suben y B el grupo de monedas que bajan. Del grupo B elegimos dos
monedas (por supuesto, el mismo razonamiento vale si elegimos dos monedas del grupo
A), y las pesamos. Si entre ellas estd la moneda falsa, al pesarlas, el plato de dicha moneda,
bajara y tendremos resuelto el problema. En caso contrario, entre las cuatro monedas
restantes estard la moneda falsa. Si el plato donde esta la moneda del grupo B sube, la
moneda que acompana a la del grupo B es la falsa y pesa menos. En caso contrario, si
este plato baja, entonces una de las tres monedas restantes sera la falsa. Observar que
dos son del grupo A y una es del grupo B. Pesamos entonces las dos monedas del grupo
A, si un plato sube, en él estara la moneda falsa y pesarda menos. Si los platos estan en
equilibrio, la moneda falsa sera la que ha quedado sin pesar del grupo B, que pesa mas.

Veamos ahora que si tenemos una cantidad par de monedas > 4, entonces podemos
determinar cudl es la falsa y si pesa méas o menos que las oficiales. Si N = 4k, entonces
separando las monedas en k grupos de 4 monedas cada uno y aplicando el método descrito
anteriormente, podremos determinar la moneda falsa y si pesa més o menos que las
monedas verdaderas.

Sea ahora N = 4k + 2, con k£ > 1. Dividimos las monedas en dos grupos con 2k + 1
monedas cada uno. Lamemos grupo A al de las monedas que suben y grupo B al de las
monedas que bajan. Pesamos de dos en dos a las monedas del grupo A. Si la moneda
falsa estd en este grupo, en una pesada donde ella intervenga, el plato subira. Si al pesar
se mantienen en equilibrio, eliminamos estas monedas hasta que lleguemos a tener una
unica moneda de ese grupo A. Entonces repetimos el proceso con las monedas grupo B
hasta quedarnos, si es necesario, con tres monedas de ese grupo. Esta es una situacion ya
la estudiamos antes cuando analizabamos partiendo de un grupo de 6 monedas.

Demuestra que el nimero de ceros que tiene en total el nimero

A = 123456 ---1 000 000 000

que se obtiene al escribir uno tras otro, en el sistema de numeracién decimal, todos los
ntimeros naturales del 1 al 10%, es igual al nimero de digitos del ntimero

B = 123456 - - - 100 000 000

que se obtiene al escribir uno tras otro, en el sistema de numeracién decimal, todos los
ntmeros naturales del 1 al 108.

Solucidn.

El ndmero B tiene

94+2-90+3-900+ ---+8-90 000 000 +9
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digitos. Calculemos el nimero de ceros del nimero A. Para ello, escribamos cada uno de
los nimeros del 1 al 10° — 1 como un nimero de 9 digitos, precediendo los ntimeros que
tienen menos de 9 digitos con el apropiado nimero de ceros (por ejemplo, escribamos
000 000 123 en lugar de 123), y reemplacemos el 1 000 000 000 final por 000 000 000.

Asi obtenemos un niimero A* de 9-10° digitos en el que cada digitos aparece con la misma
frecuencia, porque en realidad hemos dispuesto una tras otra todas las 10° variaciones con
repeticion de los 10 digitos {0,1,2...,9} tomados 9 a 9. Entonces A* tiene 9 - 10® ceros.

Pero al pasar de A a A* hemos incluido 8 - 9 ceros anadidos a los numeros de 1 digito,
7-90 ceros anadidos a los nimeros de 2 digitos, y asi sucesivamente. Restando el total de
estos ceros anadidos del nimero de ceros de A* obtenemos que el nimero de ceros de A
es
9-10°—-8-9—7-90—---—9-107,

y es facil ver que este ntimero es igual al nimero

2:94+2-90+3-900+---+8-9-10"
de digitos de B.

Considerando la suma
1 1 1

S, = ’
123 234 nm+D-(n+2)

expresar Sog15 como una fraccion irreducible.

Solucion.

Observar en primer lugar que

1 o (k+2)-k 1 1 1
k-(k+1)-(k+2) 2k(k+1)(k+2) 2\k(k+1) (k+1)(k+2)/)
Este truco nos permite expresar la suma del enunciado como una serie telescopica en la
que cada dos sumandos consecutivos cancelan un término:

0y — 11 N 11 N 11 N
" \1-2 2-3 2.3 3.4 3-4 4-5

1 1 1 1
ot = + — .
<(n—1)n n(n+1)) (n(n+1) (n+1)(n+2)>
Simplificando los términos que aparecen sumando y restando, llegamos a la expresion

s 1 1 B n(n + 3)
"4 2(n+1D)(n+2)  4n+1)(n+2)

Si ahora tomamos n = 2015, obtenemos que

2015-2018 2015 -1009
4-2016-2017  2-2016- 2017
Sin necesidad de factorizar completamente los nimeros anteriores, observamos que los
unicos factores primos comunes posibles de entre los nimeros 2015, 2016, 2017 y 2018 son
2 y 3 (son cuatro numeros consecutivos). Como 2016 es multiplo de 6 y el numerador

2015 - 1009 no es multiplo de 2 ni de 3, deducimos que la fraccién dada anteriormente es
irreducible.

52015 =



