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Seminario de problemas Bachillerato. Curso 2013-14. Hoja 18

Sean 1,z las raices del polinomio P(z) = 3z% + 3mx + m? — 1, siendo m un nimero
real. Probar que P(z3) = P(z3).

Solucion.
Tenemos 1 + Ty = —m, Ty - Ty = m2371
P(2?) — P(x3) = 328 + 3ma® + m? — 1 — (32§ + 3mad + m? — 1)
= 3(2% — 25) + 3m(2? — 23)
= 3(z} + 23) (2} — 23) + 3m(z} — 23)
= 3(a] — x3) (2] + a3 +m).
Como

m?—1
3

resulta que 3 + 3 +m = 0, lo que implica P(z3) — P(x3) = 0, por lo visto anteriormente.

2} + 23 = (@1 + 32)° — 3wy20(21 4+ 22) = (—m)® — 3 (=m) = —m,

Sean x,y numeros reales positivos y n un ntimero natural. Probar que
(x+y)" <27 +y").

Solucion 1.

Lo probamos por inducciéon sobre n. En primer lugar, homogeneizamos la desigualdad.
Suponemos, sin pérdida de generalidad, que < y (el caso en que z = y es inmediato),
y dividimos ambos miembros entre x. Llamando y/x = s, que es un ntimero real mayor
que 1, la desigualdad a probar es equivalente a probar

(14 8)" < 2"7H1 + s).

Para n = 1, la desigualdad se cumple (de hecho, es una igualdad). Supongamos que
la desigualdad es cierta para un n = k, con k£ un nimero natural. Ahora, probamos la
desigualdad para n = k + 1. Se tiene, usando la hipétesis de induccidn,
(1+8)(1+s)" < (1+5)28 114 5%) =211 + s+ % + 551
=21 (1 4 s 4 s+ 5F)
= M1 4 ST 2R (s 4 5.

k+1

Ahora, veamos que s + s¥ < 1 4 s**1. Esta desigualdad es equivalente a

s—lgsk(s—l)ﬁlgsk

y esta tultima desigualdad es cierta, ya que s > 1. Ya hemos terminado.
Solucion 2.

El problema es en realidad la desigualdad entre medias. En general, si p es un ntimero
real no nulo, definimos la media generalizada con exponente p de los ntiimeros reales
positivos x1, ..., T4y cOMO



121.

Para p = 1, tenemos la media aritmética. La desigualdad entre medias generalizadas dice
que si p < g, entonces My(z1,...,2xq) < My(x1,...,24), y las dos medias son iguales si y
sOlosizy = a0 = ... = z4.

En nuestro caso, la desigualdad se reescribe como

<x+y>n<x”+y”©:c+y < <:z:”+y”

1/" M (x M., (x
= < .

En un tridngulo de lados a, b, ¢, el lado a es la media aritmética de b y c. Probar:

a) 0° <A <60°.
b) La altura relativa al lado a es tres veces el inradio r.

c) La distancia del circuncentro al lado a es R — 7.

Solucion.

Apartado a).

Solucion 1.

Por el teorema del seno,

a b c b+c 2a

sinA  sinB sinC  sinB+sinC  2sin BTJFC cos BT_C ’

de aqui
B+C B-C A A A B-C
sin A = sin ;L cos — & QSiDE cos o = sin (90O — 5) cos —
& 2si b-¢C
sin — cos — = cos — COoS
R 2 2
e 2sina s B¢ <1
sin > =cos —— < 1,
de donde se deduce que siné < 1/2, por lo que 0 < A < 60°.
Solucion 2.
Por la desigualdad triangular,
b<™tceb<3c ©2<3
c<HEtbe <3 o>,
es decir,
1 < b <3
37 ¢~

Por el teorema del coseno,

) 3b% + 3¢® — 2ab
(b"Zc) =024 ? —2bccos A = cos A = . 806 &c;
c

dividiendo numerador y denominador por ¢? y llamando = = g, queda:

322 -2z +3 3 1 3
COSA:f(x):g—ngx_Z+8_x’

9



con % < z < 3. Facilmente se comprueba que f (%) = f(3) = 1y que la derivada se anula
en z = 1 donde hay un minimo que vale f(1) = 3.

También puede localizarse el minimo sin recurrir a la derivada teniendo en cuenta la
desigualdad de las medias:

f()—3 1+3_ 1+3<+1>> 1+32
e A R L R

con igualdad para z = 1. Resumiendo, queda % <cosA<1&60°>A>0°.

Apartado b). Designando A, B y C' a los vértices opuestos a los lados a, b y ¢ respectiva-
mente, [ al incentro y h, a la altura correspondiente al lado a como se indica en la figura,
S al area y p al semiperimetro, tenemos

- — atbtc,. _ 3ar
{S—pr— o T = 5

S = %aha,
de donde 3
% —ah, < 3r = h,.

2 2 @
da:R —Z,
y por otra
¢ T 2r
an — = = —
2 p—a a
Como 2R = =2 ysinA:Qta—n%A resulta:
sin A 1+tan2§’
1442 g2 a? )
2R=a 4_r“ :E+TZ>Z:2RT_T’
a
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que sustituyendo arriba, queda

CL2

de:RQ—Z:R2—2Rr+r2:(R—T)Q@da:R—r.
Supdén que los cinco tridngulos “verticiales” ABC, BCD, CDE, DEA y EAB de un
pentdgono convexo ABC'DFE tienen todos ellos area 1. Prueba que el area del pentdgono

es igual a v/5 - ¢, donde ¢ = %(1 + \/5) es el nimero dureo.

Solucion 1.

Denotaremos por [XY ... Z] el drea del poligono XY ... Z.

La igualdad de las dreas de tridngulos [EAB] = [C AB| implica (considerar la figura) el
paralelismo EC || AB, y andlogamente

AD | BC, BE|CD, AC| DE, BD | AE.
Sea [BPC| = x, entonces [DPC]=1—xy
[BPC] BP  [BPE]

[DPC]  DP [DPE]’

luego
-1
v = -, = .Z‘2+I—1_0, - x:\/g )
1l—2 = 2
luego
5 5
[ABCDE) =3+ 1 = +2f =5 ¢
Solucion 2.
4 3
0 ’ 2
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Vamos a denominar los vértices del pentagono 0, 1, 2, 3 y 4 como en la figura. Denotaremos
en general por (ijk) el drea del Aijk, y abreviaremos por (i) el drea (i — 1,4,7 + 1) del
triangulo verticial i — 1,4,7 + 1 (médulo 5).

Con los angulos de la figura, podemos calcular las areas
(012) = |01] - |02| - sen «x (034) = 103] - |04 - sen ~y

2. 2.
2-(013) = |01] - |03] - sen(a + 3) 2-(024) = |02] - |04] - sen(B + )
2. (014) = [01] - |04] - sen(ax + B + ) 2. (023) = 02| - [03| - sen 3

De aqui resulta, como se comprueba facilmente usando la formula de adicién del seno, la
siguiente relacion (férmula de Monge) valida para cualquier pentédgono:

(012) - (034) + (014) - (023) = (013) - (024).

Denotemos ahora por A el area (01234) del pentdgono. Poniendo en la igualdad anterior
(012) = (1), (034) = (4), (014) = (0), (023) = A — (1) — (4), (013) = A — (2) — (4) y
(024) = A — (1) — (3), resulta la siguiente ecuacién cuadratica en A (formula de Gauss)
valida también para cualquier pentagono:

A* — A+ ¢, =0, donde { cr = (0)+ (1) +(2)

En nuestro problema se supone que (0) = (1) = (2) = (3) = (4) = 1, asi que la ecuacién
de Gauss es
A*—5A+5=0.

Esta ecuacién tiene dos soluciones positivas, pero sélo una de ellas es mayor que 2, A =
1(5+V5) = V5 ¢~ 3.62, que da el drea del pentdgono.

Las raices de la ecuacién 2® — 1622 + 81a — 128 = 0 son las longitudes de los lados de un
tridngulo. Encuentra el area del triangulo.

Solucion.

Sean a, by c las tres raices de la ecuacion. Se tiene
P(z) = 2° — 162% + 81z — 128 = (x — a)(z — b)(z — ¢).

En particular, a + b 4 ¢ = 16. Por otra parte, sea S el drea del triangulo de lados a, by
c. Segun la férmula de Herdn,

S?=8-(8—a)-(8—0b)-(8—¢c)=8-P(8) =8-8 =064

Tenemos 101 rectangulos con lados de longitud entera no mayor que 100. Prueba que
entre ellos hay tres, digamos R, S y T, tales que R cabe dentro de S'y S cabe dentro de
T.

Solucion.

Identifiquemos un rectangulo cualquiera por el par ordenado (z,y) de sus dimensiones,
siendo siempre z < y. Consideremos las cincuenta “cajas” C7, Cs, ..., Csy definidas como
sigue:

La caja C; consta de todos los rectangulos de los tipos
(1,7), (i,2+1), ..., (i,101 —q)

=4
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(141,101 —4), (i +2,101 — i), ..., (101 —i,101 —4).

El rectangulo (z,y) € C; si y sélo si min{z, 101 — y} = i. Por el principio del palomar
(101 = 2 x 50 4+ 1) tres de los rectangulos tienen que estar en la misma caja. Y para cada
pareja de rectangulos de una misma caja, o son iguales o uno encaja dentro de otro.

Dado un entero positivo N consideramos el problema de encontrar nimeros enteros posi-
tivos cuya suma sea N y cuyo producto tenga el maximo valor posible. Llamamos P(N) a
este producto maximo. Prueba que P(5) =2 x 3, P(6) = 3%, P(7) = 22 x 3, P(8) = 2 x 3?
y P(9) = 3*. Encuentra P(1000) explicando tu resultado.

Solucion.

Si algin sumando es 1, como 1-k < k+1, agrupando el 1 con otro sumando k se conseguiria
mayor producto.

Si alguno de los sumandos es k > 4, como entonces es k < 2 - (k — 2), sustituyendo ese
sumando por los sumandos 2 y k — 2 se conseguiria mayor producto.

Luego los sumandos “6ptimos” para conseguir P(/N) son doses y treses.

Se trata entonces, dado un entero positivo N, de maximizar el producto p(z,y) = 2% - 3¥
donde z e y recorren las soluciones enteras no negativas de 2x 4+ 3y = N.

Es equivalente maximizar el logaritmo (en base 3, por ejemplo) de p(z,y):

logg(p(z, y)) = 35108?3(2) +y
N — 2x
3

= g + x<10g3(2) - %)

N z
=3 t3 log4(8/9).

= rlog,(2) +

Como log;(8/9) < 0, habrd que minimizar z, es decir, el nimero de doses en la suma. De
modo que, seguin el resto de N modulo 3,

N P(N)
3k 3F

3k 41|22 381
k42|23

y en particular P(1000) = 22 - 3332,



