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Seminario de problemas Bachillerato. Curso 2013-14. Hoja 14

Sea p un mumero primo. Hay que organizar un torneo de p-parchis (en cada partida juegan
p jugadores) con p? jugadores inscritos, sujeto a las siguientes reglas:

e Kl torneo se divide en varias rondas. En cada ronda se jugaran varias partidas. Cada
jugador jugara como maximo una partida en cada ronda.
e Al final del torneo cada jugador se habra enfrentado exactamente en una partida con
cada uno de los demas jugadores.
.Se puede organizar un torneo asi? En caso afirmativo, jcudl es el minimo nimero de
rondas que puede tener el torneo?
Solucion

El nimero de partidas que disputa cada jugador es

numero de jugadores a los que se enfrenta B p?—1

nimero de jugadores a los que se enfrenta en cada partida p—1 "

De modo que cada jugador juega p + 1 partidas. Por tanto el nimero de rondas es, al
menos, p + 1, v es exactamente p + 1 cuando todos los jugadores juegan en todas las

rondas. En ese caso, en cada ronda se disputan b p partidas.
p

Vamos a probar que es posible organizar un torneo asi con p + 1 rondas y p partidas en
cada ronda. A cada jugador le pondremos un dorsal con un nimero de dos cifras escrito
en base p, C;Cy, donde tanto la cifra izquierda C; como la cifra derecha Cj son enteros
entre 0 y p — 1. Entonces disenamos la siguiente planificacion:

e Ronda 0: Se agrupan para jugar la partida m los jugadores que tienen C; = m
(0 <m <p).

Ronda 1: Se agrupan para jugar la partida m los jugadores que tienen C; + Cy =m
(méd p) (0 <m < p).

Ronda k: Se agrupan para jugar la partida m los jugadores que tienen C;+k-Cy =m
(méd p) (0 <m < p).

Ronda p — 1: Se agrupan para jugar la partida m los jugadores que tienen C; + (p —
1)-Cqy=m (mdd p) (0 <m < p).

Ronda p: Se agrupan para jugar la partida m los jugadores que tienen Cy; = m
(0 <m < p).

Hay que comprobar que la planificacién propuesta agrupa a los jugadores en conjuntos de
p elementos:

En las rondas 0 y p queda claro. Consideramos la ronda k con 0 < k < p. Para cada C;
fijado, al hacer variar Cy, el resto de C;+ k- Cy (mdd p) es siempre distinto (si no lo fuera
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tendriamos dos jugadores C;Cy y C;C! para los que C; + k- Cy = C; + k- C), (mdd p), y
restando resulta k(Cy — C?) =0 (méd p), absurdo porque ni k ni Cy — C/; son multiplos
de p). Por tanto, obtenemos una vez y sélo una todos los posibles restos médulo p. Al
variar C; obtenemos p veces cada uno de los restos.

Supongamos que dos jugadores, C;Cy y CICY, se enfrentasen dos veces:

Si lo hicieran en las rondas j y k con 0 < 7 < k < p — 1, tendriamos que
Ci+k-Cy=Ci+k-C, (mdd p), Ci+j-Ca=Ci+7-C) (méd p).

Restando,

(k—j) - Ca=(k—j) - Cq (mdd p).
Como k — j es primo con p, resulta Cy = C! (mdd p), luego Cy = C!,. Volviendo arriba
se sigue que también C; = C! (méd p), luego C; = Cj. Absurdo.

Si lo hacen en las rondas k& y p con 0 < k < p obtenemos directamente que Cy = (Y,
repetimos el argumento anterior.

El robot OMECUB se mueve sobre la recta real empezando en el 0. Da un paso hacia
la derecha llegando al 1, gira y da ocho pasos a la izquierda hasta el —7, gira y da
veintisiete pasos a la derecha hasta el 20, gira y da sesenta y cuatro a la izquierda hasta el
—44, y asi sucesivamente, alternando derecha e izquierda y un niimero de pasos en cada
desplazamiento que es el siguiente cubo. ;A qué numero llegara después de 2014 giros?

Solucion
La posicién final de OMECUB es el (curioso) nimero
S=1-2"+3"—4%+...—2014% 4+ 2015
=1+ (3 =28+ (5% —4%) + (7* - 6%) + (9° — 8%) + ... + (2015 — 2014%)
= 1+19+61+ 127+ 217+ ...+ (2015° — 2014%)
= 4093721 856,

como podemos ver por calculo de diferencias:

So Sl SQ Sg S4 SS
0 1 20 81 208 425
1 + 19 + 61 + 127 + 217
18 42 66 90
24 24 24
Se tiene
n n
S,=0+1- 18 24 ,
lend (2)+ (3)
luego

S = Sioos = 1008 + 9 - 1008 - 1007 + 4 - 1008 - 1007 - 1006 = 4093 721 856.
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Determina la menor distancia posible del origen de coordenadas a los puntos (z,y) de la
curva (z — y)zy = 8 situados en el primer cuadrante.

Solucion
El cuadrado de la distancia del origen al punto (x,y) es

16
r—y

Py =(r—y)P+2ey=(r—-y’+

Poniendo x —y =t (t > 0 porque z > 0, y > 0y (z — y)xy > 0), se trata de minimizar
la funcion
, 16
flt)=t —{—7 para t > 0.
La derivada es o 16
t _
fioy =2,
y f(t) tiene un minimo relativo en ¢ = 2, donde se alcanza el minimo absoluto de la
funcién en el intervalo t > 0, f(2) = 12.

Entonces, la minima distancia es /12, del origen al punto (1 + /5, =1 4+ /5).

En un tridngulo rectangulo de lados enteros, el radio de la circunferencia inscrita es 12.
Calcula el mayor valor posible para la hipotenusa de dicho triangulo.

\ (l(fliz + yZ)

d(z? — y?)

Solucion.

2dzxy

En un tridngulo rectangulo se cumple que 2r = b + ¢ — a, por tanto
24 = d(2wy + 2* — y* — 2° —y?) = 2dy(z — y),
de donde 12 = d[y(x — y)]. Se tiene que d es un numero entero que divide a 12. Para

d = 1, los posibles valores de x,y € Z (y las correspondientes hipotenusas) son

y=12,20=13—-h =313 |y=3,2=7— h =58
y=06,r=8— h=100 y=2,r =8 — h =068
y=4,2r=7—>h=65 y=1z=13 = h =170

Observamos que la mayor hipotenusa es la de valor 313 (correspondiente a los catetos 312
y 25).

Para el resto de posibles valores de d, siguiendo un razonamiento similar, se ve que no se
obtiene ninguna hipotenusa cuyo valor sea mayor que 313.

3
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11,
94. Calcula ——— (11 significa “11 en base k7).
Solucion.
Se tiene

g =k+1,
1331 = K* + 3k> + 3k + 1 = (k + 1)°.

Entonces la suma pedida es

50

k+1 k
S = Z 3/1331 Z 2k+1 - Z 2_16 ’
k=5 k=6
Ahora bien,
2% +2 - 50 & — 5k
258 = Z Cok+1 ng ngzs—i_i_ﬁ_’— % 4

1

e 7.243 13

95. En la figura se observa un rectangulo ABC'D de lados 20 y 15 y un arco de la circunferencia
de centro A y radio AC. La cuerda de dicho arco pasa por D y B. ;Cudl es la longitud
de la cuerda?

20

15

Solucion

20

M

25
12
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Sea M el pie de la perpendicular trazada por el centro A a la cuerda E'F. La semejanza
de los triangulos DCB y AMD da DM =9, AM = 12. Como AE = AC = 25, por el
teorema de Pitagoras en el tridngulo AME se tiene

EF =2-ME = 2/252 — 122 = 24/37 - 13.

Demuestra que en todo tridngulo de lados a, b, ¢ y &ngulos opuestos (medidos en radianes)
A, B, C respectivamente, se cumplen las desigualdades

aA+bB 4+ cC

7T< <7T
37 a+b+ec 2"

Solucion.

Para la primera desigualdad, supongamos a > b > ¢. Entonces, A > B > (' y se cumplen
las desigualdades

(a—b)(A-B)>0, (b—c)(B-C)>0, (c—a)(C—-A)>0.
Suméndolas se tiene
(a—=b(A=B)+(b—c)(B-C)+(c—a)(C—-A) >0,
y desarrollando se llega a
2(aA+bB+cC) > (b+c)A+ (c+a)B+ (a+b)C;
sumando a los dos miembros aA + bB + cC resulta
3(aA+bB+cC)>(a+b+c)(A+B+C)

y, puesto que A + B + C' = 7, se obtiene ya

T < aA+bB 4+ cC
3~ a+b+c

con igualdad si y sélo si el triangulo es equilatero.

Para probar la segunda desigualdad partimos de las desigualdades triangulares
a+b+c>2a, a+b+c>20, a+b+c>2c
Multiplicando respectivamente por A, B, C' y sumando, resulta
(a+b+c)(A+B+C)>2(aA+bB+cC),
luego

aA+bB 4+ cC
a+b+c

<7T
2.



