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Seminario de problemas. Curso 2014-15. Hoja 11

Hallar el nimero 739ABC sabiendo que es miiltiplo de 7,8 y 9.
Solucion
Como 7 -8 -9 = 504, y la divisién entera de 739000 entre 504 es 1466, probamos los
siguientes productos:
504 - 1467 = 739368, 504 - 1468 = 739872, 504 - 1469 = 740376.
Por tanto, las posibles soluciones son 739368 y 739872.
Sea n un numero de cinco cifras en base 10. Sea m el niimero obtenido al borrar en n la
cifra central. Nos dicen que 7= es un nimero natural. Hallar n.
Solucion
Escribimos n = abcde, con lo que n = 10000a + 10006 + 100¢ + 10d + e. Por otro lado
m = abde, es decir, m = 1000a + 1000 + 10d + e. Ademas, - =k, con lo que

10000a + 10006 + 100c + 10d + e = k(1000a + 100b 4 10d + e).

Supongamos que k > 11. Entonces

k(1000a + 1000 + 10d + e¢) > 11000a + 11000 + 110d + 11e
= 10000a + 10006 + 100c 4+ 10d + e + 1000a + 100b — 100c + 100d + 10e > n,

con lo que k ha de ser menor que 11.

Supongamos que k£ < 9. Entonces se tiene que
n — km > 1000a + 1000 4+ 100c — 80d — 8e > 0,
claramente. Por tanto, k ha de ser mayor que 9. Si k = 10, se tiene que
10000a 4 10006 4 100d + 10e = 10000a + 10006 + 100c + 10d + e <= 90d + 9e = 100c.

En vista de esto tltimo, e debe ser tal que e = 10, con lo que e = 0. Ademsds, d debe ser
tal que 90d = 100, con lo que d = 0 y por tanto ¢ = 0. Asi, para cualquier a,b € N, se
tiene que

ab000
=10
ab00 ’
con lo que la solucién son todos los ntimeros n de la forma ab000, con a,b € N.

Probar que si se escogen 26 nimeros naturales diferentes, impares y menores que 100,
siempre hay dos de ellos que suman 100.

Solucion.

Hay 25 pares de nimeros impares diferentes entre 1 y 99 que suman 100, a saber, {1,99},
{3,97}, {5,95}, ..., {49,51}. Dados 26 nimeros impares diferentes entre 1 y 99, cada
uno de ellos pertence a uno de los 25 pares. Por el principio del palomar debe haber dos
nimeros pertenecientes a un mismo par, y que por lo tanto suman 100.
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Demuestra la desigualdad de Cauchy—Schwarz: dadas (x1,...,2,) € (y1,...,Yn), dos n-
tuplas de nimeros reales, se cumple que

(35" = (554) (550
Solucion.

Consideramos el siguiente polinomio en la variable z

(et et (e ) = (L) 42 (L) =+ (L of)
; =1 =1

1=

El polinomio es no negativo para cualquier valor de z, por tanto tiene a lo sumo una raiz
real. Entonces su discriminante es menor o igual que cero, es decir,

(iiﬂzyz)Q - zn:xzz : zn:yf <0,
i—1 i—1 i—1

y de aqui se deduce inmediatamente la desigualdad de Cauchy—Schwarz.

Los ntimeros reales z, y, 2, t satisfacen las igualdades x+y+2+t = 0y 22 +y? + 22 +t2 = 1.
Demostrar que —1 < zy + yz + 2zt +tx < 0.

Solucion.

En primer lugar, tenemos:
zy+yz+atttr=(r+2)(y+t)=—(r+2)?<0
(porque y +t = —(x + 2)). Entonces,
lzy +yz+ ot +tx| < (@22 + 2+ D)V A4 a?) P =1

(por la desigualdad de Cauchy—Schwarz), y se obtiene el resultado.

Comentario. La igualdad xy + yz + 2t +tx = 0 se tiene si y sélosix + 2z =y +t = 0.
Por tanto, la desigualdad zy + yz + 2zt 4+ tx < 0 se convierte en una igualdad para las

cuadruplas (z,y, z,t) = (a,b, —a, —b), donde a, b son nimeros reales tales que a®+b* = %

Si la igualdad zy + yz + 2t + tx = —1 se tiene, entonces tenemos la igualdad en la
desigualdad de Cauchy—Schwarz, con lo que (z,y,z2,t) v (y,z,t,x) son proporcionales.
Como al menos uno de los nimeros z, ¥y, z,t debe ser no nulo, esto conducear =y =2 =1
oy = —x,z=x,t = —x. El primer caso es incompatible con las hipotesis y para el segundo
se tienen soélo las siguientes posibilidades:

(1 11 1) ( 11 1 1)

2 22 2) 7 22 22)
Reciprocamente, estas dos cuadruplas satisfacen xy = yz + 2t + tx = —1 y podemos
concluir que se cumple xy = yz + 2t + tx = —1 si y sdlo si (z,y, 2,t) = (%, —%

(_l 1 _1 l)
2020 272)°
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Las sucesiones aq,...,ay,,... vV by,...,b,,...son tales que a; > 0, by >0,y

1
bopr = by + —, neN.

Qp+1 :an+b_7 0
n n

Demostrar que
Qo5 + bas > 10\/5

Solucion.

Observar primero que, dado un ntmero ¢ > 0, se cumple que t + % > 2. En efecto,
1 2 2
t+¥22<:>t +1>2t<«= (t—1)°>0.

Se sigue entonces que as + by = a; + i +a + i > 4. Por otro lado, para n > 1, se tiene
la siguiente desigualdad

(@1 + bns1)® = apyy + 0701 + 200110011
1 b 1 1
= (ai+2a—”+—> + (bi+2—”+—) +2<an—i——> bn+—)
b, b2 a, a n
1 1 2
2 2
= a® + B2+ 2a0by + = 4+ =
a, + 0y, + 2a +a%+b%+anbn +
a? + b2 + 2a,b, a, by
L + 2( )
azby

= (an +by)? +

1 a b
(1 ) 2 )
(an + by) tae) T2, )t
> (an + by)? + 8,
donde hemos usado que (‘g—: + Z—Z) > 2, por la desigualdad aritmético-geométrica, en la

ultima desigualdad.

Sumando la desigualdad (a1 + bpy1)? > (a, + b,)? + 8 para valores de n desde n = 2
hasta 24, obtenemos
(CL25 + b25)2 > (CLQ + b2)2 + 8(23)

Por tanto, (ags + bys)? > 16 + 184, y de aqui y de la desigualdad de arriba,

10\/5 < a5 + bas.

En el trapecio ABCD de bases AD y BC' que tiene circunferencia inscrita, las diagonales
se cortan en el punto E. Demuestra que ZAED > 90°.

Solucidn.

Prolongando AD mas alld del punto A (figura), sea D" el punto tal que AD' = BC.
De igual manera, prolongando BC mas alld de B, sea C’ tal que BC' = AD. Entonces
CC'D'D es un paralelogramo. Sea N el punto de CC’ tal que C'N = D'A = BC.



c N M B c

Como AC'BD es un paralelogramo (C'B = AD, C'B || AD) tenemos que C'A || BD.
Entonces /BEC = ZC"AC, y tenemos que probar que ZC'"AC > 90°. Sea M el punto
medio de CC" (y también entonces punto medio de N B).

Tenemos CC" = AD + BC = AB + CD (propiedad caracteristica de un cuadrildtero
circunscrito), CD = AN (ya que ANC'D’ es un paralelogramo) y AB + AN > 2AM
(desigualdad triangular). Luego ZC"AC > 90° aplicando el siguiente resultado auxiliar:

Lema. Sea S el punto medio del lado PQ) de un APQR. Si RS = %PQ, entonces ZPR(Q) =
90°. Si RS < %PQ, entonces ZPR() > 90°.

Demostracion. Consideremos una circunferencia de didmetro PQ). En el primer caso, el
punto R pertenece a esta circunferencia. En el segundo caso el punto R es interior al
circulo.



