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1. Sea p > 3 un numero primo y consideramos el triangulo rectangulo de
cateto mayor p?> — 1 y cateto menor 2p. Inscribimos en el tridngulo un
semicirculo cuyo didmetro se apoya en el cateto mayor del tridngulo y que
es tangente a la hipotenusa del tridngulo y al cateto menor. Encuentra los
valores de p para los cuales el radio del semicirculo es un niimero entero.

Solucién
Empecemos por hacer una figura tal como nos dice el enunciado
del problema
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Observemos que los tridngulos ABC'y C'DE son ambos rectangulos
y semejantes. Asi, por ser rectangulo ABC, tenemos

AB=2p, AC=p>—1, BC =+/AB2+ AC? =p? +1.
Por otro lado,
DE=r, CE=p*—-1-r.
Aplicando la semejanza entre los tridngulos
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El coeficiente que multiplica a r es el cuadrado de (p + 1) v,
teniendo en cuenta que (p? — 1) = (p — 1)(p + 1), llegamos a la
siguiente expresién para el valor del radio del semicirculo inscrito
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que tiene que ser un entero positivo. El numerador de la fraccién
lo podemos escribir como

20 +1-1p+1-2)=2((p+1)*-3(p+1)+2],
por lo que
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De aqui, y teniendo en cuenta que p > 3, vemos que la tnica
posibilidad de que r sea un entero es que el denominador de la
dltima fraccién sea 4, por lo que p = 3.

También podriamos haber razonado del siguiente modo: p y
p+ 1 no tienen divisores primos comunes entre siy p—1y p+1
tienen como tnico divisor en comun a 2, en caso de que ambos
sean pares. Por tanto, en la expresién
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los factores primos del denominador deben cancelarse con fac-
tores primos del numerador. La tinica forma posible en que esto
sucede es cuando p + 1 = 4, es decir p = 3.

Obsérvese que la condicién de que p sea primo no es necesaria.
2. (Existen m, n nimeros enteros positivos de forma que
n? + 2018mn + 2019m + n — 2019m?
es un numero primo?

Solucién
Escribimos la expresion que nos dan de la siguiente manera

n? 4+ 2019mn + 2019m + n — 2019m2 — mn

y agrupamos los términos que estdn multiplicados por 2019 y
los que no. De este modo se obtiene

nn—m-+1)+2019m(n —m+1) = (n—m+1)(n+ 2019m).



Entonces, para que esta expresién sea un niimero primo, uno de
los factores tiene que ser igual a 1 y el otro un nimero primo.

Puesto que n, m > 1 el unico factor que puede ser igual a 1 es el
primero, por lo que n = m. Pero en este caso, el segundo factor
es 2020n, que no es primo. Es decir, la expresién que nos dan
nunca puede dar lugar a un nimero primo.

Podriamos haber argumentado, también, que la expresion dada
siempre es un numero par, por lo que, de ser un nimero primo,
solo puede ser el 2. Por tanto queremos ver que

n? 4 2018mn + 2019m + n — 2019m? # 2

para n y m enteros positivos. Viendo lo anterior como un poli-
nomio en n, para m fijo, nos damos cuenta de que siempre es
creciente para n > 0. Como, para n = 0, el valor del polinomio
es negativo, hay un momento en que cambia de signo y pasa
por 0. Si el 0 es un ntimero natural, tiene que ser un divisor del
término independiente

2019m — 2019m? = 2019m(1 — m)

Probando con m — 1, vemos que el polinomio es igual a 0. Por
otra parte, para n = m, resulta

m? 4+ 2019m? + 2019m + m — 2019m? = 2020m > 2,

si m > 1. Como el polinomio es creciente, alcanza el valor 2
entre n =m — 1y n = m, que no es un entero. Luego no hay
solucioén.

3. Fijamos un ntmero natural £ > 1. Encuentra todos los polinomios P(x)
que cumplan
P(z*) — P(kx) = 2" P(x)

para todo valor de = € R.
Solucién

En primer lugar, observemos que, si P(xz) = 0, se cumple tri-
vialmente que
P(z*) — P(kz) = 2" P(z),

para todo x € R y para cualquier entero k& > 1. Fijémonos,
ahora, en el caso especial en que k£ = 1. Entonces,

P(z) — P(x) =zP(x) = 0=aP(x) = P(z) =0,

para todo = € R, que es la solucién que ya habiamos obtenido.



Sik > 1,y P(x) es un polinomio de grado n, se tiene que la parte
izquierda de la igualdad es un polinomio de grado nk, mientras
que el polinomio de la derecha es un polinomio de grado n+k. Si
ambos polinomios son iguales, su grado tiene que ser el mismo,
por lo que

nk=n+k=>n=~k=2 (n:kkl—>k=2,n:2).

Asf pues, P(z) = ax? + bx + ¢. Sustituyendo esta expresién en
la igualdad, teniendo en cuenta que k = 2, resulta

az* + bx? + ¢ — daz® — 2bx — ¢ = ax* + ba® + c2’.
De aqui se sigue que
ba® + (c — b+ 4a)x = 0,

para todo x € R. Por tanto, los coeficientes del polinomio deben
ser nulos

b=0, c=—4a = P(zx)=a(2® —4),
con a € R.

Concluimos que P(z) = 0 es solucién cualquiera que sea el valor
de k > 1y, para k = 2, los polinomios de la forma P(z) =
a(z? — 4) también son solucién.
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4. Considera el conjunto de nimeros naturales n cumpliendo que 1 < n <
1000 000. En ese conjunto, indica si es mayor la cantidad de niimeros que
pueden expresarse de la forma a® + mb?, con a,b € Ny m € {0,2,4,6,8}
o la cantidad de nimeros que no pueden expresarse de esa manera.

Solucion

Empecemos por acotar los valores de a y b. Vemos que a® <
1000 000, por lo que
1 <a <100.

Anélogamente,
b? < 1000000 = 1 < b < 1000.

Cuando m = 0, tenemos 100 ntimeros de la forma a3 + 0 - b2
Para m = 2,4, 6,8 tendremos como méaximo 100 x 4 x 1000, las
maneras de combinar los 100 posibles valores de b con los 4 de m
y los 1000 de b. En total 400 000 ntimeros. Asi, como méaximo,
tendriamos 400 100 nimeros, que son menos de la mitad. Por lo
tanto hay méas nimeros que no pueden expresarse de esta forma.

Noétese que no hemos considerado que muchas de las 400 000
combinaciones dan lugar a nimeros mayores que 1000000, pero
eso no es relevante, pues se trata solo de una cota superior.

5. Prueba que para todo a,b,c > 0 se cumple que
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(En qué caso se cumple la igualdad?

Solucion

Puesto que a, b, ¢c son niimeros positivos, multiplicamos toda la
desigualdad por ab3c para quitar los denominadores. Asi, queda

a® — a?be > ab?? — b3 P,



Factorizando ambos lados de la desigualdad, resulta

a*(a —be) > b*c*(a —be) = a*(a — be) — b*c*(a — be) > 0.
Volviendo a factorizar

(a —be)(a® = b*c?) = (a — be)*(a+be) > 0= (a—be)? >0,

va que (a + be) > 0, al ser los ndmeros positivos. Pero la de-
sigualdad anterior es siempre cierta y la igualdad se da cuando
a = bc.

6. Consideramos un tridngulo ABC'y un punto D en el lado AC. Si AB =
DC =1, ZDBC =30°y LZABD = 90°, calcula el valor de AD.

Solucion
En primer lugar hacemos un dibujo con los datos del problema
y en el que hemos trazado algunas lineas y elementos auxiliares.
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En concreto, hemos prolongado el lado AB y hemos trazado la
altura desde C. También hemos introducido a, el lado BC'. Por
las propiedades del tridngulo BCC’, deducimos que
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De la semejanza entre los tridngulos rectdngulos ABD y CC" D,

se sigue que
1 a/2 2
=== a=".
T 1 T

Aplicando el Teorema de Pitdgoras en el tridngulo ACC’ resulta

(1+2)?= (1+%)2+ (aég)Q:l—i—a-i-aQ.

Teniendo en cuenta que a = 2/x, resulta
2 2 4 4, .3 3
42 =+ — = 2+’ =2r+4 - (2 +2) =2(x+2),
A

de donde se deduce que x = 2.

Existe una construccién alternativa, ya que no nos dicen que D
tiene que estar entre los vértices A y C, pudiendo estar en su
prolongacién. En este caso el dibujo resultante es el siguiente

A
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siendo a el valor del lado BC'. Por la semejanza de los tridangulos
ADB y CDC" resulta

1
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Aplicando el Teorema de Pitdgoras en el tridngulo ACC’ se
obtiene

(r—1)% = (1—%)2+ (a?)z—laJraQ.



Teniendo en cuenta que a = 2/x, resulta

4 2
??2r=—-= =" -2"=4-22 5 2°(z-2) = -2(z—-2),
x?
de donde se deduce que z = 2. En este caso, el tridngulo ABC
es equilatero.



