Seminario de problemas. Curso 2017-18

Estrategias matematicas: congruencias

Sea m un entero positivo. Decimos que dos enteros a y b son congruentes moédulo m si
tienen el mismo resto al dividir por m, y se expresa

a=b (méd m).

(Cuidado: Aunque el entero sea negativo, al dividir por m hay que quedarse con un resto
positivo, y ese resto al hacer la division serd un nimero entre 0 y m — 1). Por ejemplo,

22=2-9+4, 94=10-9+44, 4=0-9+4+4, -23=-3-9+4,

asi que
22=94=4=-23 (m6d 9).

También podemos decir que dos enteros a y b son congruentes médulo m si m divide
a a — b. Esto es equivalente a la definicion que hemos dado al principio pues, si tomamos

a=am-+r, b=bm+s,

tendremos a — b = (a; — by)m + (r — s), luego resulta evidente que m divide a a — b si y
solo si los dos restos 7 y s coinciden.

Usar congruencias es muy tutil en muchos problemas aritméticos, sobre todo cuando
aparecen cuestiones de divisibilidad. Segin como sea el problema, a veces resulta mas
natural pensar en la primera definiciéon que hemos dado (coincidencia de resto al dividir
por m), y otras veces en la segunda (m divide a la resta).

Al efectuar congruencias médulo m, los tinicos nimeros importantes son 0,1,2,...,
m — 1, pues cualquier otro nimero entero es equivalente a uno de esos. Por ejemplo,
modulo 5 tenemos

e =-15=-10=-5=0=5=10=15=20=--- (mdd 5),
=-14=-9=-4=1=6=11=16=21=--- (mdd 5),
=-13=-8=-3=2=7=12=17=22=--- (mdd 5),
=-12=-T=-2=3=8=13=18=23="--- (mdd 5),
=-11=-6=-1=4=9=14=19=24=--- (mdd 5).

Todos los nimeros de la misma linea son, esencialmente, el mismo, asi que los consi-
deramos agrupados y basta quedarse con un representante de todos ellos; normalmente,
los representantes elegidos son 0, 1,2, 3,4, pero darfa igual si fuesen otros (a veces, estas
quedarnos con el representante médulo m (y considerar a todos sus congruentes agrupados
con él), los enteros Z se agrupan en paquetitos (que se denominan clases de equivalencia),
y esto se denota asi:

Zm =40,1,2,...,m —1}.



Las congruencias se comportan muy bien con sumas y productos, ya que
a=b (médm), c=d (médm) = a+c=b+d (médm), a-c=0b-d (méd m).

Vamos a comprobarlo para el producto (con la suma es similar): tenemos a = aym + r,
b=bm+r,c=cym+s,d=dym+ s, con lo cual

a-c=(aim+r)(cim+s) = (arcym +rey + sa;)m +rs =rs (méd m),

b-d=(bim+r)(dim+s) = (bidim+rdi + sbi)m +rs =rs (méd m);

luego, efectivamente, a - ¢ = b-d (méd m). Este buen comportamiento es crucial, pues
permite definir las operaciones suma y producto en Z,,, ya que lo que sale al operar no
depende del representante elegido.

Con congruencias se puede restar, pero no siempre se pude dividir. Si que se puede
dividir (por un ntimero no nulo) cuando el médulo es un nimero primo. En general,
también puede ocurrir que el producto de dos niimeros no nulos sea nulo médulo m, por
ejemplo, 2-3 =0 (md6d 6). Eso tampoco sucede cuando el médulo es un primo. De hecho,
cuando el médulo es primo, hay muchas mas propiedades que se podrian mostrar. En
particular, una muy importante es la siguiente:

Teorema pequeino de Fermat. Sea p un primo y a un entero que no es divisible por p.
Entonces,
a? ' =1 (méd p).

A menudo, este resultado se escribe en su forma equivalente a? = a (mdd p) que
es valida incluso aunque p divida a a (pues la hipdtesis p 1 a s6lo anade el caso trivial
a? =0 =a (méd p)). Ambos enunciados son equivalentes puesto que, si p divide a a? —a =
(a?~! — 1)a y a no es miltiplo de p (un primo), entonces p debe dividir a a?~! — 1.

Demostracion del teorema pequeno de Fermat. Probemos que a? — a es multiplo de p por
induccién sobre a. Para a = 0 o a = 1 es trivial. Ahora, supuesto que a lo cumple, para
a + 1, desarrollando por el binomio de Newton, podemos escribir

. P\ k = P\ k

+1pr =3 =1+ +a?;

(CL ) <k> a <k> a a”;
k=0 k=1

entonces, teniendo en cuenta que

D pp—1)---(p—k+1)
_ 1<k<p—1
<k> k! ’ sk=p ’

es miltiplo de p (por ser primo, el p del numerador no se puede cancelar con ninguno
de los factores del denominador), y que, por hipétesis de induccién, a? — a también es
multiplo de p, se sigue que

(a—i—l)p—(a—i—l):z(Z)ak—i—(ap—a)

k=1

es multiplo de p. Esto probaria el enunciado para los enteros positivos. Para los negativos,
cuando p = 2 el resultado es trivial; y, en otro caso, al cambiar a por —a obtenemos
(—a)P — (—a) = —(a? — a), luego podemos remitirnos a lo visto para los positivos. O



Aunque no lo vamos a usar (y tampoco lo vamos a demostrar), cuando m es producto
de dos primos distintos hay un resultado similar (también hay un teorema, denominado
teorema de Euler-Fermat, que muestra qué ocurre para m un entero positivo cualquiera,
pero necesitariamos explicar bastantes mas cosas para dar la expresion correspondiente):

Teorema de la media de Fermat. Sean p y q dos primos distintos y a un entero que
no es divisible por p ni por q. Entonces,

aP~ D=1 = (méd pq).

Puede resultar increible, jpero esos dos teoremas son la base de toda la criptografia
moderna! Eso es muy interesante, pero nos estamos apartando de nuestro objetivo, que es
ver como aplicar las congruencias a la resoluciéon de problemas.

Comencemos mostrando céomo las congruencias son la base de algunos criterios de

divisibilidad:

Criterio (Divisibilidad por 9). Un ndimero es divisible por 9 si y sélo si la suma de sus
digitos es divisible por 9.

Demostracion. Sea n el nimero, y escribamoslo (en base 10) como
n=apl0® + ap_110" 1 + - 4 a210% + a110 + ag, a; € {0,1,2,...,8,9}.
Como 10 =1 (méd 9), tenemos
n=al0F + aj_110"71 + - + a210% + a1 10 + ag

= aklk —|—ak,11k_1 —|—---—|—a212 + a1l + ag
=ar+ag_1+--+as+ a3 +ap (méd9),

luego 9 divide a n si y sélo si divide a ar + ax—1 + - -+ + a2 + a1 + ap. ]
Como también 10 = 1 (mdd 3), de la misma forma se demuestra lo siguiente:

Criterio (Divisibilidad por 3). Un ntmero es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus
digitos es divisible por 3.

Criterio (Divisibilidad por 11). Para ver si un nimero n es divisible por 11, sea P la
suma de sus cifras de lugar par, e I la suma de sus cifras de lugar impar. Entonces, n es
divisible por 11 si y sélo si si P — I es divisible por 11.

Demostracién. Como 10 = —1 (méd 11), tenemos
n= aklok + ak,llok_l + o4 a9l0% + a110 + ag

= ap ()" + ap_1 ()" + -+ aa(=1)? + a1 (—1) + ag
=P — I (méd 11),

luego 11 divide a n si y sélo si divide a P — I. O

Criterio (Divisibilidad por 7). Para ver si un ntimero n es divisible por 7, agrupemos sus
digitos de tres en tres, y sea P la suma de los grupos de lugar par, e I la suma de los
grupos de lugar impar. Entonces, n es divisible por 7 si y sélo si P — I es divisible por 7.



Demostracion. Sin el nimero, escribirlo agrupando sus digitos de tres en tres es poner
n = ax1000% + aj_11000""! + - - 4+ 210002 4+ 11000 + ag, a; € {0,1,2,...,998,999}.
Como 1001 =7-11-13, 7 divide a 1000 + 1, 0 1000 = —1 (méd 7). Entonces,
n = ax1000% + a;_11000"" + - + 310002 + 11000 + ag
= ap(— )"+ ap_1 (1) + -+ aa(=1)? + a1 (~1) + ag
=P -1 (méd 7),
luego 7 divide a n si y sélo si divide a P — 1. O

Por la misma razén (13 divide a 1001) también se cumple lo siguiente:

Criterio (Divisibilidad por 13). Para ver si un niimero n es divisible por 13, agrupemos
sus digitos de tres en tres, y sea P la suma de los grupos de lugar par, e I la suma de los
grupos de lugar impar. Entonces, n es divisible por 13 si y s6lo si P — I es divisible por 13.

Finalmente, veamos algunos problemas que se resuelven usando congruencias:
Problema 1. Comprueba que 7" — 1 es divisible por 6 para cualquier n > 1.
Solucién. Obsérvese que decir «m divide a a» equivale a «a = 0 (méd m)». En nuestro
caso, " —1=1"-1=1-1=0 (mdd 6), jy ya estal O
Problema 2. ;Qué cifra falta en la igualdad 14! = 87178_912007

Solucidon. Apliquemos lo que sabemos de las congruencias médulo 9. Observemos que 14!
es multiplo de 9, asi que 87178_91200 debe ser multiplo de 9 y, en consecuencia, la suma
de sus cifras debe ser multiplo de 9. De ahi sale de manera inmediata que la cifra que falta
es un 2. O

Problema 3. Sean m y n enteros tales que m? + n? es multiplo de 3. Probar que tanto
m como n son multiplos de 3.

Solucion. Médulo 3, tendremos n = 0 (méd 3) o n = +1 (méd 3), y su cuadrado es,
respectivamente, n? = 0 (méd 3) o n? = 1 (méd 3). Lo mismo ocurre con m. De aqui
queda claro que m? +n? =0 (méd 3) si y solosin =0 (méd 3) y m =0 (méd 3). O

Problema 4. Calcular el resto al dividir 2207 entre 7.
Solucion. Como 2% =8 =1 (méd 7), tenemos
22017 _ 23-672+1 _ (23)672 .9 = 1672 .2=9 (méd 7)

asi que el resto es 2. (También podiamos haber usado que, por el teorema pequefio de
Fermat, 26 =1 (mdd 7), pero no ha hecho falta.) O

Problema 5. Demostrar que si n + 2 es primo, n > 1, entonces n2" + 1 no es primo.
Solucién. Por el teorema pequeiio de Fermat, 2" 7! = 1 (méd n + 2). Entonces,
2(n2" 4+ 1) =n2"" 4+ 2=n+2=0 (méd n + 2),

luego n+ 2 divide a 2(n2™ 4 1). Pero n+ 2 es primo e impar, asi que n+ 2 divide a n2" +1
y este niimero no puede ser primo. ]



