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Seminario de problemas-Bachillerato. Curso 2012-13. Hoja 6

Dada una cuerda AB de una circunferencia de radio 1 y centro O, se considera la circun-
ferencia v de diametro AB. Sea P es el punto de v mas alejado del punto O. ;Cuél es el
méaximo valor que puede tener la distancia OP?

Solucion. El punto P de v més alejado de O es claramente el punto mas exterior de corte
de la mediatriz de AB (que pasa por O) con ~. Llamando o = ZPOA, a € (0,7/2), se
tiene que OP = sen a + cos a.

Ahora bien,

OP =sena + cosa = ﬂ(%sena—i— \/Licosoz) = ﬂsen(a—i—%) <72,

luego el méximo valor de OP es v/2, que se alcanza cuando o = 7 /4, es decir, cuando ~y
pasa por O.

Sean x, ¥y, z nimeros positivos. Demuestra las desigualdades

2 _
(a) x 239& Y

r+y 4

3 Y3 23 1
b > 2 (42 2 2
()x+y+y+z+z+x_2(:€ Ty )
Solucion.

(a) Como z e y son positivos, se tiene que

2
3 —
i > x4y<:>4x22(x+y)(3x—y)<:>x2+y222xy<:>(x—y)QZO.
rrTy
(b) Aplicando (a), se tiene que
23 3 23 322 —x 3y? —yz 322 —z2x
r+y y+z z+x 4 4 4

Por tanto, para probar (b) basta demostrar que
3(x? +y? + 2%) — (zy +yz + 2x) - 2(2? + y* + 2%)
4 - 4
lo cual se sigue inmediatamente sumando las desigualdades evidentes x? + 3% > 2y,
Y 4+ 22> 2z y 22 4 2% > 2z

= *+y*+ 27 > oy +yz oz,



39. Determina todos los nimeros enteros n > 1 para los cuales el nimero 2*- 316 4-52.34 4 3n
es un cuadrado perfecto.

Solucion 1.

Supongamos que 2% - 316 4 52 .31 + 37" = m? con m € N. Por ser suma de un par y
dos impares, m? es par y cuadrado perfecto, luego es miiltiplo de 4. Por ser suma de
tres multiplos de 3, es multiplo de 3 y cuadrado perfecto, luego es miltiplo de 9, lo que
significa que n > 1.

Por otro lado, 2%+ 3% +52.3M 4 37 = 314(2%.32 + 52) + 3" = 31 .169 + 3" = 314. 132 4 3".

Si tomamos congruencias de modulo 4:

3 = 3 mod4
32 =1 mod4

Como 169 - 3" =1 mod 4, n deberd ser impar, pues m?> =0 mod 4.

Si tomamos congruencias de moédulo 10:

31 = 3 mod 10

32 = —1 mod 10
33 = —3 mod 10
3% = 1 mod 10

Como 169 - 3'* = 1 mod 10, n debe ser de la forma n = 4k + 1, con k € N. La otra
posibilidad de n impar se descarta porque entonces serfa m? = —2 mod 10, que no puede
ser porque ningin cuadrado perfecto termina en 8.

Los posibles valores de n serian: 5,9,13,17,21,.... Distinguiremos dos casos:

Si n < 14 (es decir, si k = 1,2,3). 169 - 314 + 3%*+1 = 34%(169 . 31474 4 3) no podria ser
cuadrado perfecto, ya que lo es el primer factor, pero no puede serlo el segundo: sumando
3 a un cuadrado perfecto mayor que 1 no puede obtenerse otro cuadrado perfecto.

Si n > 14 (es decir, si k > 4). 169 - 3 + 3" = 3'(169 + 3"~!). Para que sea cuadrado
perfecto deberd ser 169 + 3" 14 = ¢2, en cuyo caso se tendria que 3" = ¢ — 169 =
(¢ + 13)(q — 13). Estos dos factores habrian de ser ambos potencias de 3, lo que sélo es
posible para ¢ = 14. En tal caso

grtt =27 =3

Por tanto, el inico caso posible es n = 17, y se cumplira que

m? = 3. (1694 27) = 31 . 196 = 3" . 142 = (37 - 14).

Concluimos que sélo hay una solucion: n = 17.
Solucion 2.

Queremos que
a, =2*-3"% 4+ 5. 3" 43" =10,



40.

Pongamos 5% = 25 = 16 + 9; as{ tenemos
a, =23 416-3" 4+ 3%+ 3" =0,

an = 32" (3 + 1)+ 3?) + 3" =0,
a, = 3169 + 3" = [.
Para que la potencia de 3 en [] sea par, debe ser n par, n = 2m.

Sin < 14 entonces deberia ser
an = 3*™(317?m13% 4 1) = 0O,

pero al sumar 1 a un cuadrado positivo nunca puede resultar un cuadrado. Luego debera
ser n > 14.

Considerando ahora n > 14, podemos descartar los pares tomando congruencias médulo
4, ya que todo cuadrado es congruente con 0 o con 1 médulo 4, pero si n es par resulta
que

311(169 4+ 3" =2 mod (4).

Por lo tanto n es impar y, en ese caso, el supuesto cuadrado es congruente con 0 modulo
4.

Para encontrar soluciones, como 169 4 3"~'* es un cuadrado, se tiene que lo que se suma
a 169 es un impar mayor o igual que 27 (196 es el cuadrado més préximo), por lo que

M =27+ +1), j=0.

Pero esta claro que la unica solucién de la ecuacion anterior es j = 0, lo que nos da como
solucion n = 17.

.Se puede dibujar un triangulo equilatero que tenga los tres vértices sobre puntos de una
malla cuadrada? ;Qué poligonos regulares se pueden dibujar con todos los vértices en
puntos de una malla cuadrada? ;Se puede dibujar un cuadrado con los cuatro vértices
sobre puntos de una malla triangular equilatera? ;Qué poligonos regulares se pueden
dibujar con todos los vértices en puntos de una malla triangular equildtera? (Estas mallas
son como las de las figuras, pero se entiende que se pueden extender hasta el infinito.)
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Solucion.
En la malla cuadrada:

(a) No se puede dibujar un tridngulo equildtero con los tres vértices en puntos de la malla.
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Demostracion.

Supongamos que se pudiera dibujar uno. Entonces, por un lado, el area A del tridngulo
serfa un numero racional, ya que calculandola por ejemplo con la formula de Pick, si la
unidad de area es el area del menor cuadrado de la malla,

b

A=i+-—1,

2
donde 7, el nimero de puntos de malla interiores al tridngulo, y b, el niimero de puntos
de malla en el borde del tridangulo incluidos los vértices, son niimeros enteros.

Lz oy
(También se podria razonar esto utilizando la formula A = 111 x5 | siendo (z;,y;)
L s ys

las coordenadas (enteras) de los tres vértices).

Pero, por otro lado, si la longitud del lado del tridngulo (en unidades de longitud de malla)
es /, el area del triangulo es
23

A = 1
donde, si (x1,y1) v (22,y2) son las coordenadas de malla de dos vértices del triangulo,
(> = (x1 — x9)® + (Y1 — ¥2)? es un numero entero, luego A es un numero irracional,

contradiccion.

(b) El tinico poligono regular que se puede dibujar con todos los vértices en puntos de la
malla es el cuadrado.

Demostracion.

(b.1) No hay hexdgonos regulares: si hubiera uno, sean A, As, A3 tres vértices consecu-
. —_—

tivos. El vector @ = Ay A3 es un vector de la malla y por tanto el punto B = A; + 0

que completa un rombo con Ay, Ay y As, es un punto de la malla y el AA;AsB seria un

tridngulo equilatero con vértices en la malla, absurdo.

(b.2) Sea n > 6 fijo; no hay n-gonos regulares: si hubiera alguno, sean A;, Ay, Aj tres
vértices consecutivos del n-gono de lado mas pequeno posible. Completando un rombo
A1A3A3Bs, el punto By sera un punto de la malla.

Ademas, By estd en la recta que une As con el centro O del n-gono, ya que A;Bs es
bisectriz del ZA;A3As. Sif es es lado del n-gono y r su circunradio, se tiene ¢ < r porque
n > 6. Luego Bj esta en el segmento entre O y As.

Ay A,

AN



Al hacer esto para cada terna de vértices consecutivos resulta un n-gono regular (B;) de
menor area que el (A;) y por lo tanto de menor lado, absurdo.

(b.3) No hay pentagonos regulares: si hubiera uno, con la construccién anterior paran =5
también resulta un pentagono regular mas pequeno, en este caso invertido respecto del
original, porque O pertenece en cada caso al segmento A;B; .

En la malla triangular equilatera:
(¢) No se puede dibujar un cuadrado con los cuatro vértices en puntos de la malla.
Demostracion.

Supongamos que se pudiera dibujar uno. Tomando como unidad de area el area del menor
triangulo equilatero de la malla, la formula de Pick para esta malla da el area de cualquier
poligono con vértices en la malla con la cuenta 2i 4+ b — 2, donde 7 es el nimero de puntos
de malla interiores, y b es el nimero de puntos de malla en el borde del poligono, incluidos
los vértices. Entonces, por un lado, el area [1 del cuadrado asi calculada seria un ntimero
entero.

Por otro lado, si la unidad de longitud es la longitud del menor segmento de malla, el
cuadrado de la distancia d entre dos puntos de la malla (0,0) y (a,b) es, por el teorema
del coseno,

d* = a® + b* + 2abcos(7/3) = a* + b* + ab.

Y el 4rea de un cuadrado de lado ¢ es £2 - \/ig (va que el drea de un cuadrado de lado 1 es
ahora \/ig) Entonces tendriamos

4

V3’
donde, si (z1,41) v (22,y2) son las coordenadas de malla de dos vértices consecutivos del
cuadrado, (2 = (z1 — 22)® + (y1 — y2)* + (¥1 — 22)(y1 — ¥2) es un numero entero, asf que
[] seria un ndmero irracional, contradiccion.

O = ¢?

(d) Los tinicos poligonos regulares que se pueden dibujar en una malla triangular equildtera
son tridngulos equilateros y hexdgonos: Sirve una demostraciéon ahora completamente
similar a la hecha para la malla cuadrada, pues la traslaciéon por un vector cualquiera
definido por dos puntos de la malla conserva la malla.

41. Demuestra que si a, b y ¢ son nimeros reales positivos, se cumple la desigualdad
(a*b+ b*c + *a)(ab® + bc® + ca®) > 9a*b*c?.
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42,

Solucion 1.

Aplicando la desigualdad AM-GM a los términos de cada factor, se obtiene

(a®b 4 b*c + Pa)(ab® + bc® + ca®) > (3Va3b3¢3) (3V a3b3c3) = 9a2b? .

Solucion 2.

Reordenando los términos de cada factor y aplicando la desigualdad de Cauchy—-Schwarz,

(a®b 4+ b*c 4 Pa)(ab® + bc* + ca®) > (Va2b2c? + Va2b2c? + Va2b2c?)? = 9a’b?c?.

Solucion 3.

Desarrollando el término de la izquierda de la desigualdad, y aplicando la desigualdad
AM-GM, se obtiene
a’b+ b%c+ 2a)(ab® + be® + ca®) = a®b® + a*b*c* + a’be + ab'c + b + a*bP
(
+ a?b*? + abct + a3 > 9V aBb18¢18 = 9a’h3 2.

Halla las soluciones enteras de la ecuacion

vy =21 —zy+y’

Solucion.

Pongamos = + y = a; sustituyamos a la derecha y = a — x.

a=12"—z(a—12)+ (a — )7

a=x*—ax +2° + a® — 2ax + 22,

32° — 3ax +a* —a =0,

que tratada como ecuacion de 2° grado en x permite despejar
r = 3(3a+ V12a — 3a?) = £ (3a £ \/3a(4 — a)).

Para que z tenga valores enteros el discriminante 3a(4—a) debe ser no negativo y cuadrado
perfecto. Para que sea no negativo, debe ser a € [0, 4], y los tinicos valores enteros de a
en este intervalo para los cuales 3a(4 —a) =0 sona =0, 1, 3y 4.

Sustituyendo estos valores de a resultan las siguientes soluciones enteras de la ecuacion
(que son todas):

a=1, =1, y=0; r=0, y=1;
a=3, x=2, y=1; r=1, y=2;



