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Seminario de problemas-ESQO. Curso 2011-12. Hoja 21

Determina los tres ltimos digitos de 7%9%.

Solucion.

Observar que 74 = 2401. Luego
74 = (2401)™ = (1 + 2400)™.

Aplicando la férmula del binomio de Newton se obtiene que

(1+2400)" = 1 + n - 2400 + (Z) (2400)% + - - -

De esta expresion es claro que después del segundo término todos los niimeros terminan
en al menos cuatro ceros. Luego los tiltimos tres digitos de 74" estdn determinados por la
expresion

14+mn-2400 =24 -n-100 + 1.

Sea m el ultimo digito de 24 - n. Entonces 1 4 2400 - n terminara en m01. Tomemos un n
adecuado para formar 9999. Claramente 9999 = 9996 + 3, luego

79999 — 79996 . 73

Notemos que 9996 es un multiplo de 4, 9996 = 4 - 2499. Por lo analizado anteriormente
se deduce que 7999 = 742499 termina en 601. Como 73 termina en 343, se obtiene que el
numero en cuestion debe terminar en 143.

Dos jugadores, Antonio y Beatriz, juegan de la siguiente manera. Antonio colocaréd sobre
la mesa un cierto nimero de palillos, entre 20 y 100, los que él quiera. Beatriz quitara
de ese monton entre 1 y 10 palillos, los que ella quiera. Entonces Antonio quitara entre
1 y 10 palillos de los que hayan quedado, etc. Y ganara 20 euros quien se lleve el iltimo
palillo y deje la mesa vacia. jAlguno de los dos tiene una estrategia que le permite ganar
siempre?

.Y si el que juega puede quitar del montén solamente o bien uno o bien tres palillos?
Solucion.

En la primera situacién, cuando el que juega puede quitar entre 1 y 10 palillos de la
mesa, Antonio tiene la estrategia ganadora de dejar en la mesa inicialmente un nimero
de palillos que sea multiplo de 11 (es decir, 22, 33, ..., 99 palillos) y después de cada
jugada de Beatriz hacer la suya volviendo a dejar siempre un nimero de palillos que sea
multiplo de 11. Llegando al final, Antonio habrd dejado sobre la mesa 11 palillos y, quite
los que quite Beatriz, él se llevara de la mesa el ultimo palillo.

En la segunda situacién, Antonio tiene la estrategia ganadora de dejar en la mesa inicial-
mente un nimero de palillos que sea multiplo de 4. Cuando Beatriz quite un palillo, él
contestara quitando tres; cuando Beatriz quite tres palillos, él contestard quitando uno;
asi Antonio va dejando siempre un nimero de palillos multiplo de 4, y se llevara el iltimo
palillo.
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Considerar la sucesién de ntimeros a,, n € N, dada por

_1 1 1 1
an =1+ 4ot
Prueba que para cualquier nimero natural n, a,, < 3.
Solucion.

Para cada n nimero natural se satisface la desigualdad n! > 2"~ Luego 1/n! < 1/2" 1.
Entonces obtenemos que

1 1
<l4ld4—f—t- .
an <TH14o4 o+t o

Puesto que la serie geométrica

RS
2 2.2 gn-1’

de razén 1/2 posee suma igual a 2, se obtiene a, < 3.

En un tablero cuadriculado de tamano 19 x 19, una ficha llamada dragon da saltos de
la siguiente manera: en un salto se desplaza cuatro casillas consecutivas en una direccién
paralela a uno de los lados del tablero y una casilla en direccién perpendicular a la anterior.

Desde D, el dragén puede saltar a una de las cuatro posiciones X.

Se sabe que, con este tipo de saltos, un dragén puede moverse de cualquier casilla del
tablero a cualquier otra.

La distancia dragoniana entre dos casillas se define como el minimo niimero de saltos que
debe dar un dragén para moverse de una casilla a otra.

Sea C' una de las cuatro casillas de las esquinas del tablero, y sea V' la casilla vecina a la
C que la toca en un tnico punto.

Demuestra que existe alguna casilla X del tablero tal que la distancia dragoniana de C' a
X es mayor que la distancia dragoniana de C' a V.

Solucion.

Basta un tablero 6 x 6 para mostrar que la trayectoria minima que lleva un dragén de C
a V es de 8 saltos:
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Pongamos que la casilla inicial C' es la (0,0). Hay cuatro casillas que distan méas de 8
saltos de la casilla C: (17,18), (18,17), (15,18) y (18, 15). Consideremos por ejemplo la
casilla X = (17, 18) y pongamos que h es el nimero de saltos horizontales (de 4 unidades)
y v el de saltos verticales en el paso de C' a X. Denotemos por d la distancia dragoniana

de C a X.

e Como 17+ 18 = 35, debe ser d > 7.

h+v=T7
e Pero d # 7, porque { 4h+v =17 es imposible.
h+4v =18

e Y para alcanzar un punto cuya suma de coordenadas es impar a partir de (0,0) es
necesario un numero impar de saltos, luego d # 8.

Entonces es d > 8.

Un maestro de ajedrez juega al menos una partida diaria para mantenerse en forma y no
mas de diez partidas a la semana para no cansarse demasiado. Prueba que si sigue esta
norma de entrenamiento durante un tiempo suficientemente largo, habra una serie de dias
consecutivos en los cuales el maestro habra jugado exactamente 21 partidas.

Solucion.

Vamos a suponer que el maestro entrena durante 22 dias (3 semanas completas y el
lunes siguiente) seguidos. Vamos a llamar a, al nimero de partidas que juega el dia n

(n=1,2,...,22), y vamos a considerar las 22 sumas (positivas) sucesivas
Sl =
SQ = a1+ as

S3ZCL1+CL2+(13

Como 22 > 21, usando el principio del palomar tiene que haber dos sumas S; y Sy, (k > j)
congruentes médulo 21. Pero entonces, como Soy = So1 + age < 30 + 4 = 34 de acuerdo
con las hipotesis, se tendra

Sk—Sj:(lj+1+(lj+2+"'ak:21‘



