
Seminario de problemas-Bachillerato. Curso 2011-12. Hoja 18

99. Encuentra las cuatro ráıces r1, r2, r3, r4 de la ecuación 4x4 − ax3 + bx2 − cx + 5 = 0,

sabiendo que son las cuatro positivas y que se verifica
r1
2

+
r2
4

+
r3
5

+
r4
8

= 1.

Solución.

Poniendo r1 = 2s1, r2 = 4s2, r3 = 5s3 y r4 = 8s4, se verifica

s1 + s2 + s3 + s4 = 1;

por otra parte, de las relaciones de Cardano-Vieta resulta

r1r2r3r4 = 320 s1s2s3s4 =
5

4
,

luego

s1s2s3s4 =
1

256
=
(1

4

)4
.

De manera que la media aritmética de los números positivos si coincide con su media
geométrica. Entonces

s1 = s2 = s3 = s4 =
1

4

y, por lo tanto,

r1 =
1

2
, r2 = 1, r3 =

5

4
, r4 = 2.

100. Los números reales no negativos a1, a2, . . . , an cumplen las condiciones

a1 + a2 + . . . + an = 2n,(
a1
2

)
+

(
a2
2

)
+ . . . +

(
an
2

)
= n.

Prueba que aj = 2 para todo j = 1, 2, . . . , n.

Solución.

Se tiene, usando la primera condición,(
a1
2

)
+

(
a2
2

)
+ . . . +

(
an
2

)
=

a21 − a1
2

+
a22 − a2

2
+ . . . +

a2n − an
2

=
a21 + a22 + . . . + a2n

2
− a1 + a2 + . . . + an

2

=
a21 + a22 + . . . + a2n

2
− n.

Pero esta cantidad, cuando a1 + a2 + . . . + an = 2n, es siempre mayor o igual que n, es
decir,

a21 + a22 + . . . + a2n
2

− n ≥ n

1



o bien,
a21 + a22 + . . . + a2n

n
≥ 4,

ya que usando la desigualdad de medias aritmética y cuadrática sabemos que, en este
caso, √

a21 + a22 + . . . + a2n
n

≥ a1 + a2 + . . . + an
n

= 2.

Además la segunda condición del enunciado dice que aqúı se alcanza la igualdad. Eso
implica, como sabemos, que

a1 = a2 = . . . = an,

y como la suma de todos estos números es 2n, cada uno de ellos debe ser igual a 2.

101. En el plano cartesiano, los puntos A(3, 7), B(9, 1), C(11, 13) y D(8, 14) están sobre lados
consecutivos de un cuadrado, o sobre sus prolongaciones. Halla la longitud del lado del
cuadrado.

Solución.

Con geometŕıa anaĺıtica:

r : recta por A con pendiente m: y − 7 = m(x− 3)

s : recta por C con pendiente m: y − 13 = m(x− 11)

Un punto de r: R(0, 7− 3m). Distancia entre las rectas r y s:

`1 = d(R, s) =
|−11m + 13− 7 + 3m|√

1 + m2
=
|6− 8m|√

1 + m2
.

Y análogamente,

t : recta por B con pendiente −1/m: x− 9 = −m(y − 1)

u : recta por D con pendiente −1/m: x− 8 = −m(y − 14)

Un punto de t: T (9 + m, 0). Distancia entre las rectas t y u:

`2 = d(T, u) =
|9 + m− 8− 14m|√

1 + m2
=
|1− 13m|√

1 + m2
.

Con esto, `1 = `2 = `, el lado del cuadrado que queremos, si y sólo si |6− 8m| = |1− 13m|,
lo que deja dos posibilidades:

6− 8m = 1− 13m =⇒ m = −1 =⇒ ` = 7
√

2,

6− 8m = −1 + 13m =⇒ m =
1

3
=⇒ ` =

√
10.
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Construcción gráfica de las dos soluciones del problema. El lado del cuadrado rojo es 7
√

2;
el lado del cuadrado verde es

√
10.

102. Prueba que si los números reales x, y, z cumplen x+y+z > 0, se verifican las desigualdades

2 <

√
x2 + y2 +

√
y2 + z2 +

√
z2 + x2√

x2 + y2 + z2
≤
√

6.

Solución.

La primera sale considerando la desigualdad de distancias OC ≤ OA + AB + BC para
los puntos

O(0, 0, 0); A(x, y, 0); B(x, 2y, z); C(2x, 2y, 2z);

se tiene entonces

2
√

x2 + y2 + z2 ≤
√

x2 + y2 +
√

y2 + z2 +
√
z2 + x2.

La condición x+y+ z > 0 sólo se utiliza aqúı en que, entonces, va a ser x2 +y2 + z2 6= 0 y
se puede pasar dividiendo la ráız cuadrada del lado izquierdo. La igualdad sólo se cumple
si la ĺınea quebrada OABC coincide con la ĺınea recta OC, es decir, si

(x, y, 0) ‖ (0, y, z) ‖ (x, 0, z),

de donde x = z = 0 y x = y = 0 respectivamente; pero este caso x = y = z = 0 está
excluido por la condición, de modo que la primera desigualdad es estricta.

Para obtener la segunda desigualdad, escribamos
√
x2 + y2 = a,

√
y2 + z2 = b y

√
z2 + x2 =

c. Entonces, a2 + b2 + c2 = 2(x2 + y2 + z2), y la desigualdad queda

a + b + c√
a2+b2+c2

2

≤
√

6,
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o bien
a + b + c

3
≤
√

a2 + b2 + c2

3
,

que es la desigualdad de medias aritmética y cuadrática de los números no negativos a, b
y c. La igualdad se cumple aqúı cuando a = b = c, es decir, cuando x2 = y2 = z2.
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