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Seminario de problemas-Bachillerato. Curso 2011-12. Hoja 13

Demuestra que si un lado de un triangulo es menor que la media aritmética de los otros
dos lados, entonces el angulo opuesto a ese lado es menor que la media aritmética de los
otros dos angulos.

Solucion.

Denotemos el triangulo por ABC. Como A+ B+ C = 180°, probar que A < B%C equivale
180°—A

a probar que A < ,0que A < 60° lo que a su vez, es equivalente a probar que
cos A > , lo que suglere usar el teorema del coseno.

Denommando como es usual con las letras mintsculas correspondientes a las longitudes
de los lados del triangulo, por hipétesis es b + ¢ > 2a. Elevando al cuadrado y aplicando
el teorema del coseno se obtiene

b? + 2bc + ¢ > 4(b* + 2 — 2bccos A),

o bien,
8bccos A > 3b% + 3¢® — 2be.

Restando 4bc de ambos lados de la desigualdad, resulta
4bc(2cos A —1) > 3(b—c)* > 0.
Luego cos A > %

Prueba que en un cuadrilatero cualquiera, la suma de los cuadrados de los lados excede
a la suma de los cuadrados de las diagonales en el cuadrado del doble del segmento que
une los puntos medios de las diagonales.

Solucion.

En un paralelogramo, la suma de los cuadrados de las diagonales es igual a la suma de
los cuadrados de los cuatro lados (ley del paralelogramo).

Con la notacién de la figura, donde X, Y, Z, T son los puntos medios de los lados y M,
N los puntos medios de las diagonales del cuadrilatero ABCD; el resultado del problema
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se sigue de aplicar la ley del paralelogramo sucesivamente a los paralelogramos (teorema
de Varignon) XY ZT, XMZN y MY NT y combinar las igualdades obtenidas de modo
que se eliminen X 72 e YT?.

n—1

Demuestra que si n es un entero mayor que 1, entonces el niimero n™ " — 1 es divisible

por (n —1)2.
Solucion.
En primer lugar podemos observar que

n 1l —1

=n" 240" n 1
n—1
Podemos concebir esta suma como el resultado que se obtiene cuando hacemos r =n — 1
en el polinomio
Plz)y=142)"?+ 142"+ +n(l+z)+ 1

En el desarrollo e P(z) en potencias de x (usamos la férmula del binomio) el término
independiente de x es P(0) =n — 1, y por lo tanto

P(x)=x-q(z)+n—1,

donde ¢(z) es un polinomio en z de grado n — 3 y de coeficientes enteros. Ahora podemos
poner nuevamente x = n — 1 y obtener finalmente:

n"'—1=(n-1)Phn-1)

Demuestra que si x, y son dos nimeros irracionales tales que % + % = 1, entonces las

sucesiones [x], [2z], ..., [nz], ... e [y], [2y], ..., [ny], ... incluyen entre ambas a todos
los nimeros enteros positivos, y ademds exactamente una vez a cada uno. (La notacién
[z] significa la parte entera de x, es decir, el mayor entero que es menor o igual que z.)

Solucion. (Se conoce como Problema de Beatty)
Evidentemente es x > 1, de manera que los numeros 0, x, 2z, 3z, ...difieren todos ellos
en mas de una unidad. Entonces los niimeros enteros

[z], [22], [32], ... (1)

son todos positivos y distintos. Andlogamente los niimeros enteros

vl (2], 3y, .. (2)

son todos positivos y distintos.

Supongamos que algun entero p apareciera en ambas sucesiones (1) y (2). Entonces p =
lax] = [by] con a y b enteros positivos. Luego se tiene p < az < p+1lyp<by <p+1
(no podria ser p = ax ni p = by porque = e y son irracionales). De aqui se seguiria

p=p+1—?<a—|—b<

p ptl ptl_
x oy x

+

p+1,
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y habriamos encontrado un entero a + b comprendido entre los enteros consecutivos p y
p+ 1, lo que es imposible. Luego ningin entero positivo estd a la vez en (1) y en (2).

Supongamos que quedase algin entero positivo p sin incluir en alguna de las sucesiones
(1) o (2). Entonces podriamos encontrar enteros positivos a y b tales que

ar<p<p+1l<(a+1l)x

by<p<p+1<(b+1)y.

Se tendria entonces
a b 1 1
—+-<=-+-=1,
p D r y

de donde a + b < p. Y también, ademas,
a+1 b+1 1 1

+ >—4+-=1,
p+1 p+1 r vy

de donde a+b+1 > p, asi que el entero p estaria comprendido entre los enteros consecutivos
a+bya+b+ 1, absurdo. Concluimos que la unién de las sucesiones disjuntas (1) y (2)
es el conjunto completo de los enteros positivos.

Sobre los lados de un cuadrado LM NR de lado 1 tenemos (véase la figura) tres puntos
A, By C tales que los poligonos ALB, ARC'y BM NC tienen la misma area. Bajo estas
condiciones, calcular los posibles valores maximo y minimo del area del AABC.

M N
B ¢
C
r
R
L A

Solucion.
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1-y
B 1-z
>
C
y
[ >
L X A 1-x R

Con la notacién de la figura, por hipétesis es xy = z(1 — x) = 2 — y — z. A partir de este
sistema se pueden despejar y y z en funcién de x, resultando
2(1 —x) 2z
=—" z=—"
1+x—a? 1+x—2a?

Entonces el drea del AABC es

3 3 3
S=1--2-y—2)==@y+2)—2=

2 2 Tro—z 2=

donde en principio z € [0, 1]. Para que sea y < 1 debe ser = > 3’2‘/5 ~ 0.382. Para que

sea z < 1 debe ser x < */52_1 ~ 0.618, de manera que el intervalo donde se puede mover

la x con sentido para el problema es [%5, @} :
Derivando,
3(2x — 1
S'(x) = _3@2e-1)
(1+x—2?)?
. 3— -1 3v5-5 _
Se tiene S” = 0 cuando z = . Como S (T\/‘F’) =S (\/‘?’2 ) = \/Z 2~ 0427y S(1/2) =
2/5 = 0.4, los valores méximo y minimo de S son respectivamente 3*{% y %
Si se seleccionan siete nimeros distintos de entre los nimeros 1, 2, ..., 126, prueba que
siempre habrd dos de los seleccionados, x, y, tales que 1 < £ < 2.
Solucion. Considerar la particién del conjunto B = {1,2,...,126} en los 7 subconjuntos
siguientes:
B, ={1}
BQ - {2, 3}
Bs ={4,5,6,7}

By =1{8,9...,15}

Bs = {16,17,...,31}
Bs = {32,33,...,63}
B; = {68,69,...,126}



Siz,y€ By, k=2,3,...,6 yesx <y, se cumple

y 2F—1 2k
1<;§F<F_2

Siz,y€ Byyesx<y,secumple

126
1<Q<

— < 2.
T~ 64

Al tomar siete niimeros distintos del conjunto B hay dos posibilidades:

e Que no hayamos tomado el 1; entonces son siete niimeros de los conjuntos disjuntos
Bsy, Bs, ..., Br; habrd necesariamente dos niimeros en el mismo By y se cumple la
tesis por lo que hemos visto antes.

e Que uno de los siete nimeros sea el 1. Entonces, para que entre los seis niimeros
restantes no haya dos en el mismo By, y para asegurar que los cocientes sucesivos
sean mayores que 2, debemos tomar sucesivamente el 3, el 7, el 15, el 31, el 63, y
el dltimo, de Bz, no podria ser méas que el 126. Pero 1 < 126/63 = 2, y se cumple
también la propiedad que queremos.



