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65.

Seminario de problemas-ESQO. Curso 2011-12. Hoja 12

Tres nimeros estan en progresion aritmética, y otros tres niimeros estan en progresion
geométrica. Sumando los términos correspondientes de estas dos progresiones se obtienen
sucesivamente los nimeros 85, 76 y 84, y sumando los tres términos de la progresion
aritmética resulta 126. Encuentra los términos de ambas progresiones.

Solucion.

Si los niimeros en p. a. son a — d, a, a+ d y los nimeros en p. g. son br=!, b, br, se tienen

las ecuaciones
a—d+brt =85

a+b =176
a+d+br =84
3a = 126.

La ultima da a = 42, entonces la segunda b = 34. Sumando las otras dos ecuaciones
obtenemos
2a + b(r~' +r) = 169.

Como conocemos ya a y b, se trata de una ecuacién de segundo grado para r. Resultan
las soluciones

1
r=2,d=—26 o bien r=5 d = 25.

Las progresiones son

68, 42, 16 17, 42, 67
o bien
17, 34, 68 68, 34, 17
Demuestra que todos los niimeros de la sucesién 49, 4489, 444889, ..., obtenidos interca-

lando un 48 en el centro del nimero precedente, son cuadrados perfectos.

Solucion.
4 ®) 48 kg9 =4.1 ®) 1. 10 +8.1 W 141
10k — 1 10k — 1
=4 —— 10" 8. ——— 41
9 9
10k+1 -1
:4-T~(10’““+1+1)+1
102(k+1) -1 10k+1 -1
=4 4 - 1
9 - 9 *
102(k+1) 10k+1 1
—4. 4. -
9 * 9 T 9
_ (2 10H1 4 1)2 _ (%)2
3 3 3 ’
y este es el cuadrado de un nimero entero, ya que
2101 +1 6(10F+1 — 1
%:14—%:6(’?.967.



66.

67.

68.

Los ntimeros a, b, ¢ y d son cuatro enteros distintos tales que la ecuacion
(x—a)(z=b)(x—c)(z—d)—4=0
tiene una raiz entera r. Prueba que r = (a + b+ ¢+ d) /4.

Solucion.

Como 7 es una raiz,
(r—a)(r—=">0)(r—c)(r—d) =4,
y como a, b, ¢, d son enteros distintos, r —a, r —b, r — c y r — d son enteros distintos cuyo

producto es igual a 4. Pero el inico conjunto de cuatro enteros distintos cuyo producto
es 4 es el conjunto {1, —1,2, —2}. Por lo tanto

(r—a)+(r—-0+@r—c+@r—-d=1-1+2-2=0,

y entonces
dr=a+b+c+d.

Consideramos una primera esfera de radio 1. En torno a esta esfera se circunscribe un
tetraedro regular. En torno a este tetraedro se circunscribe una esfera de radio 5. En torno
a esta segunda esfera se circunscribe un cubo. En torno a este cubo se circunscribe una
tercera esfera de radio r3. Encontrar las razones rq: ro: r3 (que debieran ser, de acuerdo
con Kepler, las razones de las distancias medias al Sol de los planetas Marte, Jupiter y
Saturno, aunque de hecho son bastante diferentes de las razones verdaderas).

Solucion.

En el tetraedro regular, si la arista es a, la altura es h = a\/é/?) = r1 + 9. Por otra parte,

r3 —r? = a?/3, y se obtiene el sistema de ecuaciones
_ a\/é

o —T1 = 6

6

T+ 11 = a{

cuya solucién es 7, = av/6/12 y 79 = a/6/4. Luego r1: ro = 1: 3.

En el cubo, si la arista es b, entonces 75 = b/2 y r3 = b\/3/2. Luego r5: r5 = 1: /3 y
finalmente
riireirg=1:3: 3v/3.

,Cuantos numeros primos hay entre los enteros positivos que se escriben en base 10
alternando unos y ceros?
Solucion.

Solamente hay un nimero primo de esa forma, que es el 101. Para demostrarlo, supong-
amos que N = 101...0101 con k unos, para algin k > 2. Entonces

99N = 9999...9999 = 10%* — 1 = (10* + 1)(10* — 1).
Si N es primo, entonces N divide a 10* +1 0 a 10* — 1, y por lo tanto uno de los niimeros
99 10F +1 99 108 — 1
= O =
10k — 1 N 108 +1 N

es entero. Si k > 2, los dos nimeros 10¥ — 1 y 10* + 1 son mayores que 99, y llegamos a
una contradiccién. Luego k =2y N = 101 (que es primo).
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69. Se considera el polinomio p(x) = 23+ 62+ 112 +6. Prueba que para todo niimero natural
n > 2 se verifica que p(n) es un miltiplo de 6, es decir, p(n) = 6h, y ademds el nimero
h + 1 no es primo.

Solucion.

Plx)=a2"+62" +1lo +6 =2 -2+ 62> + 122 +6
=z(z+1)(x — 1) +62° + 122 + 6 = 6h

pues un producto de tres nimeros enteros consecutivos es multiplo de 3 y de 2.

—1 1
h+1:$(3j é(H )—I—:E2—|—2x+2

2® +62° + 1oz +12  (x+4)(2* + 22 + 3)
6 N 6 '

Si x > 2, el factor x + 4 es mayor que 6.

e Si z+ 4 = 6a, se tiene que a > 1 y entonces h + 1 = a(z? + 2x + 3) es un ntimero
compuesto.

o Siz+4+#6, el niimero h + 1 es claramente compuesto.



