ar «F» N




Problema 31. Probar que 3*"t2 4 521 es un muiltiplo de 14 si n
es un entero no negativo.

J
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Problema 31. Probar que 3*"t2 4 521 es un muiltiplo de 14 si n
€s un entero no negativo.

Por ser suma de dos impares, el ntimero 34772 4 527+1 es miltiplo
de 2 para todo n > 0. Ademads, usando la férmula del binomio de
Newton, para todo n > 0 se tiene:

34n+2+52n+1 :981n+525n
—O(11-7+4)" +5(3-T+4)" = (9+ 5" +7 = 1.
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Problema 32. ;jEn qué cifra termina

200721 4-2008%°' 4- 2009°°'* 4-2010°%** 7
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Problema 32. ;jEn qué cifra termina
2007201 4+ 20082011 + 20092011 4 2010201 2 J

79 = 1 mod10 89 = 1 mod 10 90 = 1 mod10
77 = 7 mod 10 8l = 8 mod 10 9! = 9 mod 10
72 = 9 mod 10 8 = 4 mod 10 92 = 1 mod10
72 = 3 mod 10 8 = 2 mod10
74 = 1 mod 10 8* = 6 mod10

8 = 8 mod10

20072011 4 20082011 | 90092011 4 9102011 = 72011 | g2011 | 2011
=34+24+9=4 mod 10.
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Problema 33. En un “juego con sombreros” participa un equipo
de 30 personas, a las que se dispone formando una fila de manera
que cada una solamente pueda ver a todas las que tiene por
delante suyo. A cada jugador se le pone un sombrero, negro o
blanco y, empezando por el dltimo de la fila y en orden hacia
adelante, a cada uno se le pregunta el color de su sombrero; si
acierta, el equipo gana un punto; si falla, el equipo no suma ni
pierde puntos. ; Qué estrategia podria seguir el equipo para ganar
la mayor cantidad de puntos posible?
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Problema 33. En un “juego con sombreros” participa un equipo
de 30 personas, a las que se dispone formando una fila de manera
que cada una solamente pueda ver a todas las que tiene por
delante suyo. A cada jugador se le pone un sombrero, negro o
blanco y, empezando por el dltimo de la fila y en orden hacia
adelante, a cada uno se le pregunta el color de su sombrero; si
acierta, el equipo gana un punto; si falla, el equipo no suma ni
pierde puntos. ; Qué estrategia podria seguir el equipo para ganar
la mayor cantidad de puntos posible?

Se pueden obtener, al menos, 29 puntos; los jugadores se ponen de
acuerdo en que el Gltimo de ellos diga que su sombrero es negro o
blanco seglin sea, respectivamente, par o impar la cantidad de
sombreros negros que tienen los que le preceden en la fila.
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Si, por ejemplo, el dltimo de la fila dice que su sombrero es negro,
es porque ve delante suyo un nimero par de sombreros negros;
entonces, seglin sea la paridad del nimero de sombreros negros
que observa el peniiltimo, él conocera el color de su sombrero, y
asi sucesivamente hasta el primero de la fila inclusive.
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Problema 34. Letras distintas, digitos distintos:

P

Y Yo
oo~ ~
alaan

/
/
/
C

+
Alx w >
A4 =




En ~Z- tenemos

(10)
x | 3x
0| O
1 3
gg P A C I F | C
2l > B A L T I C
5| 5 + A R C T I C
6 s c ¢ C C ¢ Cc cC
71 1
8| 4
9| 7

La dnica posibilidad para C es C =5, y para | es | = 8.
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Después de esto, F debe ser un digito impar, ...

4 6 58 9 8 5
2 6 07 85
6 3 57 85

55 5 5 5 5 5



Problema 35. Sea x = V2 + V/3; comprueba que

2 _ : : . 3., 4
X = /24 4+ /25, escribe de una manera similar x> y x* y trata de
demostrar que, para todo exponente natural n, la potencia x" se
puede llegar a escribir como la suma de las raices cuadradas de dos
ndmeros naturales consecutivos, es decir, que x" = VM + M + 1
con algin M € N.

v
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Problema 35. Sea x = /2 + \/3; comprueba que

2 _ . - - - 3 4
x° = /24 4+ /25, escribe de una manera similar x> y x* y trata de
demostrar que, para todo exponente natural n, la potencia x" se
puede llegar a escribir como la suma de las raices cuadradas de dos
numeros naturales consecutivos, es decir, que x" =M + M + 1
con algin M € N.

Sea, con mas generalidad, x = /n + v/n + 1. Pensando en
desarrollos de binomio de Newton, se tiene lo siguiente.
Si m es impar:

(Vn+1++vVn)"=a/n+bVn+1
(Vn+1—+n)"=—-a/n+bVn+1
(avn+bVn+1)(—ay/n+bVn+1)=b*(n+1) —a°n =1,

por tanto

a?n+1=b(n+1), vy
(Vn+1++n)"=ay/n+bV/n+1=Va?n++/an+1
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Si m es par:
(Vn+1++n)"=a+bynv/n+1

(Vn+1—+/n)™=a—byn/n+1
(a+ bynvn+1)(a—bynv/n+1)=a>—b?n(n+1) =1,

por tanto
a=b*n(n+1)+1, vy

(Vn+1+/n)" = a+by/nvn+1 = \/b2n(n - 1)+\/b2n(n +1)+1.
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Problema 36. Sobre una cinta de 2 m. de longitud hemos
sefalado trazos verdes cada 11 mm. y trazos rojos cada 17 mm.,
partiendo del mismo extremo de la cinta. ; Cudntos trazos rojos
estan a 1 mm. de un trazo verde?
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Problema 36. Sobre una cinta de 2 m. de longitud hemos
senalado trazos verdes cada 11 mm. y trazos rojos cada 17 mm.,
partiendo del mismo extremo de la cinta. ; Cudntos trazos rojos
estan a 1 mm. de un trazo verde?

La respuesta es 21. Un trazo verde cualquiera estard a una
distancia 11x (x entero positivo) del extremo de la cinta del que se
parte para ir marcando, y un trazo rojo a una distancia 17y (y
entero positivo) de dicho extremo. Queremos saber el nimero de
soluciones (x, y) distintas, y aceptables dentro de las condiciones
del problema, de la ecuacién diofantica

|11x — 17y| = 1. (1)

Caso 1: Ecuacién 17a — 116 = 1:
Solucién particular a = 2, b = 3; solucién general:
a=2+11t,
b=3+1T7t.
Por un lado debe ser t > 0.
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Por otro lado, debe ser 17a = 34 + 187t < 2000, luego t < 10,5,
de modo que los posibles valores de t son 0, 1, ..., 10: esto da 11
soluciones aceptables para la ecuacién (1).
Caso 2: Ecuacién 17a — 11b = —1:
Solucién particular a =9, b = 14; solucién general:

a=9+11t,
{ b=14+17t.
Por un lado debe ser t > 0. Por otro lado, debe ser
11b = 154 + 187t < 2000, luego t < 9,8, de modo que los posibles
valores de t son 0, 1, ..., 9: esto da otras 10 soluciones
aceptables, y diferentes de las anteriores, para la ecuacién (1).
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Problema 37. Dados un tridngulo ABC y un tridngulo equildtero
PQR como los de la figura, donde

/ADB = /BDC = ZCDA = 120°. Probar que x = u+ v + w.

R

&
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Solucién 1. Girando con centro en By angulo 60° el tridngulo
DCB se obtiene el tridngulo BEF:

DBE y BCF son tridngulos equildteros, luego DE = vy CF = a.
Los puntos A, D, E y F estdn alineados, pues 120° + 60° = 180°,
asique AF =u+ v+ w.
Dibujamos el tridngulo equildtero AFG de lado AF.
Ahora AF = FG, CF = BF y Z/CFA= /BFG = 60° — ZAFB.
Asi ACFA = ABFG. Por lo tanto, BG = AC = b, el tridngulo
equilatero requerido es el AAFG de lados x = u +.v + w.
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Solucién 2.
1. Dibujar el ABCA’ equilatero construido sobre el lado BC “hacia
fuera” del AABC:

El cuadrildtero DBA’C es inscriptible, porque dos de sus dngulos
opuestos (60°, 120°) suman 180°, luego, por una parte, aplicando
el resultado del problema 20, DA’ = v + w. Y por otra parte,
Z/CDA" = ZCBA' = 60°, luego ZADA’ = 120° + 60° = 180°,

asi que los puntos A, D y A’ estdn alineados y se tiene que

AA = u+v+w.
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2. Dibujar ahora el AAA’Q equildtero de lado AA’. Sélo queda ver
que BQ = b (asi, el APQR esigual al AAAQy x=u+v+w).
Para esto veamos que los tridngulos A'CA y A'BQ son iguales:

e AC=AB=a

e AA=AQ=u+v+w

o LCAA = /BA'Q = 60° — LZAA'B

Pues ya esta.
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