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Problema 71. En una corona circular se inscribe un cuadrado de
modo que uno de sus lados es tangente a la circunferencia menor
(de radio r) y tiene sus dos vértices en la circunferencia mayor (de
radio R). El lado paralelo al anterior tiene sus dos vértices en la
circunferencia menor. Hallar la razén R/r.
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Problema 71. En una corona circular se inscribe un cuadrado de
modo que uno de sus lados es tangente a la circunferencia menor
(de radio r) y tiene sus dos vértices en la circunferencia mayor (de
radio R). El lado paralelo al anterior tiene sus dos vértices en la
circunferencia menor. Hallar la razén R/r.
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L2

Por un lado, en el tridngulo AOAB, por el teorema de Pitagoras,
.y 2
tenemos la relacién r? + LT = R?, de donde

L=2vR?—r2 (1)
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Por otro lado, en el tridngulo ADOC, por el teorema de Pitdgoras,

.2
tenemos la relacién LT + (1 — r)? = r?, de donde

L=—.
5

Igualando (1) y (2), llegamos a la relacién

RZ 41 R 41

= = = -
r2 25 r 5
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Solucién 2.

Pongamos que el lado del cuadrado tenga longitud 2. Entonces, el
area del tridngulo ABE de la figura es 2, y usando la férmula que
da el drea de un tridngulo en funcién de los lados y el circumradio,

se tiene 5.5
2=°2"=
4r

luego r = 5/4.
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Por otra parte, aplicando el teorema de la altura al tridngulo
rectdngulo DFG, se tiene

25

DE? = EF-EG, esdecir, 1= (R—r)(r+R)=R?>~-r*= R2—1—6,

luego R =\/41/16 y R/r = \/41/5.
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Problema 72. Demostrar que Vn € N, y/n < 1+

Jn

it
-



Jn

La desigualdad de las medias aritmética y geométrica aplicada a
los n nimeros positivos 1,1,...,1,+/n,+/n, da

2
Problema 72. Demostrar que Vn € N, y/n <1+ —. }

" n—2+2y/n 2 2 2
n=+/1-1---1- . < TV 1Sy T 1
v/n \/ Vn-v/n< - n+ﬁ< +ﬁ
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Problema 73. Sean a, b nimeros reales tales que la ecuacion

x* 4+ ax3 +2x% + bx +1 = 0 tiene una solucion real: demostrar que

2%+ b% > 8.

=
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Problema 73. Sean a, b nimeros reales tales que la ecuacion
x* 4+ ax3 +2x% + bx +1 = 0 tiene una solucion real: demostrar que

2%+ b% > 8.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
lax® 4+ bx| = (x* +2x* +1) = (8% + b*)(x° +x°) > (x* +2x2 +1)?

Como
(x* 4 2x% +1)?
x0 4+ x2

se tiene la desigualdad que queriamos probar.

>8e (x> —1)*>0
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Problema 74.

a)

En un cuadrado de lado unidad, tomamos el punto medio de
uno de los lados, y lo unimos con los vértices del lado
opuesto, formando un triangulo isésceles. Tomamos un punto
arbitrario en uno de los lados del tridngulo. Sean dy,d> y ds,
respectivamente, las distancias del punto a los tres lados del
cuadrado que no coinciden con un lado del triangulo.
Demostrar que una de las distancias es la suma de las otras
dos.

Sea el cuadrado ABCD de la figura, de lado unidad, y sea a la
distancia AE. Tomamos un punto arbitrario en el lado EC del
triangulo. Sean di, d» y d3, respectivamente, las distancias de
ese punto a los lados AB, BC y DA del cuadrado. Probar que

d3:d1+d2< 2 >
1—a
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Solucién a).

El caso en el que tomamos un punto del lado del tridngulo
coincidente con un lado del cuadrado es trivial.

Vamos a probar el resultado con un punto cualquiera de uno de los
otros dos lados.
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En la figura, tomamos un punto F arbitrario en el lado EC. Hay
que probar que d3 = d> + di, lo que, por la simetria de la figura, se
reduce a probar que JF = dj.
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El tridngulo AEHF es semejante al AEBC. De este modo,
EH d

12 1

o~ — — — -9

De donde EH = 4. Por otro lado, los tridngulos AEHF y AEFK,
con K el punto medio de JF, son iguales. Asi, EH = FK = %JF, y
teniendo en cuenta lo anterior, JF = d.
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Solucién b).
Dibujamos el cuadrado ABCD, y tomamos un punto F arbitrario
en el lado EC. Llamemos « al angulo ZECB y g8 al ZADE. Se

tiene que ZDEC = a + .

D C
B (!
G J d3 F |
d2
d
o+B !
A E H |B
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Dibujamos un tridngulo exactamente igual al ACFI a continuacién
del ADGJ, como se ve en la figura.

D C
/ B (o1
K._/\ J ds F I
G d,
d
o+ !
A E H B

AJEF y ADKJ son semejantes. De aqui, tenemos que

EF_ U -
KD d2+d3—JF'
Como AFEH y ACFI son semejantes,
eF— % (4)

cosa
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Por otro lado,
>

sina’
Ademas, por la semejanza de AJEF y ADEC, i = %

KD = CF =

(5)

_d
De aqui se deduce, usando (4), que JF = <=, de donde tenemos

que COSO(
JF = di. (6)

Combinando (3), (4), (5) y (6), <5~ = W de donde
(d2 + d3 — di)tana = dp, y como tana = 1 — a, se tiene, tras una

manipulacién sencilla, que

d3=d1+d2< 2 )7
1-a

que relaciona las tres distancias entre si y con la distancia a. Notar
que para a = 1/2, obtenemos la relacién del apartado a).
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Problema 75. Considérese la sucesion definida como a; =3, y

ant1 = an + 3,2,. Determinense las dos dltimas cifras de axo11.

J

=
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Problema 75. Considérese la sucesion definida como a; =3, y
an+1 = an + a,2,. Determinense las dos dltimas cifras de axo11.

Se tiene a; =3y app1 = ap + a2 = an(1+ an).
Escribimos los primeros términos de la sucesion:

3,12,156, 156-157 = 24492, 24 492 - 24 493 = 599 882556,
599 882556 - 599 882557 = ... 92, ...

Supongamos que a, termina en 92. Entonces, a, = 100a+ 92, y
tenemos

ap+1 = (100a + 92)(100a + 93) = 1005 + 92 - 93
= 100b + 100c + 56 = 100d + 56,

es decir, las dltimas cifras de a,11 son 56. Anadlogamente, si a,
termina en 56, se prueba que a1 termina en 92.
Como 2011 es impar, entonces axg11 termina en 56.
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Problema 76. Un hexdgono estd inscrito en una circunferencia de
radio r. Dos de sus lados tienen longitud 1, dos tienen longitud 2,
y los otros dos longitud 3. Prueba que r es una raiz de la ecuacion
2 =T =3 =1,
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Problema 76. Un hexdgono estd inscrito en una circunferencia de
radio r. Dos de sus lados tienen longitud 1, dos tienen longitud 2,
y los otros dos longitud 3. Prueba que r es una raiz de la ecuacion
2 — 7= =1,

En las condiciones del problema, tres cuerdas consecutivas de
longitudes 1, 2 y 3 abarcardn media circunferencia de radio r:
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Aplicando al cuadrildtero de la figura de lados 1, 2, 3y 2r el
teorema de Ptolomeo (las diagonales, por el teorema de Pitdgoras,
miden v4r2 — 1y v/4r2 —9), se tiene:

4r+3=1/4r2 —1-/4r2 -9,

de donde, operando, resulta 2r3 —7r—3=0.
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