Seminario de problemas Curso 2019-20.

Estrategias matematicas:
Desigualdades.

1. La desigualdad de Jensen

Una funcién definida en un intervalo se dice estrictamente convexa si las cuerdas
que delimitan dos puntos en la grafica de la funcion estan siempre por encima de la
grafica de la funcién. Si admitimos la posibilidad de que, en algin caso, la cuerda y
la gréafica coincidan la funcion se dice convexa.
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Similarmente, una funcién definida en un intervalo se dice estrictamente concava
si las cuerdas que delimitan dos puntos en la gréafica de la funcién estan siempre por
debajo de la grafica de la funcién. Si admitimos la posibilidad de que, en algin caso,
la cuerda y la grafica coincidan la funcién se dice céncava.

Resumimos algunos ejejmplos y propiedades fundamentales del concepto de con-
vexidad.

(1) Las rectas son convexas y céncavas a la vez.

(11) las funciones parabdlicas f(x) = az® + bz + ¢ son estrictamente convexas si
a > 0 y estrictamente céncavas si a < 0. En general si una funcién z — f(x)
es estrictamente convexa su funcién opuesta x — —f(z) es estrictamente
concava.

(1m1) La funcién exponencial f(x) = e” es estrictamente convexa.

(1v) La funcién logaritmica f(z) = logx es estrictamente céncava. En general si
una funcion es estrictamente convexa e estrictamente creciente, su inversa es
estrictamente céncava.



(v) La funcién potencial f(x) = 2% es estrictamente convexa si a > 1 y estricta-
mente concava si 0 < a < 1.

La funcién valor absoluto f(z) = |z| es estrictamente convexa.
La funcién f(x) = 1/z es estrictamente convexa en (0, 00).
La funcién f(x) = sinz es estrictamente céncava en (0, ).

La suma de dos funciones convexas es una funcién convexa. Si una de ellas es
estrictamente convexa, lo es la suma.

(x) La composicion de dos funciones convexas y estrictamente crecientes es una
funcion convexa. Si una de ellas es estrictamente convexa, lo es la composicién.

(x1) Si f(x) es convexa, f(a+z)y f(a—x) son convexas para cualquier valor real
de a.

(x11) Si una funcién f(x) es dos veces derivable y f”(x) > 0, entonces f es estricta-
mente convexa.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea f: (a,b) — R una funcion conveza.
Sean € N, n > 2. Dados niumeros

L1y Iy
en el intervalo (a,b) y nimeros no negativos \y, ..., A, con
At A =1,

se tiene que
FOum + -+ X)) < Auf(an) + -+ X f2).

En caso de que f sea estrictamente convexa la desigualdad es estricta, excepto en
los casos triviales en los que existe k tal que A\, = 1 o todos existe x tal que x1 =
=X, =X

Para una funcion concava se obtiene un resultado similar, cambiando el sentido
de la desigualdad.

Nota 1.2. En las condiciones del teorema de Jensen la cantidad
Az + -+ AT,
es una media ponderada de las cantidades x1, ..., x,, v la cantidad

Af(@n) + -4 A )

es una media ponderada de las cantidades f(x;), ..., f(z,). Por tanto el teorema
de Jensen dice que “la imagen de una media por una funcién convexa es menor o
igual que la media de las imagenes”.



Problema 1.3 (Desigualdad de Nesbitt). Sean a, b, c nimeros positivos. Probad que:
a b c 3
>

b+c+c+a+a—|—b_2

y que la igualdad se da sélamente cuando a=b=c.

Solucion. Esta desigualdad es homogénea, es decir, dada cierta terna de ntimeros
positivos (a,b,c) que cumple la desigualdad, entonces, cualquiera que sea t > 0
la terna (ta,tb,tc) también la cumple. Asi que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a + b+ ¢ = 1. Se tiene, entonces

a N b n c _ a b c
b+c c+a a—l—b_\l—a 1-6 1—c¢

Consideramos la funcion
f(z)

que es estrictamente convexa. Por tanto

a L0 (arbaey (1) 3

B 3z _ 34 3
C1l—a 1—=x

La igualdad se da si y s6lo a = b = c. O]

2. Desigualdades de medias

El valor medio de los valores x4, ..., z, es el valor

T+ F T,
=

Puesto que vamos a generalizar este concepto, llamamos a este valor medio media
aritmética de los valores 1, ..., x,.

La manera de generalizar el concepto de media es transformar los valores me-
diante una funcién ¢, luego calcular su media y, finalmente, transformar la media
obtenida mediante la funcién inversa de ¢. Nos vamos a limitar a calcular medias
generalizadas de valores no negativos. El caso méas importante aparece cuando la
funcién transformadora es ¢(z) = 22 Obtenemos asf el valor

xy+ -l
n ?

que se conoce como media cuadratica. También es cldsico considerar la transfor-
macién ¢(x) = 1/z. Obtenemos el valor

n

3



conocido como media armoénica. Més en general, si nos limitamos a valores no
negativos y consideramos la funcién potencial ¢(z) = zP para un cierto valor de

p # 0 obtenemos el valor
o\ P
n )

conocido como media de orden p. Notamos que la media aritmética es la media
de orden 1, la media cuadratica es la media de orden 2, y la media armoénica es la
media de orden —1.

Aunque nuestra construccién omite el caso p = 0 es posible dar una definicion
adecuada de la media de orden 0, conocida como media geométrica. La definicion
adecuada es

YTy Ty,

Finalmente, como ya hemos visto al hablar de la desigualdad de Jensen, es po-
sible considerar medias ponderadas asociadas a valores Ay, ..., \,, siempre que
respetemos las reglas

Me >0, M +---4+ A, =1

El valor medio ponderado es, en este caso,
ATt + -+ A,

Notamos que el caso no ponderado se obtiene como un caso particular cuando
1
A==, =—.
n
De este modo la media ponderada de orden p responde a la formula,
(Az? + -+ Apz?) P

La media geométrica, o media de orden 0, ponderada tiene la expresion

A1 An
‘,'Ul a..xn .

Teorema 2.1 (Desigualdad de medias). Sean zp > 0, \y > 0, (k = 1,...n) tales
que
M+ + N, =1
Llamamos M, a la media ponderada de orden p. Esto es,
M, = (\ad -+ Xal) 7 p #0;
My = xi‘l coex

n

Se tiene que la funcion p — M), es creciente, esto es

= M, < M, sip<gq.



Ademds, en caso de que no todos los valores de x;, sean iguales, la funcion es estric-
tamente creciente, esto es,

» M, <M, sip<gq.

Nota 2.2. Si nos limitamos a los casos mas comunes, que son la media aritmética
(AM), la media cuadrética (QM), la media geométrica (GM) y la media arménica
(HM) obtenemos las desigualdades

HM < GM < AM < QM.

Problema 2.3. Probad que para todon > 2y xy, ...z, >0

x T2 Tp—1 Tn
—+ —+-+ + — >n.
X2 €3 Tn T

Solucion. La desigualdad del enunciado es equivalente a

x x Tn—1 x
2 3

T
N n 7
A
La cantidad A es la media aritmética de x1/xs, ... xa2/23, ..., Ty 1/Tpn, x,/x1 Puesto
que el producto de estos nimeros es 1, su media geométrica es 1. Por tanto A > 1,
como queriamos demostrar. O

Problema 2.4. Probad que para todo a, b, ¢ reales no negativos se tiene
(ab+ be + ca)® > 27a%b*c*.

Solucion. La desigualdad del enunciado es equivalente a

(Zb‘i‘bC"‘CCLZW'
3 ——
‘/—A B

La cantidad A es la media aritmética de ab, bc, ca. La media geométrica de estos
tres nimeros es

Va-b-b-c-c-a=B.
Por tanto, A > B, como queriamos demostrar. O

Problema 2.5 (Desigualdad de Nesbitt). Sean a, b, ¢ niimeros positivos. Probad que:
a b c 3
>

b—l—c+c—|—a+a+b_2

y que la igualdad se da sélamente cuando a=b=c.



Solucion. Esta desigualdad es homogénea, es decir, dada cierta terna de ntmeros
positivos (a,b,c) que cumple la desigualdad, entonces, cualquiera que sea t > 0
la terna (ta,tb,tc) también la cumple. Asi que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a + b+ ¢ = 1. Se tiene, entonces

a+b+c_a+b+c_3+1+1+1
b+¢ c¢c+a a+b 1—a 1—-b 1—c¢ l—-a 1—-b 1-c¢

Por tanto, tenemos que probar que

—
|-
)
+
—
&
_|_
—
|-
)

que a su vez equivale a

IA
Wl

\ O

3
1 1 1
Ta T T
A

A es la media armoénica de 1 —a, 1 — b, 1 — ¢. La media aritmética de estos tres
nimeros es
l-a+1-b+1—¢c 3-1 2

3 3 3
Como sabemos que la media armoénica es menor que la aritmética, queda probada
la desigualdad. La igualdad se dasi ysélosil —a=1—-0b=1— ¢, que equivale a
a=0b=c. O]

3. Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

Esta desigualdad esta relacionada con el concepto de angulo y de tamano de un
vector. Denotemos mediante ||Z|| la longitud de un vector Z. Dejando la definicién
formal de dngulo a un lado, supongamos que dos vectores & e i forman un angulo
a. El producto escalar de estos dos vectores responde a la férmula

(@, 4) = |11 - [|1] - cos(e)

Puesto que cos(«) es un valor entre —1 y 1, se tiene que

(@) < 1701 191,

y la igualdad se da cuando el angulo vale 0 o 7.



Supongamos que & e ¥ son vectores n-dimensionales y escribamos
T=(r1,...,%n)y, Y= (Y1, -, Yn)-
Entonces, la longitud de 7 responde a la expresién
Il = ot a2,
y el producto escalar a la expresién
(Z,9) = 21y + - + Tl
Colocando todas las piezas obtenemos la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz.

Teorema 3.1 (Desigualdad de CBS). Sean z1, y1, ..., Tn, Yo nimeros reales.
Supongamos que algin valor de yi es no nulo. Se tiene

Tyt TpYn < x%+---+$i\/y%+---+yz,

y la igualdad se da si y solo si existe un numero t > 0 para el cual y; = txq, ...,
Yn = 12y

Problema 3.2 (Lema de Titu). Sean ay, ag, ...ay, by, by, ...b, niimeros positivos.

Entonces ) ) ) )
a a a a+as -+ ay
_1+_2+...+_n2<1 2 )

bl b2 bn b1+bg++bn

Ademas la igualdad se da si y sélo si existe t > 0 de modo que a, =tb,, k=1, ...,

n.

Solucion. Notemos que la desigualdad del enunciado es equivalente a
a2 a2 a2\ V2
Ay 2.4 (b1‘|‘"‘+bn)1/2Za1+"‘+an-
by b bn,
Esta desigualdad se obtiene la desigualdad de CBS con
Qg [
T = —F/—, Y = bk
Vi

Notamos, ademads, que la igualdad se alcanza si existe una constante t tal que

Qg
\/_b_k = t\/b_ka (1)

k=1, ..., n. Ademas (1) equivalve a a; = tby. [

Problema 3.3 (Olimpiada Checa y Eslovaca, 1999). Sean a, b, ¢ niimeros positivos.
Probad que
a b c

>
b+2c+c+2a+a—|—2b_

2.
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Solucion. Gracias al Lema de Titu
a b c a? b? c? (a+b+c)?
+ + = + + >
b+2c c+2a a+2b ab+2ac  bc+2ab  ac+ 2bc — 3(ab+ be+ ac)

Por tanto, basta demostrar que
(a+b+c)* > 3(ab + be + ac)
Esta desigualdad equivale a
a? +b* + ¢ > ab + be + ca.
Finalmente, puesto que uv < (u? + v?)/2,

2 b2 b2 2 2 2
ab+bc+ca§a+ + erc tota = a2+ b+ A O

4. Desigualdad de reordenamiento

Supongamos que tenemos dos colecciones

nimeros positivos y emparejamos cada numero de la colecciéon de nimeros aj con
un numero distinto de la coleccion bg. Luego multiplicamos cada par de nimeros
emparejados y, finalmente, sumamos los n valores obtenidos. Si b, es la pareja de
ay, el valor obtenido es

albp(l) + o+ anbp(n). (2)

Nos preguntamos por el mayor y menor valor que alcanza (2). La respuesta es que el
mayor valor se alcanza cuando el criterio de emparejamiento responde a emparejar
mayores altos de a; con valores altos de b, mientras que el menor valor se alcanza
cuando emparejamos valores altos de ay con valores bajos de b,. Damos un enunciado
preciso.

Teorema 4.1. Sean aq, by, ..., a,, b, tales que

aL>ay>...>a, >0
by >by>...>b,>0.

Entonces,para cualquier permutacion p de {1,...,i,...,n} se tiene que
albn + o+ CLnbl < albp(l) +-+ anbp(n) < albl +-+ anbn' (3)

La segunda desigualdad se convierte en identidad cuando y sélo cuando p es la
tdentidad. La primera desigualdad se convierta en identidad cuando y solo cuando
p viene dada por p(1) =mn, ..., p(n) = 1.
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Problema 4.2 (IMO, 1975). Consideramos dos colecciones de nimeros z; < --- < x,
ey < -+ <y, Sea (21,...,2,) una permutacién de (yi,...,y,). Probad que

(1 —y)? + (=) < (1 —2)* + -+ (2 — 20)2

Solucidn. Si tenemos es cuenta que y? + -+ +y2 = z# 4+ - - - + 22 obtenemos que la
desigualdad del enunciado equivale a

121+ Tz STyt T,

que es consecuencia de la desigualdad de reordenamiento. O]
Problema 4.3 (IMO, 1978). Consideramos enteros positivos distintos x1, ... z,. Pro-
bad que
:E1+332+ th7cn>1+1 +1
12 22 n? -1 2 n’
Demostracion. Hay una permutacién (yi, . ..,y,) de los n primeros nimeros natu-
rales tal que x; > ¥y, para todo k. Por tanto
Ty | X2 TIn Y1 | Y2 Yn
ﬁ_‘_ﬁ_l_.“—i_ﬁzﬁ_l_?—i_.“—i_ﬁ'
Por la desigualdad de reordenamiento
Y1 T UYn 1 2 n 1 1 1
b2y s - 2 Ty o 0
12+22+ +712_12+22Jr +n2 1+2 Jrn
Problema 4.4 (Desigualdad de Nesbitt). Sean a, b, c nimeros positivos. Probad que:
a b c 3

+ + > =
b+c c+a a+b 2
y que la igualdad se da sélamente cuando a=b=c.
Solucion. Esta desigualdad es simétrica, es decir, si cierta terna de niimeros positivos
(a, b, c) que cumple la desigualdad, entonces cualquier permutacién suya la cumple.
Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a < b < c¢. Se tiene, entonces
b+c>a+c>a+b
y, por tanto,
1 1 1
< < .
b+c~a+c” a+b
La desigualdad de reordenamiento da

a b c c a b
+ - > - - :
b+c c¢c+a a+b " b+c c+a a+b

y también

a b c b c a
+ - > - - :
b+c c¢c+a a+b " b+c cH+a a+b

Si sumamos obtenemos
b
P [ ) >3
b+c c+a a—+bd

Ahora basta dividir por 2. La igualdad se da si y s6lo a = b = c. O]
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5. Miscelanea
Lema 5.1 (Desigualdad triangular). Para todo = ey reales se tiene que
|z 4+ y| < [z] + |yl.
Lema 5.2 (Desigualdad triangular inversa). Para todo x ey reales se tiene que
2] = Jyl| < |z —yl.
Lema 5.3. Para todo x ey reales se tiene que
2xy < z? + yz.

Lema 5.4. Para todo x positivo se tiene

1
T+ — > 2.
x

Nota 5.5. Una desigualdad que depende de parametros z1, ...z, se dice homogéna
si siempre que x1, ..., x, cumplen la desigualdad también lo hacen txy, ...tx,
para cualquier ¢ > 0. Cuando tenemos una desigualdad homogénea, es suficiente
comprobar que se cumple para valores de x1, ..., x, que verifican la condicién
adicional

= - x,=1,0

w22k =1,
Nota 5.6. Una desigualdad que depende de parametros 1, ...z, se dice simétrica
si siempre que x1, ..., ¥, cumplen la desigualdad también lo hace cualquier per-
mutacion de zq, ..., x,. Cuando tenemos una desigualdad simétrica, es suficiente
comprobar que se cumple para valores de x1, ..., x, que verifican la condicién
adicional

u mlz'zxn,o

[} xl S PRI S ‘/L"I’L'
Nota 5.7. Una desigualdad que depende de parametros z, ...x, se dice ciclica si
siempre que x1, ..., r, cumplen la desigualdad también lo hace cualquier permuta-
cién ciclica de zq, ..., x,, esto es, lo cumple zs, ..., x,, 1. Cuando tenemos una

desigualdad simétrica, es suficiente comprobar que se cumple para valores de x4, ...,
x, que verifican la condicion adicional

m x>, parak=1,...k—1,0
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m <z, parak=1,...k—1.

Nota 5.8. En ocasiones, hacer un cambio de variable ayuda a simplificar el problema.

Problema 5.9. Probad que si a, b, ¢ son reales entre 0 y 1 con a+ b+ ¢ = 2, entonces

abc
oD "

Demostracion. Denotamos x =1—a,y=1—b, z = 1—c. Se tiene que z, y, z estan
entre entre 0 y 1 y que x +y + z = 1. Basta probar que

(1-z)1-y)(1-2)

> 8,
ryz
que es equivalente a
W+ +)ets) o
xYz

Aplicar la desigualdad u + v > 2/uy/v nos da
W+ 2)e e +2) | SVIVEVEVIVIVE _

Yz xYz

8. O
Nota 5.10. Las cantidades a, b, ¢ son lados de un triangulo si y solo si existen
nimeros positivos x, y, z tales que

a=y+z b=z4+z, c=zx+y.

6. Problemas

59. Sean a, b, c nimeros positivos tales que a + b + ¢ = 1. Probad que:

Val i < L
-3
60. Probad que para todo a, b, ¢, d > 0

a* + bt + &+ d* > a®be + bPed + Pda + dPab.

61. (Olimpiada Matemética Espanola, 2009) Sean a, b, ¢ nimeros positivos tales que
abc = 1. Probad que

2 2 2
a i b . c >§
1+ ab 1+ be l4+ca) — 4

62. Sean a, b, c numeros positivos. Probad que

by <a2+b2+b2+02+02+a2<a3+b3 ?
a c — )
- 2 2a 20 T bc  ca ab
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