Seminario de problemas. Curso 2018-19

Estrategias matematicas: congruencias

§® Objetivo.

2~
Dado un entero positivo m, hacer operaciones cuando solamente nos interesa el resto
del resultado al ser dividido por m.

En ese sentido, en cualquier suma a + b se podra cambiar a por a +m o por a — m
ya que, por ejemplo, a + by (a + m) + b dan el mismo resto al ser divididos por m. Algo
similar ocurre con las diferencias a — b y en los producto a - b donde también le podremos
sumar/restas multiplos de m a a o a b. Asi pues, para cualquier k € Z, podemos cambiar a
por a— km en las operaciones a+b y a-b anteriores (lo mismo sirve para b). A este cambio
lo llamaremos reduccion (médulo m). El algoritmo de la divisién asegura que cualquier
entero a puede reducirse médulo m hasta un tnico r € {0,1,...,m — 1}, su resto al ser
dividido entre m.

g Ejemplo.
4 Cudl es el resto de dividir 20180 entre 37

Una potencia es un producto multiple, asi que como 2018 = 2 + 673 -3, en
201810 = (2 4+ 673-3)--- (2 + 673 - 3) podemos reducir médulo 3 cada uno de los
factores quedéandonos 2'°. Como 2! = (22)% = 4%, reduciendo el 4 médulo 3 llega-
mos a que 20180 se reduce a 1 médulo 3. Por tanto, el resto de dividir 2018° entre
3es 1.

El que a y b den el mismo resto al ser divididos por m lo representaremos por
a="b (méd m)

y diremos que a es congruente con b moédulo m.

&Ten siempre en cuenta...

| a =b (méd m) también es lo mismo que decir que m divide a b — a.

Asi, en el ejemplo anterior podiamos haber escrito
20180 = (24+673-3)---(2+673-3)=2'0=4>=1° =1 (mdéd 3),

y serfa una solucién clara y correcta.



-\@’-Criterios de divisibilidad.
Conocer las potencias de 10 mddulo m es muy util ya que los enteros positivos los

escribimos en base 10:
Cdlod 4+ -4+ 110 + ¢p.

= Criterio de divisibilidad por 3: para saber el resto que da un ndmero al ser
dividido entre 3 basta observar que 10 = 1 (mdd 3), asi

cgl0?+ - 410 +cg=cg+---+c1+co (méd 3)

Es decir, cualquier nimero da el mismo resto al ser dividido entre 3 que el que da
la suma de sus cifras decimales. Por ejemplo, 2018 =2+ 1+ 8 =2 (mdd 3).

= Criterio de divisibilidad por 9: anédlogo al anterior.

= Criterio de divisibilidad por 4: en este caso las potencias de 10 médulo 4 son:
10=2,102=10,103=0,... (méd 4). Asi

cgl0%+ -+ 110 4+ ¢g = €110 + ¢p (méd 4)

y el criterio nos diria que un numero es divisible por 4 si y solamente si lo es el
numero formado por sus dos ultimas cifras.

= Criterio de divisibilidad por 11: en este caso las potencias de 10 médulo 11 son
10=-1,102=1,10> = —1,... (méd 11). Asi

cal0%+ - 4110+ co=co—c1+ca—c3+ -+ (—1)%q (méd 11)

y el criterio nos diria que un nimero es divisible por 11 si y solamente si al sumar
las cifras en posicién par y restarle las de posicion impar se obtiene un multiplo de
11.

N s .
-@-Reduccmn del exponente en potencias modulares.

Si queremos calcular el resto de dividir a™ entre m, lo mejor que nos puede pasar
es que conozcamos algin exponente pequerio d tal que a® =1 (méd m).

En efecto, en tal caso dividiremos n entre d, n =cd+e con 0 <e < |d| y

a = acd—i—e = (ad)c e e

a® =1%° = a® (méd m).

55 Ejemplo.
4 Cudl es el resto de dividir 1492199 entre 132
Reducimos la base, 1492 = 114 -13 + 10 = 10 (mdd 13), y examinamos las

potencias de 10 médulo 13 en busca de alguna relacién: 10' = 10, 102 = (—3)2 = 9,
102=9-10=9-(-3) = —27 = —1 (mdd 13), por lo que 10° =1 (méd 13). Puesto




que 1969 = 328 - 6 +- 1,

14921969 = 101969 = (109)3%8 . 10 = 10 (mdd 13).

Sorprendentemente, a veces podemos encontrar, sin apenas hacer calculos, exponentes
d tales que a? = 1 (méd m). Eso si, necesitaremos que a sea primo con m. Consideramos
todos los niumeros {a1,...,aq} entre 1 y m — 1 primos con m y dividimos cada a - a; entre
m obteniendo a - a; = ¢; - m + r;. Ahora:

= Los nimeros r; son primos con m. En efecto, como a y a; son primos con m, también
asi r;.

» Los numeros {ri,...,r;} son distintos entre si. En efecto, si 7, = r; con i # j
entonces m divide a (¢; - m+1r;) — (¢j - m+71;) = aa; — aa; = a(a; —a;), y por tanto
m divide a a; — aj, pues a es primo con m. Sin embargo esto no es posible ya que
—(m—-1)<a;—a;<m-—1ya;—a; #0.

Asipues, {ri,...,7q} = {a1,...aq} ya que el primer conjunto esta contenido en el segundo
y ambos tienen el mismo nimero de elementos. Usando esto obtenemos que aj---aq =
ri---rg = (aay) - - - (aag) = alay - - - ag (méd m) y por tanto que m divide a (a?—1)a; .. . a,.

Como aj - - - a, es primo con m concluimos que m divide a a? — 1, es decir,
a®=1 (méd m).

La cantidad d de enteros entre 1 y m primos con m se denota por ¢(m) (funcion indicatriz
de Euler).

@Teorema de Euler-Fermat.

| Sia es primo con m entonces a®™ =1 (méd m).

En el ejemplo anterior, como 10 es primo con 13, sin hacer ninguna operacién sabriamos
que 10'2 = 1 (méd 13). Puesto que 1969 = 164 -12+ 1, al igual que en ejemplo obtenemos
que 102 =1 (mdd 13).

Al minimo exponente positivo d que cumple que a? = 1 (méd m) lo llamamos orden
multiplicativo de a médulo m y lo denotamos por o(a). Si a” = 1 (mdd m) entonces,
dividiendo n entre o(a), n = ¢ - o(a) + r nos dice que a” =1 (méd m) con 0 < r < o(a).
Por la minimalidad de o(a), r = 0 y o(a) divide a cualquier exponente n tal que a” =1
(méd m).

-\@'-Orden multiplicativo y su relacién con la indicatriz de Euler.

Sea a un entero primo con m. Se tiene que a® =1 (méd m) si y solo si o(a) divide
a d. En particular o(a) divide a ¢(m).

Hay una férmula sencilla para calcular la indicatriz de Euler. Si m = p{'---pS" con
P1, ..., Pr primos distintos y ep,..., e, > 1 entonces

¢(m) = (pr — 1)pf "+ (pr — 1)pir 1.



-\@’-El —1 es especial para primos congruentes con 3 médulo 4.
Si p es un numero primo congruente con 3 mddulo 4 entonces no existe x tal que
2?2 = —1 (méd p).

En efecto, un tal z tendria, médulo p, orden multiplicativo 4 y por lo tanto 4
dividiria a ¢(p) = p — 1. Sin embargo, p — 1 =2 (mdd 4).

Antes de seguir conviene aprovechar un poco més que si p es primo entonces ¢(p) =
p— 1.

-\@’-Curiosidades modulo un primo p...

» (Pequeno Teorema de Fermat) Si p no divide a a entonces a®~! =1 (méd p).

» Para cualquier entero a se tiene que a? = a (méd p).

» Para cualesquiera enteros a,b se tiene que (a + b)P = aP 4+ b (mdd p).

Es interesante observar que a y b tienen los mismos divisores comunes que by a — kb
para cualquier k.

N . ’ . ’, . .
-@-Redumr para calcular el maximo comiin divisor.

| mcd(a, b) = med(b, a — kb).

Este tipo de manipulaciones puede venir bien en problemas.

g Ejemplo (Problems for the mathematical olympiads, A. Negut).

Sean x,y enteros positivos tales que 3x% + x = 4y®> + y. Prueba que x — y es un
cuadrado perfecto.

Simplemente escribimos la relacién como 322 — 3y? +x —y = y? v, factorizando,
tenemos (z — y)(3z + 3y + 1) = y>. Ahora vamos a fijarnos en el maximo comin
divisor de los factores: d = med(xz — y,3z + 3y + 1) = med(x — y, 6y + 1). Asi que
d divide a 6y + 1 pero también, por la relacién, a y?. Concluimos que d = 1. Al ser
primos entre si x —y y 3x + 3y + 1 y tener como producto un cuadrado, ambos son
cuadrados.

Estas manipulaciones ayudan a calcular facilmente el maximo comun divisor (Algorit-
mo euclideo). Por ejemplo, para calcular med(61,24) observamos que

61=2-24413, 24=1-13+11, 13=1-1142, 11=5-2+1, 2=2-1+40
y asi

med(61,24) = med(24, 13) = med(13,11) = med(11,2) = med(2,1) = med(1,0) = 1.



De los calculos también vemos, por sustitucién regresiva, que

1=1-11-52=1-11-513-1-11)=-5-13+6-11 = —5-13+ 6(24 — 1 - 13)
:—11-&4—6-%:—11(@—2-%)—1—6-%:—11-@4—28-%.

@Identidad de Bézout.
Dados enteros a, b, siendo al menos uno de ellos no nulo, existen enteros s,t tales
que
med(a,b) =s-a+t-b.

La Identidad de Bézout es til para calcular inversos modulares.

N ! e
-@-Inversos modulares.

Si a es primo con m > 2 siempre existe 1 < a’ < m—1tal que d'a =1 (méd m). Un
tal nimero a’ se puede calcular a partir del s en la Identidad de Bézout sa+tm = 1.

Esto viene muy bien para encontrar un x que cumpla un conjunto de ecuaciones del
tipo

r = a; (méd np)
xr = az (mbd ngy)
(%)
r = a; (méd ng)
cuando nq,...,Nn son primos entre si dos a dos. La idea es primero calcular la Identidad

de Bézout sl% +t;n; = 1 y después...

@Teorema chino de los restos.
Las soluciones de () son zg 4+ multiplos de n; - - - ny donde

nl-..nk nl-..nk
To=a1S1—— + -+ agSg
niy ng

Los inversos modulares permiten hacer mas cémodas algunas cuentas. Por ejemplo,
dado un nimero n, lo escribimos como n = 10n’ + dy donde dj es la cifra de las unidades.
Para saber si n es divisible por 13 observamos que como 10 -4 = 1 (méd 13) entonces
n = 0 (méd 13) equivale a decir que 10n’ + dy = 0 (mdd 13) y, multiplicando por el
inverso modular de 10, esto ultimo equivale a n’ + 4dy = 0. Por ejemplo, para saber si
26234 es multiplo de 13 calculamos los ntimeros 2639, 299, 65,26 y vemos que como 26 es
multiplo de 13, también asi 2639.

El inverso modular de a es unico (si lo tomamos en {1,...,m — 1}) debido a que
aa’ = 1,ad” =1 (méd m) implica que a” = (aa’)a” = d’'(aad”) = o’ (méd m), por lo que
a’ = a”. También es claro que si @’ es el inverso modular de a entonces a lo serd de a’.
Cuando multipliquemos entre si médulo m todos los elementos en {1,...,m — 1} primos
con m, cada uno desaparecera con su inverso modular, a no ser que él mismo sea su propio

inverso modular (piensa en m — 1= —1 (méd m)).



De hecho, dado p primo, los inicos a que son sus propios inversos modulares son los
que cumplen que a? =1 (méd p), es decir, p divide a (a +1)(a —1). Como 1 <a <p—1
esto implica que o bien a = 1 o bien a = p — 1. Por tanto hemos demostrado el siguiente
resultado:

@Teorema de Wilson.

| Sea p un nimero primo. Se tiene que (p —1)! = —1 (méd p).

ﬁ Ejemplo (American Regions Mathematics League, 2002).

Sae a el entero tal que 1+ % + % qreooF % + 2—13 = g931- Calcular el resto de dividir
a entre 13.

NP 23! | 23! 23! | 23! .
Multiplicando por 23! obtenemos a = 23! + % + %° +- - - + 55 + 53. Md6dulo 13

todos estos sumandos son nulos excepto 21%' que es congruente con 12! - 10! médulo
13. Usando el Teorema de Wilson y observando que el inverso modular de 11 = —2

(méd 13) es =7 = 6 (m6d 13) mientras que el de 12 es —1, el resto de dividir a
entre 13 es congruente con —6 moédulo 13. Por tanto ese resto es 7.

Ten siempre en cuenta...

| Las igualdades entre niimeros enteros deben mantenerse modulo cualquier m. Esto
permite algunas veces deducir que ciertas igualdades no son posibles.

Algunos problemas acerca de ntimeros enteros requieren de esta observacion.

gEjemplo (Rusia, 1997).
Encuentra las parejas de primos p,q tales que p® — ¢® = (p + q)?

En este caso tenemos mezcladas diferentes potencias, pero lo primero que si
que es claro es que p > ¢. Vamos a reducir usando algiin médulo pequeno, por
ejemplo 3, a ver qué pasa. Inicialmente obviamos el caso en que p = 3 0 ¢ = 3.
Usando el Pequefio Teorema de Fermat tenemos que p—q = (p+¢)? (méd 3). Asi,
si p = q (mdd 3) entonces 0 = ¢* # 0 (méd 3), lo que no es posible. Por tanto
p Z q (méd 3). Pero en este caso (p + ¢)?> = 0 (mdd 3) mientras que p — g Z 0
(méd 3), lo que nuevamente no es posible. Asi que no queda més remedio que o
bien p = 3 o bien ¢ = 3. Como 3% — 2° < 0, la tnica posibilidad es ¢ = 3. En este
caso p® — 243 = p? + 6p + 9 implica que p divide a 252, por lo que solamente puede
ser p=1"1.

Cuando aparezcan cuadrados o sumas de cuadrados conviene tener en cuenta que,
modulo m, puede no haber muchos cuadrados.



Y ! 7 ’, .
-@-Restos cuadraticos...

» Los cuadrados moédulo 3 son solamente 0 y 1.
» Los cuadrados moédulo 4 son solamente 0 y 1.
= La suma de dos cuadrado moédulo 4 nunca es 3.

s Los cuadrados moédulo 8 son solamente 0, 1 y 4.

= ... muchas otras observaciones de este tipo que se te ocurran.

Problemas bastante complicados pueden abordarse con esta sencilla observacion.

gEjemplo (Korea, 1997).
FEncuentra todos los enteros x,y, z que cumplen z? + y2 + 22 — 2xyz = 0.

La ecuacion es
2xyz = z? + y2 + 22

Si x,y,z son impares entonces el lado derecho seria impar pero el izquierdo seria
par, asi que al menos uno de los enteros x, ¥y, z es par, y por lo tanto 2zyz es multiplo
de 4. Puesto que los cuadrados médulo 4 son 0 y 1, la ecuacién obliga a que x,y, z
sean pares.

Escribamos x = 21, y = 2y, z = 221. La ecuacién queda 16z1y121 = 4(2? +
Y3 + 22), y simplificando,

4x1y121 = IL’% T y% ol Z%.

En este punto nos damos cuenta de que podemos repetir el razonamiento anterior,
y que asi x1 = 2x9, y1 = 2y2, 21 = 229 para ciertos s, Yo, z2. Reiterando el mismo
argumento con estos x2, Y2, 2o y con los sucesivos que obtengamos, al final llegamos
a que x,y, z son divisibles por infinitas potencias de 2. Esto solo lo cumplen x =
0,y=0,2=0.

Otros problemas relativos a ecuaciones con numeros enteros (ecuaciones diofdnticas)
se basan en picaras factorizaciones.

g Ejemplo (Olimpiada matemdtica de Polonia).
Encuentra las soluciones enteras de la siguiente ecuacion

?(y—1)+y(z-1) =1

Realizamos el cambio z = u+1, y = v+1 de modo que la ecuacion se transforma en
(u+1)?v+ (v+1)%u = 1 y en el lado izquierdo ya no hay término independiente. Es
decir, u?v + 2uv + v + v*u + 2uv +u = 1. Si uv fuese —1 entonces el lado izquierdo
valdria —4, por lo que si le sumamos 4 podremos factorizarlo mediante el factor
uv + 1. Es decir, 5 = v?v + 4uv + v®2u+u +v+4 = (uwv + 1)(u + v + 4). Ahora
el problema e mucho mas sencillo ya que uno de los factores debe ser &1 y el otro




45. Por tanto hay cuatro posibles sistemas de ecuaciones:

u—i—v—l} u—l—v——Q} u+v——3} u—l—v——5}

uv = 0 uv = 2 uv = 4 uv = —6

Las soluciones para (u, v) son (0, 1), ( ,0),(—6,1),(1,—6), por lo que las soluciones
para (x,y) son las parejas (1,2), (—5,2),(2,1), (2, —5).

Problemas mas complicados requieren entender mejor qué potencias de un ndmero
primo pueden dividir a otros ntimeros.

Dado p un ntimero primo sea v,(a) el mayor exponente v tal que p¥ divide al entero
a. Por ejemplo v5(40) = 3 ya que 40 = 23 - 5. También serfa cierto que v5(40) = 1 y que
v7(40) = 0.

Dado un primo p que divide a x — y pero que no divide ni a x ni a y vamos a intentar
encontrar qué potencia de p divide a ™ — y™. Inicialmente asumimos que p es primo con
n. Recordamos que

xn_yn:(x_y)(xn—l+$n—2y+‘_.+xyn—2_|_yn—l).

Como p divide a x — y entonces 2”1 + 2" 2y + .-+ 2y 2+ ¢y P = na" 1 £ 0 (mdd p)
ya que n y x son primos con p. Asi que en este caso v,(2" — y") = vp(xr — y). Ahora
abordamos el caso en que p divide a n. Escribimos n = p®N con N primo con p, asi
vp(z™ — y") = vp((@P )N — (¥P)N) = vp(a?” — y?°) debido al caso inicial que hemos
desarrollado. Ahora escribimos x = y + Kp¥ con v > 1 y observamos que

al —yP = (y+ Kp°)P —y’ = <113> yTHEpY + @) YD) <§> (Kp")”

— pvtl (yp—lK + <127) P2 g (i) Kpppv—v—l) 7

de donde, si p # 2, la méxima potencia de p que lo divide es p**! ya que p divide a todos los
sumandos del paréntesis excepto al primero. Esto nos dice que vy, (2P — y?) = vp(x —y) + 1.
Reiterando llegamos a que

up(a” = ") = 0@ — ) = (@ ) F L= = vy — ) + vy(n).

(2)Lema LTE (Lifting The Exponent).

Sea p un nimero primo y sean v,(a) el mayor exponente v tal que p¥ divide a a, n
un entero positivo y a, b enteros no divisibles por p:

» Si p divide a a — b pero p no divide a n entonces v,(a”™ — b") = v,(a — b).
» Sip# 2y pdivide a a — b entonces vy(a"™ — b") = vp(a — b) + vp(n).

» Sip=2divide a a — b y también divide a n entonces vy(a"™ — ") = va(a —
b) + va(a + b) + va(n) — 1.

» Sip=2y 4divide a a — b entonces va(a™ — b") = va(a — b) 4+ va(n).

Como consecuencia, también es cierto:




» Sin es impar, no es divisible por p pero p divide a a+0b entonces v,(a" +0") =
vp(a +b).

» Sinesimpar p # 2y p divide a a+b entonces v, (a™ +b") = vp(a+b) +vy(n).

A Ejemplo (T. Shin).
Calcula el menor entero positivo nq tal que n = n% cumpla que 7 =1 (méd 6%).

Aqui el problema es que las potencias modulares médulo 62 son complicadas de
calcular a mano. Usamos otra estrategia. Decir que 7% = 1 (mdéd 6°) es lo mismo
que decir que 7" = 1 (méd 2°) y 7" = 1 (méd 3°). Usamos el LTE para hacernos
una idea. Parap = 3,9 < v3(7" —1") = v3(7—1)+wv3(n) = 1+ 2v3(ny). Asi pues, el
minimo exponente de 3 en n; es 4. También observamos que n no puede ser impar
ya que 7" = 1 (méd 2°) implica que el orden multiplicativo de 7 divide a n y a
#(2%) = 28, por lo que n es par. Asi 9 < vo (7" —1") = vo(7—1)+va(7T+1)+v2(n)—1 =
1+ 3+ 2v2(n1) — 1 implica que el minimo exponente de 2 en ny es 3. Por tanto, el
minimo n; posible es n; = 233* = 648.

EgEjemplo (Rusia, 1996).
Encuentra todos los enteros positivos n para los cuales existen enteros positivos
x,y, k tales que med(z,y) =1, k > 1 y 3" = 2% + y*.

Es sorprendente la cantidad de informaciéon que puede proporcionar el LTE
en esta situaciéon. Primero observamos que, por supuesto, x + y es impar o de lo
contrario z* 4 y* serfa par. También es cierto que k es impar (basta examinar la
ecuacién en moédulo 3). Ahora nos preguntamos por sus divisores primos. Sea p
primo impar divisor de x + y (esto implica que no puede dividir ni a = ni a y ya
que mcd(z,y) = 1). Tenemos que v,(3") = vy(x + y) + v,(k). Por tanto, si p # 3
entonces p no divide ni a x +y ni a k, es decir, z +y = 3™, k = 3¢ para ciertos m, e
con e >1yn=m+e. Esto nos lleva a

(x+19)3¢=3"= 3+ 3.

Inmediatamente vemos que esta relacion no es muy natural ya que el lado de la
derecha tendera a ser mucho mayor que el de la izquierda. Asi que el problema pasa
a ser un problema de acotaciones. Si lo piensas con cuidado verds que las tnicas
soluciones para (x,y,e) son (1,2,1) y (2,1,1), las cuales se corresponden con las
soluciones (1,2,3) y (2,1, 3) para (z,y, k).
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