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Enunciados y soluciones - Tarde del viernes

Problema 1. Sea ABCD un trapecio de bases ABy CD tal que AD = DC =CB =5
y AB = 10. Sea O el punto de interseccién de las diagonales AC y BD. La recta

perpendicular a AC' trazada por O corta a la prolongacién del lado AD en E y a la
base AB en F. Calcular el drea del cuadrildtero AECF.

Solucién. Como AD = BC, tenemos que ABCD es un trapecio isésceles. Sea M el
punto medio de AB. Por lo tanto, los tridngulos ADM, DMC y MCB son equilateros
de lado 5; eso se observa viendo que la altura del trapecio es h = /52 — (5/2)2, y por
lo tanto DM? = h? 4 (5/2)% = 52. Como ADC es isésceles y ZADC = 120° por ser
suma de dos angulos de 60°, tenemos que AMCD es un rombo y las dos diagonales
son bisectrices de /DAB y ZABC. Entonces, ZAFO = 60°, ya que ZAOF = 90° y
/FAO = 30°; y por el mismo motivo, ZAFO = 60°. Por lo tanto, AEF es equilatero
y O es el punto medio de EF ya que AO es la altura y por lo tanto también es la
mediana.

Podemos calcular la longitud de AF usando que AC = BD = 5v/3 (por el teorema
de Pitagoras en ABC'). Ademds, por el teorema de la bisectriz en ABC, tenemos que

AO = %. Por lo tanto, como conocemos la altura del tridngulo equildtero AEF,
tenemos automaticamente que la medida del lado, que es % . % = %. Entonces,

AE =AF = EF = ?. Finalmente, observamos que AECF es un cuadrildtero con las
diagonales perpendiculares cuya area es ACQJ = %.

Problema 2. En una fiesta hay 100 personas. Cada par de personas son o bien amigos
o bien enemigos (una y solo una de las dos cosas). Se cumple la siguiente propiedad:
si Ay B son enemigos y B y C son enemigos, entonces A y C' son amigos. Demostrar
que hay dos personas X e Y que cumplen simultdneamente estas condiciones:

= X tiene el mismo nimero de enemigos que Y.

= X e Y son amigos.

Solucién. Supongamos que no existe tal par. Sea A el maximo ntimero de enemigos que
tiene una persona, sea w una persona con A enemigos y sean v, s, ..., UA SUs enemigos
ordenados por nimero de enemigos (es decir, v; es el que tiene menos enemigos y va el
que tiene mas). Nétese que A > 2, dado que de otra forma habria un par de personas
con el mismo nimero de enemigos que son amigos.

Como v, ...,vA son todos amigos entre si, no pueden haber dos con el mismo nimero
de enemigos, v como A es el médximo nimero de enemigos, tenemos que v; tiene i
enemigos para todo 1 < i < A. Sean wi,...,wa_1, WA = u los enemigos de va. Por
el mismo razonamiento, w; tiene ¢ enemigos. Nétese que u y va no tienen enemigos en



comun y, en particular, v; # w;. Ademads, v1 y wy son amigos entre si. Como tienen el
mismo nimero de enemigos, hemos llegado a una contradiccion.

Problema 3. Sean a,b,c € Z tres nimeros enteros y sea p > 5 un numero primo.
Demostrar que si an? + bn + c es el cuadrado de un niimero entero para 2p — 1 valores
consecutivos de n, entonces b?> — 4ac es un multiplo de p.

Solucién. Consideramos f(n) = an? +bn+cy sean k,k +1,...,k + 2p — 2 niimeros
naturales consecutivos para los cuales f es un cuadrado de un ntimero entero.

Una idea que deberemos tener siempre presente durante la resolucién de este problema
es que un cuadrado perfecto médulo un primo puede tomar unicamente p%“l valores
distintos, siendo uno de ellos el 0.

Primero, consideraremos el caso en el que a sea multiplo de p y veremos que b también
es multiplo de p. Nos fijamos en f(k), f(k+1),..., f(k+p—1), que sabemos que todos
ellos son cuadrados perfectos, y puesto que tnicamente hay pgl restos posibles modulo
p, hay dos de ellos que son congruentes médulo p. Sean r y t tales que f(r) = f(t)
méd p (k <r,t <k+p—1). Entonces

fr)—f®) =a(* =) +b(r—t)=(r—t)[a(r+t) +b=(r—t)b=0 mdd p

y como (r—t) no puede ser un multiplo de p, entonces b es un miltiplo de p. Finalmente,
b? — 4ac es también miiltiplo de p.

Por ende, en lo que queda de demostracion, asumiremos que a Z 0 mad p.
Consideramos f(k), f(k+1),..., f(k+p—1) y distinguiremos los siguientes casos.

= Ninguno de ellos deje resto 0 médulo p. Entonces, por el principio del palomar,

existen r,s,t € {k,k+1,...,k+p— 1} tales que f(r) = f(s) = f(t) mdd p ya

que hay 2 51 posibles restos modulares. Operando,

ar? +br+c=at’? +bt+c moéd p . (r—t)(a(r+t)+b) =0 médp
ar’? +br+c=as? +bs+c médp (r—s)(a(r+s)+b) =0 modd p.

Como ni (r —¢) ni (r — s) ni (¢t — s) pueden ser miltiplos de p, concluimos que
a(r+t)+b=a(r+s)+b=0 médp = a(t—s) =0 médp = a=0 méd p.
Llegamos asi a una contradiccién, por lo tanto este caso no se puede dar.

= Alguno de ellos deje resto 0 médulo p. Entonces existe t tal que f(t) =0 méd p
y podemos escribir el polinomio como

f(x) = f(t) + (z — t)(2at + b) + a(z — t)*.
Tomando congruecias moédulo p
f(x) = f(t)+ (x —t)(2at +b) + a(x — t)*> = (x —t) [a(z +t) +b] mbd p
Consideramos la ecuacién modular
a(x+t)+b=0 modd p.

Por ser p primo y a Z 0 mdd p, esta ecuacién tiene una tnica solucién =z = r.
Seak < R<k+p—1}tal que R=7r mébd p. Es evidente! que f(R) =0 mdéd p.
Distinguiremos en dos casos

YR =(R—t)[a(R+1t)+b = (r—t)[a(r +1) +b] =0 méd p.



e Supongamos que R # t y (sin pérdidad de generalidad) que ¢ < R. En ese
caso k<t<R<k+p—1yt+p<k+2p—2, esdecir, f(t+ p) también
es un cuadrado perfecto. Ademés f(t +p) = f(t) =0 méd p y como f(t)y
f(t 4+ p) son cuadrados perfectos y miltiplos de p, ambos son miltiplos de
p2. Por lo tanto

fit+p)— ft) =alt+p)* +b(t+p) +c—at®> — bt —c = ap* + (2at + b)p

es multiplo de p? y deducimos que 2at + b es multiplo de p.

e Supongamos que R =t en ese caso, r = ¢ mdd p y se cumple inmediata-
mente que 2at + b es multiplo de p.

Finalmente f(¢) es miltiplo de p y un cuadrado perfecto, entonces es multiplo de
p?. Por ende,

daf(t) = 4a(at® + bt 4 c) = 4a®t* + 4abt + 4ac = (2at + b)* — (b* — 4ac)

es miltiplo de p? y, al ser 2at + b un miiltiplo de p, necesariamente b?> — 4ac es
miltiplo de p? y en particular de p.



Enunciados y soluciones - Manana del sabado

Problema 4. Sea ¢ > 1 un numero real. Encontrar todas las soluciones de la ecuacién

Va—+Vatzr==x

en términos de a.

Solucién. Elevando al cuadrado y reordenando términos se tiene que a —x? =

elevando de nuevo al cuadrado, nos queda

a—+x;

a? —2a2® + 1zt =a+ .

En lugar de intentar resolver la ecuacion de cuarto grado, podemos resolverla inter-
pretandola como una ecuacion cuadratica en a, esto es,

a?> — (222 4+ Da+ (' —2) = 0.

2

Aplicando la férmula de la ecuacién cuadrética nos queda que a = 22 —2 y a = 22 +z+1.

Ahora podemos analizar ambos casos por separado.

m Sia=22—-2, 222 —a =0,y nos queda x = 1xviatl V;‘LH. Observemos que la
solucién 1=viatl V;‘Hl cumple que es menor que 0, y del enunciado se tiene que x > 0.

Ademsds, como a — 22 = v/a + z, tenemos que = < \/a, y en cambio tenemos que

1++/4a+1 4a __
SN =

xr=
s Sia=22+z+1,2°2+2+1—a=0, porloquex:L W. Como a > 1, la
solucién negativa da lugar a x < 0. Es inmediato comprobar que x = —ltyda=3 Vz@_?’

verifica el enunciado.

—1++v/4a—3
2

Por lo tanto, x = es la Unica solucién.

Problema 5. Sea ABC' un tridangulo acutdngulo y D el punto de AB que es el pie de
la altura desde C. Sea P un punto arbitrario en el lado BC'. Las rectas AP y CD se
cortan en el punto E, y las rectas BE y AC se cortan en el punto ). Probar que CD
es la bisectriz del angulo ZPDQ).

Solucién. Sea £ la recta paralela a AB y que pasa por el punto C. Sean X e Y los
puntos de corte de DQ y DP con £, respectivamente. Se tiene que los tridngulos ADQ
y C'SQ son semejantes, y BDP y C'Y P también son semejantes. Entonces,

_BD.CP . _AD.CQ

oy BP ' AQ

Dividiendo las dos igualdades se observa que
CX _AD BP CQ
CY BD PC AQ’
y el lado derecho es 1 por el teorema de Ceva. Por lo tanto, CX = CY y CD es

una mediana del tridngulo isésceles X DY . Como ¢ es paralela a AB, tenemos que
ZXCD = 90°. De aqui se concluye que en el tridngulo X DY la recta C'D es tanto



una mediana como una altura, por lo que C'D es también la bisectriz de ZPD@, como
queriamos ver.

Problema 6. En cada casilla de un tablero de 1000 x 2024 esté escrito un niimero y no
todos ellos son ceros. Para cada casilla, si A es la suma de todos los niimeros escritos en
la fila de la casilla (incluido el nimero de casilla) y B es la suma de todos los niimeros
de la columna de la casilla (incluido el nimero de la casilla), entonces el nimero escrito
en la casilla es igual al producto AB. Hallar la suma de todos los nimeros del tablero
y dar un ejemplo de tablero que tenga, en cada fila, todos los niimeros distintos, y en
cada columna, todos los niimeros distintos.

Solucién. Sean a; ; con 1 <4 <1000y 1 < 5 <2024 los nimeros escritos en el tablero.

Sea S la suma de todos los niimeros del tablero. Llamamos también f; = 230:214 ai; la

-, . 1 a
suma de los nimeros de la fila i y ¢; = ZZ.S}O a;; la suma de los nimeros de la columna

Jj. Entonces, a; j = f; - ¢;. Ahora bien,

2024 2024 2024
=Y ai;=)Y fixci=fiy ¢j=fixS5
=1 =1 i=1

Por tanto, f;(S—1) = 0 para todo i. Si S # 1, entonces f; = 0 para todo i. De la misma
manera, ¢;(S —1) = 0 para todo j. Si S # 1, entonces ¢; = 0 para todo j. Entonces, si
S #1,a;; = fi - ¢; =0, que no es posible porque sabemos que no todos los niimeros
son cero. Por lo tanto, S = 1.

Vamos a dar ahora un ejemplo en el que todos los niimeros de una misma fila o columna
son diferentes. Para 1 < ¢ < 1000, sea p; = para 1 < j < 2024, sea ¢; =

2.

. 1000-1001 °

J iiAN s g ; ;
50919095 - £ 1a posicion a; ; ponemos entonces a; j = p; - ¢j. Obviamente, en una misma
fila todos los nimeros son diferentes, pues los ¢; son distintos; lo mismo sucede en las

columnas. La suma de los nimeros en la fila i-ésima es p; - (Z?f{l qj) = pi, y los de la

., 1 . ..,
columna j-ésima suman g; - (Zigio pi) = qj, de manera que se tiene la condicién del

enunciado.

También se puede dar un ejemplo en el que todos los niimeros del tablero son diferentes.
Primero elegimos un nimero « distinto de 0 y +1. A continuacién, en todas las filas,
menos en la tltima, escribimos en la casilla (4, ) el nimero a;; = a?024=D+J, Sean,
ahora, ai1pp0,j, 1 < j < 2024, los nimeros que escribimos en la ultima fila, con la
condiciéon de que

fiej=ay;,

donde fi representa la suma de los elementos de la primera fila y ¢; la suma de los
elementos de la columna j-ésima. Observemos que, con estas condiciones, se cumple
que la suma de todos los elementos del tablero suman 1. En efecto, por construccién,

se tiene
2024 2024 2024

D hog=> a;=H=> ¢=5=1
Jj=1 7=1 j=1

También se cumple que f; - ¢; = a; ;. Si 1 <4 <999, entonces f; = «
que:

2024(i-1) £, por lo

2024(2—1 2024(:—1
fi'cj =« ( )fl'cj =« ( )CLl’j :am.



Por dltimo, para los elementos de la tltima fila, resulta

Jrooo-cj=1—fi—fo—...— foge) ¢cj=cj— fr-c; —...— fogg - ¢j
:cj—aLj —a27j —...—aggg’j :al()oo,j.



