
Enunciados y soluciones - Tarde del viernes

Problema 4 o 1. Consideremos un paralelogramo ABCD. Una circunferencia Γ que
pasa por el punto A corta a los lados AB y AD por segunda vez en los puntos E y F ,
respectivamente, y a la diagonal AC en el punto G. La prolongación de la recta FG
corta al lado BC en H, y la prolongación de EG corta al lado CD en I. Demostrar
que la recta HI es paralela a EF .

Solución. Demostraremos que ∠GHI = ∠GFE, que es suficiente para concluir. Co-
menzamos observando que

∠GFE = ∠GAE = ∠GCI,

donde la primera igualdad de sigue del hecho que AFGE es un cuadrilátero ćıclico y
la segunda del paralelismo de AE y CI. Si demostramos que GHCI es ćıclico, tendre-
mos automáticamente que ∠GCI = ∠GHI. Ahora bien, esto es consecuencia de las
igualdades

∠HGI = ∠EGF = 180◦ − ∠BAD = 180◦ − ∠BCD,

que son automáticas dado que AFGE es ćıclico y ABCD es un paralelogramo.

Problema 5 o 2. Los inversos de los números enteros positivos de 2 a 2023 se escriben
en una pizarra. En cada paso, se seleccionan dos números x e y y se reemplazan con el
número

xy

xy + (1− x)(1− y)
.

Este proceso se repite 2021 veces, hasta que solo quede un número. ¿Cuáles pueden ser
los posibles números que se obtengan al repetir este proceso?

Solución. Si z =
xy

xy + (1− x)(1− y)
, entonces

(
1

x
− 1

) (
1

y
− 1

)
=

(1− x)(1− y)

xy
=

1

z
− 1.

Si A es el conjunto de números en la pizarra, entonces la cantidad∏
x∈A

(
1

x
− 1

)
no cambia durante todo el proceso (es un invariante). Inicialmente, este valor es 2022!.
Por tanto, si al final del proceso únicamente queda el número x en la pizarra, entonces
1

x
= 2022! + 1, y por tanto x =

1

2022! + 1
.

Problema 6 o 3. Encontrar todos los enteros positivos a, b, c ≥ 1 que satisfacen

2a + 7b = c2 + 4.

Solución. Vamos a demostrar que las únicas soluciones son las ternas (2, 2t, 7t) con
t ≥ 1. Distinguiremos tres casos según el valor de a.



Si a = 1, la ecuación se puede escribir como 7b = c2 + 2. Observemos que si b es
par, el lado izquierdo siempre es un múltiplo de 8 más uno, esto es,

72k = 49k ≡ 1k = 1 (mód 8),

donde se ha usado que 49 ≡ 1 (mód 8); si k es impar, el lado izquierdo es un
múltiplo de 8 más siete, es decir,

72k+1 = 72k · 7 ≡ 1 · 7 = 7 (mód 8).

Por tanto, los restos posibles del lado izquierdo módulo 8 son 1 y 7. En lo que
se refiere al lado derecho, si c es impar, el resto al dividir por 8 es 3; y si es par
puede ser 2 o 6. En cualquier caso, nunca es posible que se dé la igualdad.

Si a = 2, la ecuación se reescribe como 7b = c2. De aqúı tenemos que c = 7t, y
sustituyendo nos queda que b = 2t. Por tanto, las ternas de la forma (2, 2t, 7t)
con t ≥ 1 son solución, y son las únicas con a = 2.

Si a ≥ 3, la ecuación se reescribe módulo 8 como

7b ≡ c2 + 4 (mód 8).

El lado izquierdo da como resto 1 o 7, mientras que el derecho puede ser 5, 4 o 0.
Por tanto, nunca hay igualdad.



Enunciados y soluciones - Mañana del sábado

Problema 1. Sea n ≥ 2 un entero positivo. Dividimos un rectángulo de n× (n+ 1) en
piezas rectangulares: dos de 1 × 1, dos de 1 × 2, ..., y dos de 1 × n, con la propiedad
de que para cada k ≥ 2, una pieza de 1× k tiene los lados largos horizontales y la otra
verticales. Demostrar que las dos piezas de 1× 1 comparten un lado.

Solución. Procedemos por inducción. Para n = 2 el resultado es inmediato: la pieza
vertical de 1× 2 va en la vertical izquierda o derecha, y la horizontal ocupa una de las
filas del cuadrado 2× 2 resultante; de esta manera, quedan dos posiciones consecutivas
sobre una fila en las que deberemos colocar las dos piezas 1× 1.
Supongamos probado el resultado para n y demostrémoslo para n+ 1 (n ≥ 2). Comen-
zamos notando que la pieza vertical de 1 × (n + 1) tiene que ir o bien en la columna
de la izquierda o bien en la derecha; en efecto, de ir en una de las centrales, no habŕıa
espacio para colocar la pieza horizontal 1× (n + 1). Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que va a la izquierda, siendo el otro caso totalmente simétrico. Ahora, la pieza
horizontal de 1×(n+1) debe ir en la fila superior o en la inferior, dado que de ir en una
de las filas intermedias no habŕıa espacio para la pieza vertical de 1× n. Nuevamente,
supongamos que se coloca en la fila superior, siendo totalmente simétrico el otro caso.
De esta manera, hemos colocado las dos piezas de tamaño 1 × (n + 1) y tenemos las
restantes para colocar en un rectángulo de tamaño n× (n + 1). Aplicando la hipótesis
de inducción, sabemos que las dos piezas 1× 1 comparten un lado, y hemos terminado.

Problema 2. Encontrar todas las funciones f : R→ R tales que

f(x + f(y + f(x + f(y + f(x))))) = 3x + 2y

para cualesquiera x, y ∈ R.

Solución. La única solución es f(x) = x. Si sustituimos x = y = 0 obtenemos
f(f(f(f(f(0))))) = 0, luego existe algún c con f(c) = 0. Si sustituimos x = y = c,
obtenemos

f(c + f(c + f(c + f(c + f(c))))) = 5c,

que sustituyendo repetidamente f(c) = 0 produce 5c = 0, y por tanto c = 0 y f(0) = 0.
Finalmente sustituimos y = −f(x) para obtener

f(x + f(−f(x) + f(x + f(−f(x) + f(x))))) = 3x + 2y

que tras cancelar y sustituir f(0) = 0 produce f(x) = 3x − 2f(x), o f(x) = x. Para
concluir, se comprueba trivialmente que la función es solución.

Problema 3. Sean ABC y XY Z dos triángulos cuyos lados no son paralelos. En
ambos triángulos el orden de los vértices A,B,C y X,Y, Z sigue el orden de las agujas
del reloj. Si se cumple que AB

XY = BC
Y Z = CA

ZX y AX = BY = CZ, demostrar que los
triángulos ABC y XY Z tienen el mismo circuncentro.

Solución. Supongamos lo contrario. Sea X ′Y ′Z ′ la traslación de XY Z cuyo circun-
centro coincide con el de ABC. Vamos a demostrar que los triángulos AXX ′, BY Y ′

y CZZ ′ son congruentes. Consideremos el caso de AXX ′ y BY Y ′, siendo los demás



análogos. Tenemos que AX = BY por la condición del enunciado, y XX ′ = Y Y ′ por
la definición de X ′ e Y ′ como los trasladados de X e Y por un mismo vector. Falta ver
que AX ′ = BY ′. Consideremos los triángulos OAX ′ y OBY ′: cumplen que OA = OB,
OX ′ = OY ′ y además el ángulo que forman las rectas OA y OX ′ es el mismo que el
que forman las rectas OB y OY ′, pues ABC y X ′Y ′Z ′ son triángulos semejantes con
la misma orientación (por la condición del enunciado).
Como los vectores XX ′, Y Y ′ y ZZ ′ son iguales, dos de los vectores AX, BY y CZ
son iguales, dado que al ser triángulos congruentes solo hay dos posibles orientaciones
(de esta manera, si el vector correspondiente a AX no es igual al de BY , el de CZ
necesariamente ha de serlo a uno de los anteriores). Esto demuestra que ABC y XY Z
tienen un lado paralelo, lo cual es una contradicción con el enunciado, y hemos acabado.


