LX OLIMPIADA MATEMATICA
ESPANOLA ~

Fase local, curso 2023 - 2024 Esparola

Tarde del viernes 19 de enero de 2024

Primera sesion

Problema 1. Sea ABCD un trapecio de bases AB y CD tal que AD = DC =CB =
5y AB = 10. Sea O el punto de interseccién de las diagonales AC' y BD. La recta
perpendicular a AC trazada por O corta a la prolongacién del lado AD en F y a la
base AB en F'. Calcular el drea del cuadrilitero AECF.

Problema 2. En una fiesta hay 100 personas. Cada par de personas son o bien amigos
o bien enemigos (una y solo una de las dos cosas). Se cumple la siguiente propiedad:
si Ay B son enemigos y B y C son enemigos, entonces A y C son amigos. Demostrar
que hay dos personas X e Y que cumplen simultdneamente estas condiciones:

= X tiene el mismo nimero de enemigos que Y.

= X eY son amigos.

Problema 3. Sean a,b,c € Z tres nimeros enteros y sea p > 5 un numero primo.
Demostrar que si an® + bn + ¢ es el cuadrado de un nimero entero para 2p — 1 valores
consecutivos de n, entonces b?> — 4ac es un multiplo de p.
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Problema 4. Sea a > 1 un numero real. Encontrar todas las soluciones de la ecuacién

Va—+vVa+z==z

en términos de a.

Problema 5. Sea ABC un tridngulo acutdngulo y D el punto de AB que es el pie
de la altura desde C'. Sea P un punto arbitrario en el lado BC'. Las rectas AP y C'D se
cortan en el punto F, y las rectas BE y AC se cortan en el punto (). Probar que C'D
es la bisectriz del angulo ZPDQ.

Problema 6. En cada casilla de un tablero de 1000 x 2024 esté escrito un ntmero y
no todos ellos son ceros. Para cada casilla, si A es la suma de todos los niimeros escritos
en la fila de la casilla (incluido el nimero de casilla) y B es la suma de todos los niimeros
de la columna de la casilla (incluido el nimero de la casilla), entonces el nimero escrito
en la casilla es igual al producto AB. Hallar la suma de todos los nimeros del tablero
y dar un ejemplo de tablero que tenga, en cada fila, todos los niimeros distintos, y en
cada columna, todos los niimeros distintos.
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