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ReSU IMEN. En 1992, P.Turkowski clasifica las algebras de Lie reales 9-dimensionales e indescomponibles que admiten un factor de Levi no trivial. La descripcion de tales algebras,se hace
mediante: constantes de estructura, la previa clasificacién de algebras resolubles de dimensién 6 dada por G.M. Mubarakazyanov en 1963 y la teoria de representacién de las algebras simples reales
3-dimensionales, so3(R) y sly(IR). Este tipo de construcciones responden a un esquema mas general £L = M &, R donde M y R son algebras de Lie y p : M — gl(R) una representacién tal que
p(M) C DerR .Esta (ltima condicién equivale a decir que el conjunto imagen p(M) de la representacién estd formada por transformaciones lineales p, : R — R, que son derivaciones del producto

interno r - r’ de R, esto es: px(r - r') = px(r) - r' + r- px(r'). El objetivo es explicar este tipo de construcciones y aplicarlas para recuperar la clasificacion de Turkowski.

1. Elementos basicos del TFG

El punto de partida que explica la clasificacién dada por P. Turkowski esta en el siguiente resultado.

Teorema de Levi, 1905. Dada L un algebra de Lie finito dimensional sobre un cuerpo F
de caracteristica cero, existe una subalgebra S semisimple, llamada factor de Levi, tal que
L=5® R(L), donde R(L) es el radical resoluble de L.

Los conceptos claves del Teorema de Levi son:

e L una F-algebra de Lie junto con un producto binario [x, y|, llamado corchete de Lie, que
cumple la propiedad [x, x] = 0Vx € Ly la identidad de Jacobi en la que Vx, y, z € L tenemos

que [x, [y, 2]l + [y, [z, ]| + [z, [x, y]] = O.

e R(L) = R radical resoluble: ideal mas grande que cumple que R*) = 0 para algin k > 1
donde R = Ry RUF1) = [R() R,

e S es un algebra de Lie semisimple, es decir, su radical es trivial R(S) = 0.

La llave de la clasificacion estd en la Teoria de represetacion de algebras de Lie, que permite
construir nuevas algebras usando la construccién £,(M,R) = M @, R.

Definicion. Una representacion de un algebra de Lie L sobre un espacio vectorial V/, es un
homomorfismo de dlgebras de Lie p : L — End(V)~. Donde End(V)~ es el dlgebra de Lie de los
endomorfismos de V' con producto binario [f,gl =fog—gof.

La construccién L,(M, R): para cualquier terna (M, R, p) donde M y R son éalgebras de Lie
arbitrarias con productos internos (m,m') Vm.m' € My r-r' ¥Yr.r' € Ry p: M — gl(R)
una representacion, entonces sobre el espacio vectorial £,(M,R) = M @, R se puede definir el

producto binario: . ) , . .
[m -+ roml + Pl = (m, ) + p(m)() — p(ml)(r) + 7 7.

Ademas, L£,(M, R) con el producto [a, b], es algebra de Lie si y solo si p(M) C Der R, donde
Der R={d: R — R|d(xy) = (dx)y + xd(y)} es el algebra de derivaciones de R.

Las élgebras que aparecen en la clasificacion son de la forma L,(sl(R), V) o L,(s03(R), W)
donde sl>(R) y so03(R) son, salvo isomorfismo, las tnicas algebras simples reales 3-dimensionales
y V, W son algebras de Lie 6-dimensionales.

2. La construccién L,(sly(IF), V(d))

La forma mas sencilla de introducir el algebra sl;(F) es el conjunto de transformaciones lineales
de traza cero sobre un espacio vectorial 2-dimensional. En el TFG usamos una descripcidon natural
alternativa para slp(IF) que, gracias a los resultados obtenidos por J. Dixmier en 1984, es mas
efectiva en la descripcién de construcciones en las que interviene este algebra. Siguiendo a J.
Dixmier, se puede describir como subéalgebra de derivaciones del dlgebra de polinomios F[X, Y],
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Con productos no nulos: [x1, xo] = 2x0, [x1, X3] = —2x3, [x2, x3] = x1. Las representaciones irre-
ducibles de este algebra, se pueden ver como espacios vectoriales V(d) = spanp (X9, X1y, ...
XYd=1 Y9y con d € NU{0}. La accién py : s5l(F) — gl(V(d)) es la natural por derivaciones
parciales y nos la proporciona el siguiente grafo:
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Las flechas hacia la izquierda marcan la accién de x, y sus correspondientes pesos, hacia la derecha
la accién de x; y las flechas que vuelven al mismo nodo, marcan la accién escalar de x3. En la
clasificacién necesitamos la representacién de V(d) para 0 < d < 5.

3. Resultados de estructura del TFG

Los siguientes resultados de estructura general sobre algebras de Lie desarrollada en la Seccién 1.4
del TFG, son fundamentales para elaborar una demostracién rigurosa que conduce a la clasificacién
de Turkowski.

Proposicion 1.4.1
Sea L un algebra de Lie no resoluble, S un factor de Levi, p : S — gl(L) la representacién adjunta
y Lo ={xe L:[S,x] =0} = C.(S). Entonces:

a) p(§) C DerLyS, R(L)y N(L) son submédulos de L.

b) L = L; & Loy donde Ly es el submédulo suma de todos los submédulos 1-dimensionales de L
y L; es el submddulo suma de todos los médulos no triviales de L.

c) Para todo x € Ly, tenemos que ad x € Homs(L,L), adryx € Homs(R(L),R(L)) y
ady(r) x € Homs(N(L), N(L)).

d) Si V es un S-submddulo irreducible de L, x € Loy adi(x)(V) =[x, V] ={[x,v] : v e V} #
0, el subespacio [x, V] es un submddulo irreducible isomorfo con V.

e) Lo es una subéalgebra de Ly [Lo, L1] C L;.

Proposiciéon 1.4.2
Sea L un algebra de Lie indescomponible, no resoluble y no simple, S un factor de Leviy p: S —
gl(L) la representacion adjunta. Si R(L)o = R(L) N Loy N(L)o = N(L) N Lo, entonces:
a) p es representacion fiel, luego Cs(L) = {x € S : [x,L] =0} =0.
b) R(L)o es una subdlgebra del radical resoluble y contiene a N(L)o. Ademas, [R(L)o, R(L)o] C
N(L)o.
c) Si el radical resoluble R(L) es abeliano, R(L)y = 0.

d) Cualquier submédulo que sea un complemento del nilradical en el radical resoluble esta con-
tenido en Ly. Esto es, R(L) = N(L) & T y T es un submédulo, entonces T C R(L)o.

| Aplicacién del TFG

e Turkowski en 1992 concluye que salvo isomorfismos hay exactamtente 63 algebras de Lie 9-dimensionales indescomponibles (algunas son familias dependientes de uno o dos pardmetros), no
resolubles y no semisimples sobre el cuerpo real R. Los factores de Levi de tales algebras son 3-dimensionales y simples. En el caso complejo la Gnica posibilidad es sl>(C); en el caso real
tenemos slp(R) y el algebra ortogonal so3(IR). Desde un punto de vista técnico Turkowski llega a la clasificacién usando las clasificaciones previas de algebras resolubles de dimensién 6 dadas

por G.M. Mubarakzyanov en 1963 y representaciones de baja dimension de sl(R) y so3(R). En el articulo, las algebras aparecen descritas en tablas mediante sus constantes de estructura C,-j? y

sin explicitar ningln calculo.

e Las algebras de la clasificacién de Turkowski se pueden obtener usando la construccién £,(M, R) descrita en la Secciéon 1 donde M = sl(R) 6 so3(R). En el caso sl(R), las representaciones
explicadas en la Seccién 2 permiten extender la clasificaciéon de Turkowski a cualquier cuerpo [F de caracteristica cero.

e Las siguientes tablas comparan la clasificacién de Turkowski por constantes de estructura reales y la obtenida por nosotros sobre cuerpos generales. En estos casos las algebras clasificadas tienen
los siguientes productos en comin; entre el dlgebra semisimple sly(F): [x1, %] = 2x2, [x1, x3] = —2x3, [x2, x3] = x1. Para los productos de sl5(FF) y el médulo R(L), usamos la Figura 1. La
comparacién entre ambas clasificaciones se establece dependiendo de la descomposicién en médulos irreducibles del radical, como se muestra a continuacién:

| R(L) sin médulos triviales |

P. Turkowski, F =R Clasificacidn revisada, F arbitrario R(L)
Lo 59 V(5)

Lo 60 V(3)® V(1)
Lgg1 2 V(2)
Cis=2,Cis=1,Gp =2 Loeo | [xa,x5) = 5x7, [xa, 6] = axg, X5, 6] = 50 2V(2)
Lo 63 3\/(1)

| R(L) con un médulo trivial |
P. Turkowski, F =R Clasificacion revisada, IF arbitrario R(L)
Clo=1, Gy, C& =11 Loss | [xa, x0] = xa, [Xs, X0] = X5, [X6, X0] = X6

C779 =1, C889 =1 [X7>X9] = X7, [Xs,Xg] = X8
Cio=1, Gy, G =1 Lose | Pxa, x0] = xa, [x5,%0] = x5, [%6, X0] = X6

Clo =7, C889 =P [x7, x0] = px9, [xg, Xo] = pxg

C779 = 1, ng = 1 L9’57 [X7,Xg] = Xg, |Xg,Xg| = Xg

C?S = 1 L9 58 [X77 Xg] = Xog
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R(L) con tres médulos triviales |

P. Turkowski, F = R Clasificacién revisada, FF arbitrario R(L)
Ch=1C=1,C4=1 5%, [xa, x0] = x4, [x5, %0] = x5, [%6,%0] =% | V(1) @ 3V(0)
Clo=p, CGo=gq pq # 0 [x7, %] = px7, [x8, %] = qxs
Co=1Co=1Co=1 L33 [xa, x0] = Xa, [x5,X0) = x5, [X6,%0] = x5 | V(1) D 3V(0)
C779 =h C879 =1, C889 =P p#0 [x7, %] = px7, [x8, Xo] = x7 + pxg
Cio=p, Co=p, Co=0p 6%, [xa, Xo] = pxa, [x5,x0] = pxs, [X6,X0] = pxs | V(1) ®3V(0)
C779 =4q, C789 = _17 ng = 17 ng =q.\ P # 07 q Z 0 [X77X9] = gXx7 — Xs, [X87X9] = X7 + axs

| R(L) = pV(0) ® qV(1) H rV(2) con p #0,1,3y p+29+3r=6 |

Con este radical la descomposicion del algebra L como sl (F)-médulo es: L = pV(0)&qV(1)&®
(r +1)V(2). Este tipo de algebras de Lie aparecen descritas en 1976 por B.N. Allison de una
forma general. Los casos que aparecen en la clasificacion de Turkowski estan relacionados, de
acuerdo con los resultados de Allison, con construcciones de algebras de Lie proporcionadas por
algebras ternarias J(J, V), inducidas por un élgebra de Jordan J, con identidad de dimensién
162y un médulo V de dimensién < 3. En el caso particular V = {0} aparece la conocida
construccién de Kantor-Tils-Koecher de mediados de los afos 60.
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