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Introduccion

Objetivo. Determinar las regiones del plano en las que un objetivo no puede ser
alcanzado por un proyectil, denominadas regiones de seguridad. Diremos que D
es la region de seguridad de una familia de trayectorias { T, } nen, si cualquier
objeto dentro de D no puede ser alcanzado por ningln proyectil que siga una
trayectoria T,.
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Planteamiento. Suponemos el lanzamiento de un proyectil esférico de masa m
desde un punto O —que situamos en el origen de un sistema de coordenadas
cartesianas— con una velocidad inicial vy, formando un angulo a € (0, 7) con la
horizontal. Ademas, consideraremos una fuerza de rozamiento F, que se opone al
movimiento del proyectil.

Pezzo eleuato vnponto, onero dodici minuti,

From these experiments it is manifest, that when the globes fell slowly,
as in the second, fourth, fifth, eighth, eleventh, and twelfth experiments,
the times of falling are rightly exhibited by the theory; but when the
globes fell more swiftly, as in the sixth, ninth, and tenth experiments, the
resistance was somewhat greater than in the duplicate ratio of the velocity.

Para el moviento de una esfera, la fuerza de rozamiento depende de un factor

adimensional Re conocido como niimero de Reynolds. En este pdster exponemos

dos situaciones:

Sin rozamiento Se corresponde con F; = 0 y se conoce como tiro parabdlico
clasico, cuyos resultados tnicamente son validos en el vacio.

Rozamiento cuadratico Es de la forma Fy = kv? y se suele tomar en el caso de
nimeros de Reynolds tales que 10® < Re < 3 x 10°.

Region de seguridad en el tiro parabdlico clasico

Niccolo Fontanta «Tartaglia» La trayectoria del proyectil no posee ningtn
segmento rectilineo.
Quesiti et inventioni diverse, 1546.

Galileo Galieli Los proyectiles siguen una trayectoria parabdlica
Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, 1638.

Evangelista Torricelli Todas las trayectorias estdn dentro de otra pardbola,
denominada parabola de seguridad, que es la que delimita la regién de
seguridad.

Opera geometrica, 1644.

Las ecuaciones de las trayectorias de los proyectiles y de la parabola de seguridad
son, respectivamente,
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Region de seguridad en el tiro parabdlico con rozamiento cuadratico

Isaac Newton Confirmacidn experimental de que el rozamiento cuadratico es el
apropiado para proyectiles esféricos y obtiene las ecuaciones del
movimiento, aunque no es capaz de resolverlas.

Principia Mathematica, 1687.

Johann Bernoulli Resolucién del sistema de ecuaciones mediante cuadraturas.
Responsio ad nonneminis provocationem, ejusque solutio quaestionis
ipsi ab eodem propositze, de invenienda linea curva quam describit
projectile in medio resistente, 1719.

lLeonhard Euler Resolucion del sistema mediante cuadraturas de funciones que
dependen dnicamente de « y del dngulo local de la trayectoria ¢.
Recherches sur la veritable courbe que décrivent les corps jettés dans
I'air ou dan un autre fluide quelconque, 1755.

Suponiendo vy = g = 1, las ecuaciones paramétricas para las trayecotiras de los

proyectiles son
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el tiempo, u(t) = —tgp(t), E =tgay
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donde g(x) = xV/1 + x? + arg senh x.

Estas ecuaciones no se pueden expresar en términos de funciones analiticas
elementales.
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Teorema.- La region de seguridad asociada a las trayectorias de proyectiles en
un medio con rozamiento cuadratico esta delimitada por la curva dada en

coordenadas paramétricas
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y donde u(&) es la dnica solucidn, en el intervalo (—¢, o), a la ecuacion
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El valor de u(&) determina el punto en comdn entre cada trayectoria y la
envolvente.

Las trayectorias asociadas con un angulo de lanzamiento tal que £ < & no
poseen punto de tangencia con la envolvente, ya que el proyectil desciende
vertiginosamente debido a la accién del rozamiento y de la gravedad.
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