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1 Problema 1

a) La fuerza externa que actia sobre la nave es sélo la de la atraccién gravitatoria

M ierra nave .
terrestre, que segun la Ley de Newton viene dada por Gﬁ, siendo (Rr + h) la
T

distancia entre la nave y el centro de la Tierra. La direccién de esta fuerza es central, esto
es, apuntando hacia el centro de la Tierra, y por tanto es perpendicular a la trayectoria
circular de la nave: por ello, esta fuerza no hace trabajo y no modifica la energia cinética

(el médulo de la velocidad) de la nave.

Tal fuerza es igual a la masa de la nave multiplicada por su aceleracion: puesto que la
fuerza es perpendicular a la trayectoria, no hay aceleracién tangencial (tangente a la
trayectoria) sino s6lamente existe la aceleracién normal (perpendicular a la trayectoria):

MTierramnave ’Ug GMTierra
G = nave “norma = nave 7 = * 1
(Rp + h)2 | tnavelinomat = Mhnave'py 7175 =N Rtk (1)
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Para despejar la cantidad G M r...., que no nos la dan, utilizamos es siguiente argumento:
para puntos muy proximos a la superficie de la Tierra, sabemos que la fuerza con que

atrae la Tierra a una masa m cualquiera es F'=mg; pero de acuerdo con la Ley de Newton
MTierram

R
GMrirra = gRQT, siendo el radio de la Tierra dato conocido. De aqui obtenemos que la
velocidad orbital de la nave

GM ierra R2
v = 4 RgT ‘/RTJTrh:7'7X1O3m/S’ (2)
N———’
V9

que por supuesto es constante, ya que como hemos visto al comienzo, la fuerza de la
gravedad no modifica el valor de la velocidad. Y el periodo, o sea, el tiempo en dar una
vuelta es

de la gravitacién, esta fuerza también es igual a G , de donde despejamos que

27T(RT + h)
Vo

T= =54x10%s. (3)

b) Una vez la nave ya ha empezado la trayectoria curvada de aproximacién, la tinica
fuerza externa que actia sobre la nave vuelve a ser la gravitatoria, que como ya sabes
es una que apunta al centro de la Tierra. Tal fuerza no cambia el momento angular J
de la nave (Ley de Kepler), momento que medido desde el centro de la Tierra es

punto A: (Rr + h)Myaea = \j\ = Rrm.,,..vp: punto B. (4)

En esta parte del problema tenemos dos incégnitas (las velocidades en los puntos A y
B) y por lo tanto necesitamos otra ecuacién mas. Esta nos la va a dar la conservacién
de la energia mecénica (total) de la nave, suponiendo que durante toda la trayectoria

eliptica de aproximacion no hay ningin tipo de rozamiento. Sabemos que la energia

M pierea™
potencial de una masa puntual m a una distancia r de la Tierra es igual a —G————

r
(el signo menos indica que la masa m es mads estable, tiene menos energia potencial a
una distancia finita de la Tierra que a una distancia infinita); y por lo tanto

E , _ 1 2 MTierramnave
nergia mec., = imnmv A —

2 Rr+h
Energia mec.5 = —Tan.MUJQB — GM = Energia mec. 4,
2 Ry
. .z GMTierra.
y combinando con (4) y con la relacién g = T%’ obtenemos
va = 4/29R% Fir =7.6x10°m/s. (5)
(Rr + h)(2Rr + h)

c¢) En teoria, y ya que conocemos v4, podriamos resolver esta cuestién como en (4),
utilizando la conservacién del momento angular al no tener més que una fuerza exterior
que es central. El dnico problema es que para calcular el momento angular (medido



desde el centro de la Tierra) de la nave en el punto C necesitamos conocer el dngulo
que forma la velocidad de la nave con respecto al vector de posicién: recuerda que el
momento angular se define a traés de un producto vectorial J = mF x U; este problema
no lo tenia mos en el caso anterior ya que en los puntos A y B el vector de posicion y la
velocidad eran perpendiculares entre si.
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Luego el momento angular no nos sirve. Sin embargo, como nos dicen que, en el caso
que estamos estudiando ahora, hasta este punto C la nave no ha rozado todavia con la
atmoésfera, entonces la energia mecanica de la nave se conserva

1 M ierra T nave 1 M ierra T nave
E.mec.A = Emnave’l)i - Gﬁ = imnmvé — Gﬁ = E.mec.c
2R [ Ry h— ,
= =79 x10 . 6
ve \IRT+h<2RT+h+RT+h’> m/s ©)

d) Suponiendo que la reduccién de energia cinética de la nave sélo es debida al roza-
miento con la atmdsfera (despreciamos el trabajo de frenado de los cohetes), entonces
el trabajo hecho por tal rozamiento es igual a la variacién de energia mecénica (que por
lo tanto ya no se conserva) entre los puntos C'y el punto de aterrizaje (donde la nave
ya no lleva velocidad):

W = E.mec.c — E.mec. yemmizaie = E.mec. 4 — E.mec. yerrizaje - (7)

Y como ya sabemos cudl es la velocidad en el punto A (ver (5)), obtenemos que el
trabajo del rozamiento por unidad de masa de la nave es

1 2 G MTierramnave :| _ [0 _ G MTierramnave :|

W, = |- -
roz |:2mnaveUA RT + h RT

W.o. RZ% Rr
=g Rr —
Minave (Rr+h)2Rr+h) Rr+h

Rr

+1):3.2><108ngT (8)

que se disipa en forma de calor.



2 Problema 2

Puesto que el campo electrostatico es conservativo, se puede definir una energia poten-

cial, que esiguala E,,, = K 99 para dos cargas qy ¢’ separadas en el vacio una distancia
r

r, con K una constante igual a K =9 x 10° (nota que se trata de una forma de energia
potencial muy similar a la del problema anterior, aunque ahora con cargas eléctricas en
vez de masa). Si suponemos que el rozamiento con el aire es despreciable, el problema
lo podemos resolver por conservacién de la energia mecdnica (suma de energfa cinética
y de las energias potenciales).

En la posicion de partida, la carga @) que esta arriba no tiene nada de energia cinética
(estd quieta), tiene una energia potencial gravitatorQia igual a mgHy (con Hy = 0.1m)

y una energia potencial electrostatica igual a K g— (suponemos que las bolitas son

practicamente puntuales, de tal forma que Hj es la disqcancia que las separa inicialmente).

Soltamos la bola, va cayendo y acelerandose por accién de la gravedad pero a medida
que se acerca a la otra bolita es repelida por esta. En el punto mas cercano a la bolita
que esta en el suelo, parandose a una distancia H; = 0.01 m de ella, la energia mecanica
es la misma que al inicio:

2 2
0+ mgH, + K[?r_ = Energia mec. constante = 0 + mgH; + K% , (9)
0 1
de donde obtenemos el siguiente dato que nos va a ser 1util en el resto del problema:
K 2
O (10)
mg
, KQ@?* 1
Energia mec. constante = mg | Hy + — | =mg(Ho + Hy) . (11)
mg Ho

Si ahora consideramos un punto cualquiera de la trayectoria de la bolita, cuando
estd a una distancia & de la bolita inferior y lleva una velocidad v, tenemos entonces que
la misma ecuacién (9) se aplica aqui

2

mg(Hy+ H,;) = Energia mec. constante = %U2+ mgh + KT (12)
2
K@ 1 HyH
mg | h+ @1 =mg(h+ 0 1)
mg h h

a) Si ahora queremos saber para qué valor i’ de la altura la velocidad v es maxima,
argumentamos de la siguiente forma: para que la velocidad sea maxima (para que la

HH
energia cinética sea maxima), la energia potencial total F,,, = mg <h + Oh 1) ha de

ser minima ya que la suma de las dos, la energia mecanica, es constante. Luego hay que
buscar el valor de h que hace que la derivada de la energia potencial con respecto a h
sea cero:

HyH ,
0 = myg (1— ;;;) = K =\/HyH, . (13)
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Otro argumento completamente equivalente: cuando soltamos la bolita, ésta empieza a
ganar velocidad (aceleracién positiva). La velocidad, sin embargo, no puede aumentar
indefinidamente ya que al final va a llegar a las cercanias de la otra carga, y por la
repulsion electrostdtica, la bolita va a perder velocidad (aceleracién negativa) hasta
pararse. Por lo tanto en algin punto de la trayectoria la aceleracién tiene que ser cero
(ya que pasa de ser positiva a ser negativa) y en tal punto ademds la velocidad es méxima
(ya que la aceleracién, su derivada, es cero). Pero ademds el que la aceleracion sea cero
significa que la suma de fuerzas en tal punto es también cero: puesto que la fuerza de

Ny , . . qq
repulsién entre dos cargas ¢y ¢’ separadas en el vacio una distancia r es K —-, entonces

7"2
en la posicién donde la velocidad es maxima tenemos que
Q2
N —r

fuerza hacia abajo . .
J fuerza hacia arriba

que es el resultado (13) ya que de (10) sabemos que KQ* = mg(HyH,).
b) La correspondiente velocidad maxima se obtiene de sustituir A’ en (12)

m HyH.\ p— v?
myg(Ho + Hy) = Eviax + mg (h' + (l)z’ 1) W=V HoH mg lQL;" +2 HOH1] ,

2

v A/ 1/
QL;X = (HO_2 HOH1+H1) :> Umax: @( HO_ Hl) % 1m/s' (15)

¢,d) Ahora tenemos que calcular en qué punto de toda la trayectoria la aceleracién
(0 lo que es lo mismo, la fuerza) es la mayor. Sobre la bolita que cae actiian dos fuerzas:
la del peso (que es constante e igual a mg) y la de la repulsién entre las dos bolitas.
Esta repulsién es la mayor posible en el punto en el que estdn mads cerca, luego en este
punto es donde la aceleracion de frenado es la mayor; y es la menor posible en el punto
en que estan mas alejadas (al inicio del experimento). Puesto que la aceleracién total
es la resta de la aceleraciéon de la gravedad g menos esta desaceleracion por la repulsion
entre las dos cargas eléctricas, entonces

cargas mas juntas:

KQ? KQ@? 1 9
Ml = MY — H = O = ¢ (1 " g I =8.8m/s”, (16)
A
Hy
cargas mas alejadas:
KQ? KQ@?* 1 9
M yin = MG — L = Omin = ¢ (1 =g 12 = —88m/s”. (17)
1_Ho
H,y



Nota que en valor absoluto la aceleracién es la mayor en el punto en el que las dos cargas
estdn mads cerca.
e) Sabiendo el valor de la masa m, el valor de @ se deduce inmediatamente de (10):

HH
Q| = mgtoth _ 1.0 x 1077 culombios . 18
K

3 Problema 3

Supongamos que desde que disparamos la bolita de plomo, que tiene una masa igual
4 (diém.

am=31"

la masa M del péndulo balistico, la trayectoria es practicamente horizontal (aunque en
realidad sea un tiro parabdlico).

La velocidad vy con la que la bolita de plomo sale disparada al soltar el muelle (que
estd comprimido una distancia z) se calcula utilizando la conservacién de la energia

) p =0.01kg (masa = volumen x densidad), hasta que choca con

1
mecanica: antes de soltar la bolita, ésta sélo tiene energia potencial eldstica, §K z2,

y después de que el muelle se ha estirado completamente, la bolita sélo tiene energia
cinética (puesto que estamos suponiendo que la bolita sigue una trayectoria horizon-
tal, sin cambiar de altura, no hace falta que tengamos en cuenta la energia potencial
gravitatoria)

1 1 K
in2:§mv§ = UO:\/E:E. (19)

a) Ahora la bolita llega a la masa M del péndulo balistico, se incrusta en ella y le
comunica un impulso. La interaccién entre las dos masas (una fuerza interna al sistema
formado por bolita 4+ péndulo balistico) no modifica el momento angular de este sistema,
por lo que podemos afirmar que que el momento angular justo antes del choque es igual
al momento justo después; por supuesto, esta conservaciéon del momento angular no se
cumple si entre justo antes del choque y, por ejemplo, tres minutos después de él, ya que
mientras tanto ha estado actuando la fuerza de la gravedad que es una fuerza externa al
sistema y por tanto modifica el momento angular. Asi, con respecto al punto del techo
de donde cuelga la masa M, tenemos

| Joseema| justo antes = Lmuvg = L(M + m)v' = | Jyyema justo después (20)

donde v’ es la velocidad con la que retrocede el péndulo balistico con la bala de plomo
incrustada en él.

Para calcular ahora la altura h hasta la que suben las dos masas utilizamos otra vez
la conservacién de la energia mecdnica:

1
Energia mec. abajo = §(M + m)v'2 +0=0+4 (M + m)gh = Energia mec. arriba,



y sustituyendo (20) y (19)

1 1 m 2 1 m 2K
h:—'2=—( ) 2:—( )—2. 21
2gU 2g \m+ M Yo 2g \m+ M mx (21)

La relacion entre la altura A y el dngulo que forma el péndulo con la vertical cuando

alcanza el punto mds alto es muy sencillo de obtener: h = L — Lcosf = L(1 — cos®).
m 2

b) Hemos obtenido h = ———————2%, o lo que es lo mismo, comparando con
29 (m+ M)
K m .
h = Az", tenemos que n =2y A= _————— (con K y M desconocidos). Para
29 (m + M)

determinar el valor de A (para luego poder deducir M), vamos a representar los datos
que nos dan. La mejor forma de hacerlo es ingenidrnoslas para que la representacion
grafica resulte ser una recta: puesto que h es proporcional a z al cuadrado, la forma de
obtener una recta es representar en un eje h y en el otro 22, para que asflo representado
en un eje sea linealmente proporcional a lo representado en el otro (lo que por definicién
es una recta). La pendiente de tal recta serd la constante de proporcionalidad entre h 'y
22, 0 sea A; para mas detalles, ver trucos.

O, puesto que lo que nos dan es directamente el dngulo, también podemos operar

A
h=Az®>, h=L(l-cosh), costl—sz, (22)

A
y representando el coseno frente a x? obtendremos una recta de pendiente —7 como

en la siguiente figura:

cod 1 T T T T
098  ° 1
0.96 o :
094 - 1
092 | o -
09 | <> -
0.88 - i
0.86 - i
0.84 0 i

0.82 i

0.8 | | | |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

X2

La pendiente la podemos calcular aproximadamente midiendo el dngulo de la recta (la
pendiente es la tangente trigonométrica de este angulo) o bien tomando dos puntos
cualesquiera de la recta: por ejemplo con el primer y iltimo punto de la recta se obtiene
A cos(f = 36) — cos( = 11)

diente = — > =
PR = = = (2 = 0.15)2 — (z = 0.05)?

=—86m 2. (23)
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Puesto que ademas nos dicen que si al muelle de constante K desconocidad le col-
gamos una masa M+m y dejamos que alcance su posicién de equilibrio, el alargamiento
del muelle es Al = 0.011 m, entonces (ver figura)

AT g
g | Al Kal S
c i)
’ )
(M+m)g
KAJ:(M+m)g=>K:(M+m)AiZ. (24)

Con ello y el resultado (23) despejamos finalmente la constante del muelle y la masa del
péndulo balistico:

1
A=43=_— M+m=011k

3= S Aimyar - MAm=01lks,
M =0.10kg, K:(M+m)Ail=98N/m. (25)

En cuanto a la dltima pregunta de este apartado, nuestra regla sé6lo puede distinguir
milimetros. El alargamiento que produce la bolita de plomo, que tiene una masa de 0.01
kilogramos, seria de (ver (24))

KAl =mg = Alz%z0.00lm,

es decir, justo un milimetro, que es lo minimo que llega a distinguir nuestra regla.
Esto quiere decir que un estiramiento menor (por ejemplo de 0.8 mm o de 0.7mm)
lo hubiéramos apreciado en la regla también como de 1 mm, puesto que no podemos
distinguir distancias menores. Esto hace que las medidas que podamos hacer usando
esta bolita nos dan un valor de la constante de muelle que tiene un error justo del orden
de magnitud del valor de K que queremos determinar: el procedimiento no es nada
exacto.

¢) Supongamos que, al no saber deducir (21), no podemos determinar que la altura
es proporcional al cuadrado de los que se ha comprimido originariamente el muelle para
disparar la bolita de plomo. Nos encontramos con h = Az™, pero ahora con A y también
n desconocidos. La forma de obtener el valor del exponente en tal caso se obtiene, como
se indica en el problema, utilizando el método de tomar logaritmos (con més detalle en
la pdgina dedicada a trucos):

h=Axz" = Inh=nlhz+1nA.



De esta forma, si representamos el logaritmo de la altura h frente al logaritmo de lo
que se comprime el muelle z, obtenemos una recta de pendiente n (el exponente que
andamos buscando) y término independiente InA.

In h—2 T T T T T

-3 -2.8 -2.6 -2.4 -2.2 -2 -1.8
In x

Una forma aproximada de obtener la pendiente y el término independiente de la recta
es volviendo a tomar dos puntos cualesquiera de la recta (por ejemplo el primero y el
ultimo) y recordar que h = L(1 — cosf)

In[L (1 —cos(f =36))] —In[L (1 —cos(d =11))] 51

diente = n =
pendiente = n In(z = 0.15) — In(z = 0.05) ’

y puesto que Inh=nlnz+InA

InA=In[L(1—cos(f =36))] — In(z =0.15) = 1.446,

n
~
=2
0 equivalentemente

ne2, A= =425m™". (26)

que, como era de esperar, demuestra que la dependencia de la altura con la compresion
del muelle es cuadratica, n=2; ademas el valor de A es bastante parecido al valor de
A=Lx8.6=4.3 obtenido en (23).
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