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Basado en los apuntes realizados durante el curso 2002-2003 para la
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INTRODUCCIÓN

1. Algunos aspectos históricos y actuales

El estudio de poliedros mediante técnicas topológicas para dimen-
siones 1 y 2 data al menos de los tiempos de Euler. Parece ser que
Listing, disćıpulo de Gauss, fue el primero en utilizar la palabra “to-
poloǵıa”. En su libro “Vorstudien zur Topologie”(Estudios previos de
Topoloǵıa), de 1847, alud́ıa a la Topoloǵıa como la doctrina que des-
cribe el modo en el que están compuestos los objetos a base de puntos,
ĺıneas, superficies, cuerpos y otros agregados, siempre sin mirar medi-
das ni cantidades.

La palabra homotoṕıa fue utilizada por primera vez por Dehn y
Heegard en 1907, aunque el concepto de homotoṕıa, como deformación
continua de aplicaciones, ya hab́ıa sido utilizado por Jordan en 1866.

La noción de grupo fundamental de un espacio fue introducida por
Poincaré en 1895, veáse figura 1. A él también le debemos una de las
más famosas conjeturas en Topoloǵıa:“Si una 3-variedad compacta y
conexa tiene el mismo tipo de homotoṕıa que una 3-esfera, entonces
también tiene el mismo tipo de homeomorf́ıa.”

Figura 1. Jules Henry Poincaré

Esta conjetura ha sido seleccionada como uno de los siete principales
problemas matemáticos más importantes del siglo XXI por el Instituto
Matemático Clay. Su resolución lleva asociado un premio de un millón
de dólares y son muy frecuentes los intentos de su demostración.
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El 11 de noviembre de 2002, el matemático ruso Dr. Grigori (Gris-
ha) Perelman, veáse figura 2, del Instituto Matemático Steklov, que
forma parte de la Academia Rusa de las Ciencias de San Petersbur-
go, puso a disposición de la comunidad matemática su preprint “The
entropy formula for the Ricci Flow and its geometric implications”.
Éste contiene una demostración de la Conjetura de Geometrización de
Thurston que plantea una clasificación precisa de 3-variedades y como
caso particular quedaŕıa probada la conjetura de Poincare.

Figura 2. Grigory Perelman

En Abril de 2003, Perelman ofreció un ciclo de conferencias en el
prestigioso “Massachusetts Institute of Technology”sobre los resultados
obtenidos acerca de las conjeturas de Thurston y de Poincare.

Puesto que en el momento de redactar estos apuntes el Instituto
Matemático Clay no ha confirmado la verosimilitud de los intentos de
demostración existentes, el animoso lector puede encontrar motivador
el hecho de que después de la lectura de éstos, ya estará en condiciones
de iniciar sus propios caminos de investigación para intentar resolver
uno de los siete principales problemas matemáticos del siglo XXI. Sin
embargo le aconsejamos que consulte previamente si el Instituto Ma-
temático Clay ha emitido un veredicto definitivo sobre la demostración
de Perelman o de otras posteriores que hayan podido aparecer.

2. Objetivos

A través de este texto se pretenden alcanzar los siguientes objetivos:
1) Que se conozcan los métodos básicos para transformar proble-

mas topológicos en problemas algebraicos e ilustrar cómo esta técnica
aporta buenos resultados en muchos casos importantes.

2) Una primera familiarización con espacios tan notables como las
superficies (o más generalmente las variedades topológicas), los com-
plementos de nudos y enlaces y los poliedros.

3) La introducción del grupo fundamental como una primera herra-
mienta algebraica que resuelve determinados problemas, dando además
adecuados algoritmos que permitan encontrar alguna de sus presenta-
ciones.
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4) Dar aplicaciones concretas que prueben la efectividad resolutiva
de los invariantes analizados, tales como la clasificación de cubiertas y
superficies compactas y algunas familias de nudos.

5) Dar una visión del potencial de las aplicaciones que el grupo
fundamental tiene otros campos cient́ıficos, tecnológicos y art́ısticos.

3. Comentarios

Este texto está basado en los apuntes que se elaboraron mientras
se impart́ıa una asignatura denominada “Homotoṕıa.en la Licenciatura
de Matemáticas de la Universidad de La Rioja en el curso 2002-2003.
En la selección de los contenidos fue determinate el factor del tiempo
disponible que era de tres horas durante nueve semanas, es decir de
unas 27 horas. Es ésta la razón que hace que que sólo se hayan incluido
algunas de las numerosas e importantes aplicaciones que tiene el grupo
fundamental. Sin embargo, los contenidos de aquel curso se han am-
pliado con la clasificación de las aplicaciones recubridoras de espacios
localmente conexos.

Aunque se supone que el lector está familiarizado con la topoloǵıa,
hemos incluido en la primera sección del primer caṕıtulo las definiciones
de espacio y aplicación continua, las propiedades topológicas que se uti-
lizan en este texto y los métodos de construcción básicos: subespacios,
sumas disjuntas, productos y cocientes.

En el primer caṕıtulo se introduce la relación de homotoṕıa y ho-
motoṕıa relativas y se establece la noción de tipo de homotoṕıa. Se
intenta que el lector construya homotoṕıas utilizando argumentos de
geometŕıa elemental. Para facilitar la comprensión la noción de tipo de
homotoṕıa será de gran ayuda la noción de retracto por deformación
fuerte. Se proponen diversos problemas para desarrollar habilidades en
el uso de homotoṕıas y deformaciones fuertes. Normalmente se inclu-
ye la solución de muchos de los problemas propuestos. Sin embargo el
alumno debe intentar previamente encontrar su propia solución. Hay
que aclarar que un problema puede tener soluciones correctas que sean
muy diferentes entre śı.

El caṕıtulo segundo se dedica al estudio del grupo fundamental de
un espacio. Hemos preferido introducir la noción de grupoide funda-
mental ya que lleva exactamente el mismo esfuerzo que la de grupo
fundamental. Utilizando la noción de grupoide fundamental se puede
probar más fácilmente que dos puntos base de un espacio arco-conexo
determinan grupos fundamentales isomorfos y también facilita el estu-
dio posterior de acciones en cubiertas. Hemos utilizado reiteradamente
el truco que asegura que un camino es homótopo a sus reparametri-
zaciones. Sin embargo aconsejamos al lector que miré también las de-
mostraciones que aparecen en otros textos que construyen homotoṕıas
definiendolas a trozos y utilizando argumentos geométricos muy bási-
cos.
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Dedicamos el tercer caṕıtulo al estudio de la noción de grado de
un lazo. Ello lo hacemos a través de la aplicación recubridora univer-
sal de la circunferencia. Después de probar los teoremas de elevación
de caminos y homotoṕıas para cualquier aplicación recubridora, proba-
mos que el grupo de la 1-esfera es isomorfo al grupo ćıclico infinito. El
lector se puede sorprender del gran esfuerzo que lleva el cálculo de gru-
po fundamental de la circunferencia. Sin embargo una vez establecido
el resultado y utilizando las técnicas que desarrollamos en el caṕıtu-
lo siguiente se puede abordar el calculo de presentaciónes de grupos
fundamentales de importantes espacios. Un método alternativo para
calcular el grupo fundamental de la circunfeencia hubiera consistido en
el uso de técnicas simpliciales que aproximan una aplicación continua
por una simplicial y el uso de grupos generados por caminos de aristas.

Antes de dar métodos de cálculo del grupo fundamental, consi-
derando que algunos lectores pueden no estar familiarizados con las
presentaciones de grupos, hemos estimado oportuno introducir algunos
mı́nimos necesarios sobre grupos libres y presentaciones de grupos. Es
interesante mencionar el problema de las palabras y destacar las dificul-
tades que surgen al intentar probar que dos presentaciones determinan
grupos isomorfos.

Para poder realizar el cálculo de presentaciones del grupo funda-
mental se incluye el teorema de Seifert-van Kampen. Ello permite que
bajo algunas condiciones se pueda calcular la presentación de un espa-
cio que es la reunión de dos subespacios a partir de las presentaciones
de los subespacios y algunas propiedades de los generadores del gru-
po fundamental de la intersección. En algunos ejemplos, es más fácil
obtener un espacio mediante un proceso de adjunción de celdas. Por
este motivo es interesante utilizar el teorema de Seifert-van Kampen
para obtener una presentación del grupo fundamental del espacio re-
sultante al adjuntar una n-celda cualquiera, n ≥ 2, en función de la
presentación del espacio inicial y de las propiedades del la aplicación
amalgamadora. Este método suele determinar presentaciones más sen-
cillas y es aplicable para calcular el grupo fundamental de cualquier
complejo de celdas.

La definición de aplicación recubridora se ilustra convenientemente
con algunos ejemplos como la cubierta universal de la circunferencia,
del toro y del plano proyectivo. Una de las aplicaciones más notable
de grupo fundamental es la clasificacion de aplicaciones recubridoras
(cubiertas). A continuación, clasificamos mediante representaciones del
grupo fundamental, las aplicaciones recubridoras de un espacio que
verifique buenas condiciones de connectividad local.

Entre los diversos resultados sobre aplicaciones recubridoras y apli-
caciones entre cubiertas resaltaremos la estructura de π-conjunto que
tiene la fibra de una cubierta y el hecho que el grupo de superposiciones
de una cubierta es isomorfo al grupo de automorfismos de la estructura
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de π-conjunto que tiene la fibra. Este resultado nos indica la estrecha
relación existente entre la categoŕıa de las cubiertas de un espacio con
grupo fundamental π y la categoŕıa de π-conjuntos.

Destacaremos también el caso de cubiertas regulares y su relación
con grupos propiamentente discontinuos de homeomorfismos. Este caso,
en mi opinión, es muy interesante y tiene importantes aplicaciones en
geometŕıa diferencial y riemanniana.

Finalizamos el estudio de cubiertas con los teoremas de clasifica-
ción. Introducimos la noción de espacio localmente conexo por caminos
y semilocalmente simplemente conexo. Para estos espacios se prueba la
existencia de una cubierta universal y en este caso se pueden clasificar
las cubiertas del espacio en términos de clases de conjugación de los
subgrupos del grupo fundamental. En estas notas desarrollamos la ver-
sión alternativa en términos de clases de isomorfismo de π-conjuntos
(transitivos) que en el caso de cubiertas de n hojas se puede formular
en base a las representaciones transitivas del grupo fundamental en el
grupo simétrico de n cifras, módulo conjugación.

Terminamos el último caṕıtulo, estudiando y clasificando las apli-
caciones recubridoras sobre un espacio localmente conexo por caminos,
para el que ya no se supone que satisface la condición de ser semilo-
calmente simplemente conexo. Para ello utilizamos dotamos al grupo
fundamente una estructura adicional de grupo topológico y utilizamos
representaciones continuas de dicho grupo fundamental topológico.

4. Algunas aplicaciones cient́ıficas recientes

Los métodos topológicos están siendo utilizados por diversos inves-
tigadores en algunas áreas cient́ıficas. Señalaremos brevemente algunas
aplicaciones del grupo fundamental en las áreas de Viroloǵıa y de la
Qúımica de los Fullerenos.

Viroloǵıa: En esta ciencia además de estudiar la estructura poli-
edral de la envoltura del virus que se denomina cápside en cuyo estudio
juega un papel interesante su estructura poliedral y el grupo de sus si-
metŕıas tiene también gran importancia el ácido envuelto por la cápside
de los virus, que se presenta como una madeja filamentosa de una o
más hebras. La estructura de éstos ácidos es susceptible de ser anali-
zada con técnicas topológico-geométricas, fundamentalmente teoŕıa de
nudos. Véase la Figura 3. Existen actualmente trabajos en este senti-
do encaminados al análisis de los anudamientos o enlaces topológicos
que presenta un ácido viral (u otro tipo de ácido genético) y sus posi-
bles modificaciones en fenómenos de replicación o en experimentos de
manipulación genética. En estos apuntes se va a introducir el grupo
fundamental, una de las herramientas matemáticas más utilizada en
el estudio de estos anudamientos y enlaces. Se denomina grupo fun-
damental de un nudo el grupo fundametal de su complemento en el
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espacio euclidio (si se prefiere el complemento se puede tomar en la
3-esfera).

Figura 3. Anudamientos del ADN

Qúımica: Una reciente rama de la qúımica, especialmente rica en
investigación y en la que el uso de técnicas poliedrales es muy amplio, es
la de los fullerenos. Este campo se inició con el descubrimiento en 1985
de la molécula C60, que fue bautizada con el nombre de buckminsterfu-
llereno, y abreviadamente se le llama fullereno, en honor del arquitecto
R. B. Fuller. Véase la Figura 4. Esta molécula consiste en 60 átomos
de carbono unidos mediante doce pentágonos y veinte hexágonos. Su
forma es la misma que la de un balón de fútbol y aproximadamente su
tamaño es al del balón como el de éste es al de la Tierra; en este caso
la estructura poliedral es muy simple, en el sentido de que consta de
un solo poliedro que es un icosaedro truncado.

Figura 4. Fullereno C60

Del carácter tetravalente del carbono C resultan cuatro posibles
situaciones de un vértice que denotaremos por 31, 22, 211 y 1111 .
En la mayoŕıa de los fullerenos todos los enlaces son del tipo 211; en
consecuencia, sus grafos asociados tienen la propiedad de que cada
vértice incide con tres aristas (grafos 3-regulares). En estos grafos se
pueden distinguir los enlaces dobles coloreando la familia de aristas que
se corresponden con los mismos.
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Es interesante señalar que a cada grafo 3-regular se le puede asociar
su grupo de isometŕıas y, si se tienen aristas coloreadas (enlaces dobles),
tomar entonces el subgrupo de aquéllas que las preservan. De este mo-
do a cada grafo con aristas coloreadas le hemos asociado una pareja de
grupos. Observemos que si en el mismo grafo 3-regular cambiamos de
familia de aristas coloreadas (es decir, consideramos dos isómeros) pue-
de suceder que el subgrupo asociado sea distinto. Sin embargo, existen
ejemplos de grafos 3-regulares con aristas coloreadas que son distintos
y tienen asociada la misma pareja de grupos de simetŕıa; en este ca-
so, se puede diseñar una herramienta matemática más fina capaz de
distinguir estos isómeros. Se procede del modo siguiente: cambiando
cada enlace doble por un cruce de caminos a distinto nivel, podemos
asociar a cada fullereno con enlaces qúımicos dobles un enlace o nu-
do topológico susceptible de ser estudiado con técnicas homotópicas.
Véase la Figura 5. Las diferentes posibles posiciones de los dobles enla-
ces qúımicos determinan enlaces topológicos distintos y la clasificación
de estos isómeros se aborda a través de los invariantes homotópicos
del enlace o nudo topológico asociado. Utilizando el grupo fundamen-
tal del complemento del enlace o sus invariantes de tipo polinómico se
pueden distinguir isómeros que no han podido diferenciarse a través de
los grupos de simetŕıa.

Figura 5. Enlace topológico de un fullereno

5. Notas y agradecimentos

Por ser la primera edición, el texto puede contener algunas erratas,
rogamos al lector que disculpe estos posibles fallos. También le pedimos
que utilice el siguiente corrreo eléctronico para remitirnos los errores
que encuentre y, por supuesto, para enviar cualquier tipo de comentario
o sugestión.
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El que desee más información sobre el autor o sobre otros materia-
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CAṔıTULO 1

RELACIÓN DE HOMOTOPÍA

En este primer caṕıtulo analizamos las relaciones de homotoṕıa y
homotoṕıa relativa e introducimos la noción de tipo de homotoṕıa.
También estudiamos las nociones de retracto, retracto por deformación
y retracto por deformación fuerte que son muy útiles en el estudio de
los tipos de homotoṕıa.

1. Nociones y notaciones básicas

En esta primera sección se introducen algunos conceptos básicos de
Topoloǵıa, no obstante, señalaremos que para poder seguir sin dificul-
tades estas notas, es conveniente que el lector conozca las nociones y
propiedades básicas de los espacios topológicos.

1.1. Espacios topológicos y aplicaciones continuas.

Definition 1.1. Sea X un conjunto y sea τ una familia no vacia
de subconjuntos de X . Se dice que τ es una topoloǵıa si τ es cerrada
por uniones de subfamilias arbitrarias (la unión de la subfamilia vacia
es el subconjunto vacio) y por intersección de subfamilias finitas (la
intersección de la subfamilia vacia es el conjunto total X). Llamare-
mos espacio topológico a un par (X, τ) donde τ es una topoloǵıa en el
conjunto X . Normalmente acortaremos la notación de modo que X de-
notará tanto al par (X, τ) como al conjunto subyacente. Los miembros
de la topoloǵıa τ diremos que son los abiertos del espacio X .

Notemos que dado un espacio topológico el propio X y el subcon-
junto vacio ∅ son abiertos.

Ejemplo 1.1. Dado un conjuntoX se puede considerar la topoloǵıa
trivial τtri = {X, ∅} y la topoloǵıa discreta τdis formada por todos los
subconjuntos de X .

Definition 1.2. Sean X, Y espacios topológicos. Se dice que una
aplicación f : X → Y es continua si para todo abierto V de Y se
tiene que f−1V es abierto en X . Diremos que X, Y son homeomorfos
si existen aplicaciones continuas ϕ : X → Y y ψ : X → Y tales que
ψϕ = idX , ϕψ = idY , donde idX , idY son las aplicaciones identidad.

Ejemplo 1.2. Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X un sub-
conjunto de X . La familia τ/A = {A∩U |U ∈ τ} es un topoloǵıa sobre

9
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el conjunto A que se llama la topoloǵıa relativa de X en A . Es fácil
comprobar que la inclusión in : A→ X es una aplicación continua.

Definition 1.3. Sea X un espacio topológico. Diremos que F es
un cerrado si X \F es un abierto de X . Sea N un subconjunto de X y
p ∈ N . Se dice que N es un entorno de p si existe un abierto U tal que
p ∈ U ⊂ N . Dado un subconjunto A de X llamaremos interior de A ,
y lo denotamos por IntA , a la reunión de los abiertos contenidos en A .
Llamaremos clausura de A que denotaremos por clA a la intersección
de los cerrados que contienen a A .

1.2. Base de una topoloǵıa.

Definition 1.4. Sea τ la topoloǵıa de un espacio topológico X .
Se dice que una subfamilia B ⊂ τ es una base de la topoloǵıa τ si para
cada abierto U existe una subfamilia BU ⊂ B tal que U =

⋃
B∈BU B .

Proposición 1.1. Sea X un conjunto y sea B una familia de sub-
conjuntos de X . Si la familia de subconjuntos B verifica las siguientes
propiedades

(i) X =
⋃
B∈B B ,

(ii) Si p ∈ B ∩ B′ , B,B′ ∈ B , entonces existe B′′ ∈ B tal que
p ∈ B′′ ⊂ B ∩B′ ,

entonces existe una única topoloǵıa τ tal que B es una base de τ .

Definition 1.5. Sea X un espacio topológico y p ∈ X . Una familia
de entornos Bp es una base de entornos de p si para cada entorno N de
p existe B ∈ Bp tal que p ∈ B ⊂ N .

En estos apuntes diremos que un conjunto es contable si su cardi-
nalidad es finita o es la del conjunto de los números naturales. Otros
autores utilizan para este concepto la palabra numerable.

Definition 1.6. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es
primero contable si para cada punto p ∈ X existe una base de entornos
contable. Se dice que X es segundo contable la topoloǵıa tiene una base
contable.

Ejemplo 1.3. Denotemos por R el conjunto ordenado de los núme-
ros reales y consideremos la familia de los intervalos abiertos acotados
B = {(a, b)|a, b ∈ R , a < b} , donde (a, b) = {r ∈ R|a < r < b} . En-
tonces B satisface las propiedades (i) y (ii) de la proposición anterior y
determina una única topoloǵıa en R , que diremos que es la topoloǵıa
habitual o usual. Consideraremos también con frecuencia el subespa-
cio que llamaremos intervalo unidad I = {r ∈ R|0 ≤ r ≤ 1} con la
topoloǵıa relativa inducida por la topoloǵıa usual de R .

Ejemplo 1.4. Denotemos por C el conjunto de los números com-
plejos. Dado un número complejo z = a + bi , a, b ∈ R, su conjugado
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se denota por z̄ = a − bi y su módulo por |z| = (zz̄)
1
2 . Considere-

mos la familia bolas B = {B(a, r)|a ∈ C , r ∈ R , r > 0} , donde
B(a, r) = {z ∈ C||z − a| < r} . Entonces B satisface las propiedades
(i) y (ii) de la proposición anterior y determina una única topoloǵıa en
C , que será la que usaremos de modo habitual en este conjunto.

1.3. Propiedades topológicas. Además de las propiedades de
primero contable y segundo contable es muy frecuente el uso de las
siguientes propiedades topológicas.

Definition 1.7. Se dice que un espacio topológico X es T0 si para
cada pareja de puntos p, q ∈ X , p 6= q existe U entorno de p tal que
q 6∈ U o existe V entorno de q tal que p 6∈ V . Diremos que X es T1 si
para cada pareja de puntos p, q ∈ X , p 6= q existe U entorno de p tal
que q 6∈ U . Se dice que un espacio topológico X es T2 o Hausdorff si
para cada pareja de puntos p, q ∈ X , p 6= q existe U entorno de p y
existe existe V entorno de q tal que U ∩ V = ∅ .

Es fácil ver que si X es T2 entonces es T1 y que si X es T1 entonces
es T0 .

Definition 1.8. Se dice que espacio topológico X es conexo si
siempre que X = U ∪ V con U ∩ V = ∅ , entonces U = ∅ o V = ∅ .
Diremos que un espacio topológico X es localmente conexo si cada
punto del espacio tiene una base entornos conexos.

Definition 1.9. Se dice que espacio topológico X es conexo por
caminos (también decimos arco-conexo) si siempre que x, y ∈ X , en-
tonces existe una aplicación continua f : I → X tal que f(0) = x y
f(1) = y . Diremos que un espacio topológico X es localmente conexo
por caminos (localmente arco-conexo) si cada punto del espacio tiene
una base entornos conexos por caminos.

Es bien conocido que la conectividad por caminos implica conecti-
vidad.

1.4. Construcciones. Dada una familia de espacios Xα , α ∈ A
consideraremos la suma disjunta (coproducto)

∑
α∈AXα formada por

el conjunto
⋃
α∈AXα × {α} con la topoloǵıa inducida por la base

B = {U × {α}|U es abierto en Xα , α ∈ A}

En el caso que la familia verifique que estos espacios sean disjuntos dos
a dos, para tener una mayor facilidad en la notación, en vez de tomar
la reunión anterior se suele tomar directamente la reunión

⋃
α∈AXα y

consecuentemente la base B = {U |U es abierto en Xα , α ∈ A} . En
el caso de familias finitas, por ejemplo para dos espacios X1 , X2 , es
frecuente usar las notaciones

⊔
i∈{1,2}Xi o X1

⊔
X2 .
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Otra construcción frecuente asociada a una familia de espacios Xα

α ∈ A es el producto
∏

α∈AXα que tiene como conjunto soporte el pro-
ducto cartesiano usual y si prα denota la proyección canónica asociada
a α ∈ A , se considera la topoloǵıa producto inducida por la base

B = {
⋂

i∈{1,··· ,n}

pr−1
αi

(Uαi)|Uαi es abierto en Xαi , α1, · · · , αn ∈ A}

En el caso de familias finitas, por ejemplo para dos espacios X1 , X2 se
suele usar la notación X1 ×X2 .

Finalizamos el proceso de construcción de nuevos espacios topologi-
cos a partir de otros dados con la topoloǵıa cociente. Sea X un espacio
topológico y sea f : X → Y una aplicación exhaustiva de X en un
conjunto Y . La topoloǵıa cociente en el conjunto Y es la formada por
aquellos subconjuntos V de Y tales que f−1V es un abierto de X . Es
interesante recordar que si en Y se considera la topoloǵıa cociente y
g : Y → Z es una aplicación entre espacios topológicos, entonces g es
continua si y sólo si gf es continua. Nótese que además del término “ex-
haustiva” se utilizan para el mismo concepto las palabras: suprayectiva
y sobreyectiva. A veces se utiliza “sobre” en expresiones del tipo, “sea
f una aplicación de X sobre Y ”; equivale a decir que f es exhaustiva.

1.5. Algunos espacios. Los siguientes espacios serán utilizados
con frecuencia en este texto.

Ejemplo 1.5. Denotemos por Rn el conjunto de n-tuplas de núme-
ros reales (r1, · · · , rn) . Se considera en Rn la topoloǵıa producto que
tiene las siguientes propiedades: Es segundo contable, Hausdorff, cone-
xa por caminos y localmente conexa por caminos.

Ejemplo 1.6. Para n ≥ 0 , la n-esfera unidad Sn se define como
el subespacio

Sn = {x ∈ Rn+1|x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1}
donde hemos considerado la topoloǵıa relativa.

Ejemplo 1.7. Para n ≥ 0 , el n-disco unidad Dn se define como el
subespacio

Dn = {x ∈ Rn|x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1}
con la topoloǵıa relativa. La n-bola unidad la denotaremos por

Bn = {x ∈ Rn|x2
1 + · · ·+ x2

n < 1}

Ejemplo 1.8. Para n ≥ 1 , el semi-n-disco unidad Dn
+ se define

como el subespacio

Dn
+ = {x ∈ Rn|x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ 1, xn ≥ 0}

con la topoloǵıa relativa. La semi-n-bola unidad la denotaremos por

Bn
+ = {x ∈ Rn|x2

1 + · · ·+ x2
n < 1, xn ≥ 0}
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Ejemplo 1.9. Para n ≥ 0 , el n-espacio proyectivo real P n(R) se
define como el cociente obtenido de la n-esfera Sn identificando puntos
ant́ıpodas y considerando la topoloǵıa cociente. Análogamente, se defi-
ne el n-espacio proyectivo complejo P n(C) y cuaterniónico P n(H) . El
el caso P n en el que no se indique el anillo de división, supondremos
que se trata del n-espacio proyectivo real.

Ejemplo 1.10. Una métrica en un conjunto X es una aplicación
d : X ×X → R tal que safisface las siguientes propiedades:

(M1) Para x, y ∈ X d(x, y) ≥ 0 , además d(x, y) = 0 si y sólo si
x = y .

(M2) Si x, y ∈ X , se tiene que d(x, y) = d(y, x) .
(M3) Sean x, y, z ∈ X . Entonces d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .

La bola de centro a ∈ X y radio r > 0 se define como el subconjunto

Bd(a, r) = {x ∈ X|d(a, x) < r}
y el disco

Dd(a, r) = {x ∈ X|d(a, x) ≤ r}
Un espacio métrico consiste en un conjuntoX junto con una métrica

d . En un espacio métrico (X, d) se puede considerar la siguiente familia
de subconjuntos:

τ = {U ⊂ X|Six ∈ U, existe ε > 0 tal queB(x, ε) ⊂ U}
Se prueba que τ es una topoloǵıa, que diremos que está inducida

por la métrica d . Un espacio topológico X se dice metrizable si su
topoloǵıa τX está inducida por una métrica.

Ejemplo 1.11. En Rn se pueden considerar la métrica euclidia-
na, de modo que si x, y ∈ Rn, x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) la
aplicación d viene dada por

d(x, y) =
( n∑
i=1

(xi − yi)2
) 1

2

La topoloǵıa inducida por la métrica euclidiana, es precisamente la
hemos considerado en el ejemplo 1.5 . Por ser la métrica más usual en
la notación suprimiremos el sub́ındice

B(a, r) = {x ∈ Rn|
( n∑
i=1

(xi − ai)2
) 1

2 < r}

y el disco

D(a, r) = {x ∈ Rn|
( n∑
i=1

(xi − ai)2
) 1

2 ≤ r}

También es frecuente la métrica cartesiana, ρ , dada por

ρ(x, y) = máx{|xi − yi|i ∈ {1, · · · , n}}



14 1. RELACIÓN DE HOMOTOPÍA

La topoloǵıa inducida es también la del ejemplo 1.5 . Las bolas y
discos se denotaran por Bρ(a, r), Dρ(a, r) .

Ejemplo 1.12. Sea A un conjunto de ı́ndices, para cada α ∈ A
tomemos una copia Iα del intervalo unidad y consideremos su borde
∂Iα que está formado por una copia de los puntos de ∂I = {0, 1} .
Sea ahora una relación r definida en la suma disjunta

⋃
α∈A Iα que

tiene la propiedad que si dos puntos p, q de la suma están relacionados,
p ∼r q , entonces p, q ∈

⋃
α∈A ∂Iα . Denotemos por R la relación de

equivalencia generada por r . Llamaremos grafo a un espacio topológico
que sea homeomorfo a un espacio cociente de la forma

(⋃
α∈A Iα

)
/R .

2. Homotoṕıa y homotoṕıa relativa

Dado un espacio topológico X , consideramos el producto X × I ,
donde recordemos que I = [0, 1] denota el intervalo unidad.

Definición 2.1. Una aplicación continua de la forma F : X × I →
Y se denomina homotoṕıa . Diremos que dos aplicaciones f0, f1 : X →
Y son homótopas y se denotará por f0 ' f1 si existe una homotoṕıa
F : X × I → Y tal que F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x) para todo
x ∈ X . También diremos que F es una homotoṕıa de f0 a f1 .

Llamaremos cilindro de X al espacio X × I junto con las aplica-
ciones continuas ∂0, ∂1 : X → X × I definidas por ∂0(x) = (x, 0) y
∂1(x) = (x, 1) . En el caso que trabajemos con varios espacios utilizare-
mos los supeŕındices ∂X1 , ∂

X
1 para las “tapas” asociadas con el espacio

X . Utilizando las tapas ∂0, ∂1 del cilindro se tiene que f0 ' f1 si exis-
te una homotoṕıa F tal que F∂0 = f0 y F∂1 = f1 . Es decir si los
siguientes diagramas son conmutativos:

X

∂0

��

f0 // Y

X × I
F

;;xxxxxxxxx

X

∂1

��

f1 // Y

X × I
F

;;xxxxxxxxx

o equivalentemente, si el diagrama siguiente es conmutativo:

X tX
∂0+∂1

��

f0+f1 // Y

X × I
F

;;wwwwwwwww

donde X t X denota la reunión disjunta, ver 1.4, de dos copias del
espacio X .

Definición 2.2. Sea α : A→ X una aplicación continua. Diremos
que dos aplicaciones f0, f1 : X → Y son homótopas relativamente a A
y se denotará por f0 'A f1 si existe una homotoṕıa F : X × I → Y tal
que F (x, 0) = f0(x), F (x, 1) = f1(x) para todo x ∈ X y F (α(a), t) =
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f0(α(a)) para todos a ∈ A y t ∈ I . En el caso que simultáneamente se
consideren diferentes aplicaciones α : A → X utilizaremos la notación
f0 'α f1 y diremos que f0 es homótopa a f1 relativamente a α .

Notemos que f0 'A f1 si existe una homotoṕıa F tal que los si-
guientes diagramas son conmutativos:

X

∂0

��

f0 // Y

X × I
F

;;xxxxxxxxx

X

∂1

��

f1 // Y

X × I
F

;;xxxxxxxxx

Y

X × I
F

99tttttttttt
A× I

α×idI

oo

f0αprA

OO

donde prA : A× I → A está definida por prA(a, t) = a .
Dados dos espacios X, Y , sea XtY la suma disjunta, si f : X → Z ,

g : Y → Z son aplicaciones continuas denotemos por f+g : XtY → Z
la única aplicación continua determinada por f y g . Si φ : X → X ′ y
ψ : Y → Y ′ son aplicaciones continuas de modo natural inducen una
aplicación continua φ t ψ : X t Y → X ′ t Y ′ .

Utilizando estas notaciones, la conmutatividad de los diagramas
anteriores es equivalente a la del siguiente:

X tX
∂0+∂1

��

f0+f1 // Y

X × I
F

99ssssssssss
A× I

α×idI

oo

f0α prA

OO

Observación 2.1. En primer lugar, notemos que si A = ∅ , enton-
ces la relación de homotoṕıa relativa a A (α) coincide con la relación
de homotoṕıa. En segundo lugar, nótese que si para un cierto a ∈ A
se tiene que f0(α(a)) 6= f1(α(a)) , entonces f0 y f1 no son homótopas
relativamente a A . Observemos que siempre se verifica que f0 'A f1

(f0 'α f1) implica que f0α = f1α .

Puesto que la relación de homotoṕıa es un caso particular de la
de homotoṕıa relativa, las propiedades de la homotoṕıa relativa que
mencionamos a continuación son también válidas para la relación de
homotoṕıa.

Lema 2.1. La relación de homotoṕıa relativa es una relación de
equivalencia.

Demostración. Sea α : A→ X una aplicación continua. Para ver
que la relación es reflexiva tomemos f : X → Y una aplicación continua.
Es fácil ver que f prX es una homotoṕıa de f a f que es relativa a A .
Sean ahora f, g : X → Y y F una homotoṕıa de f a g . Definamos la
homotoṕıa F̄ por la fórmula F̄ (x, t) = F (x, 1 − t) . Entonces se tiene
que F̄ es una homotoṕıa de g a f relativa a A . Supongamos ahora que
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F es una homotoṕıa de f a g y que G es una homotoṕıa de g a h ,
ambas relativas a A . Definamos la homotoṕıa H por la fórmula

H(x, s) =

 F (x, 2s) if 0 ≤ s ≤ 1
2
,

G(x, 2s− 1) if 1
2
≤ s ≤ 1.

Nótese que H está bien definida y que sus restricciones a los cerrados
X× [0, 1

2
] y X× [1

2
, 1] son continuas. Para obtener la continuidad de H

basta aplicar un lema básico sobre continuidad “a trozos”que asegura
que si ϕ : P → Q es una aplicación entre espacios topológicos tal que
P = F∪F ′ es la reunión de subespacios cerrados F, F ′ y las restricciones
ϕ|F , ϕ|F ′ son continuas, entonces ϕ es continua. Finalmente, es fácil
comprobar que H es una homotoṕıa de f a h relativa a A . �

Sean A un subconjunto de X y B un subconjunto de Y , denotemos
por C(X, Y ) el conjunto de aplicaciones continuas de X a Y y por
C((X,A), (Y,B)) = {f ∈ C(X, Y )|f(A) ⊂ B} . En el caso particular
que B = {y0} utilizaremos la notación más sencilla (Y, y0) . El conjunto
cociente de C((X,A), (Y, y0)) inducido por la relación 'A diremos que
es el conjunto de clases de homotoṕıa y lo denotaremos por

[((X,A), (Y, y0)] = C((X,A), (Y, y0))/ 'A
Si A,B son vacios utilizaremos las notaciones más simples C((X, Y ) y
[X, Y ] , respectivamente.

En el caso que A = {x0}, B = {y0} sean unipuntuales normalmente
usaremos la notación [(X, x0), (Y, y0)] . Las parejas (X, x0) se llaman
espacios basados (a veces decimos punteados) y x0 se dice que es el
punto base. Una aplicación f : X → Y tal que f(x0) = y0 diremos que
es basada y una homotoṕıa relativa al punto base diremos que es una
homotoṕıa basada .

Proposición 2.1. Sean A,X, Y y Z espacios y consideremos apli-
caciones continuas α : A→ X , β : A→ Y , f0, f1 : X → Y , g0, g1 : Y →
Z tales que f0α = β = f1α , g0β = g1β . Si f0 'A f1 y g0 'A g1 ,
entonces g0f0 'A g1f1 .

Demostración. Sea F : X × I → Y una homotoṕıa relativa a A
de f0 a f1 . Entonces se tiene que F (∂X0 + ∂X1 ) = f0 + f1 y F (α ×
idI) = f0α prA . Si componemos con g0 se obtiene que g0F (∂X0 +∂X1 ) =
g0f0 + g0f1 y g0F (α × idI) = g0f0α prA . Por lo tanto g0f0 'A g0f1 .
Por otra parte si G es una homotoṕıa relativa a A ( β) de g0 a g1 se
tiene que G(∂Y0 +∂Y1 ) = g0 + g1 y G(β× idI) = g0β prA . Componiendo
con f1 × idI : X × I → Y × I se obtiene G(f1 × idI)(∂

X
0 + ∂X1 ) =

G(∂Y0 +∂Y1 )(f1tf1) = (g0 +g1)(f1tf1) = g0f1 +g1f1 y G(f1× idI)(α×
idI) = G(f1α× idI) = G(β × idI) = g0β prA = g0f1α prA . Por lo tanto
g0f1 'A g1f1 . Aplicando el lema anterior y puesto que la relación de
homotoṕıa relativa es transitiva se concluye que g0f0 'A g1f1 . �
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Ejemplo 2.1. Se dice que un subconjunto C de un espacio vectorial
real es convexo si verifica que si p, q ∈ C entonces seg(p, q) ⊂ C ,
donde seg(p, q) = {(1 − t)p + tq|t ∈ I} . Si X un espacio topológico y
f, g : X → C dos aplicaciones continuas con valores en un subconjunto
convexo C de Rn , entonces f es homótopa a g . En efecto, definamos
F (x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x) . Se tiene que F es continua ya que f, g
también lo son. Además

F (x, 0) = f(x) , F (x, 1) = g(x) .

Por lo tanto f ' g . En este caso [X,C] es unipuntual ya que única-
mente hay una clase de homotoṕıa.

PROBLEMAS

2.1. Sean X e Y espacios topológicos y ey, ey′ : X → Y aplicaciones
constantes, ey(x) = y , ey′(x) = y′ para todo x ∈ X . Demostrar que
ey es homótopa a ey′ si y sólo si y e y′ están en la misma componente
por caminos de Y .

Solución: Supongamos que ey ' ey′ , entonces existe F : X×I → Y
tal que F (x, 0) = ey(x) = y , F (x, 1) = ey′(x) = y′ . Para un
x ∈ X definamos el camino f : I → Y por f(s) = F (x, s) . Puesto que
f(0) = y , f(1) = y′ se tiene que y, y′ están en la misma componente
conexa.

Rećıprocamente, si y, y′ están en la misma componente conexa por
caminos, entonces existe f : I → Y tal que f(0) = y , f(1) = y′ .
Definamos F : X × I → Y por F = f prI , donde prI es la proyección
canónica. Entonces

F (x, 0) = f prI(x, 0) = f(0) = y = ey(x)

F (x, 1) = f prI(x, 1) = f(1) = y′ = ey′(x)

Por lo tanto ey ' ey′ .

2.2. Sea X un espacio topológico y f, g : X → Sn dos aplicaciones
continuas tales que −f(x) 6= g(x) para todo x ∈ X . Probar que f es
homótopa a g .

Solución: Recordemos que la n-esfera es el espacio dado por Sn =
{y||y| = 1} , donde y = (y1, · · · , yn+1) y |y| = (y2

1 + · · · + y2
n+1)

1
2 .

Definamos la homotoṕıa F : X × I → Sn por

F (x, t) =
(1− t)f(x) + tg(x)

|(1− t)f(x) + tg(x)|
Notemos que el denominador es no nulo, en caso contrario, si (1 −
t)f(x) + tg(x) = 0 , entonces (1 − t)f(x) = −g(x) . Por lo tanto (1 −
t)|f(x)| = t|g(x)| . Entonces 1− t = t . Luego t = 1

2
. Esto implica que
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1
2
f(x) = −1

2
g(x) . En consecuencia f(x) = −g(x) , pero esta igualdad

contradice las hipótesis del enunciado. Es inmediato comprobar que
para todo x se tiene que F (x, 0) = f(x) , F (x, 1) = g(x) . Por lo
tanto f ' g .

2.3. Demostrar que si la aplicación continua f : X → Sn no es
exhaustiva, entonces f es homótopa a una aplicación constante.

Solución: Si f no es exhaustiva, entonces existe y ∈ Sn tal que
y 6= f(x) para todo x ∈ X . Consideremos la aplicación constante −y .
Notemos que se verifica que −(−y) 6= f(x) para todo x ∈ X . Por el
ejercicio 2.2 se tiene que −y ' f .

2.4. Sea f es un camino en un espacio X y definamos f̄ : I → X
mediante la fórmula f̄(t) = f(1− t) . Probar que f es homótopo a un
camino g si y sólo si f̄ es homótopo a ḡ .

2.5. Sean f, g : I → R definidas por f(t) = t , g(t) = 2t . Probar

a) el camino f es homótopo g ,
b) f es homótopo a g relativamente a {0} ,
c) f no es homótopo a g relativamente a {0, 1} .

Solución: Sea la homotoṕıa F : I × I → R definida por F (t, λ) =
(1− λ)t+ λ2t . Notemos que

F (t, 0) = t = f(t)

F (t, 1) = 2t = g(t)

Entonces f ' g .
b) En este caso la aplicación α : A→ X es la inclusión in : {0} → I ,

in(0) = 0 . Además de lo probado en a) se tiene que para todo λ se
verifica

F (α(a), λ) = F (in(0), λ) = 0 = f in(0) .

Por lo tanto f '{0} g .
c) En este caso α : A→ X es la inclusión in : {0, 1} → I , in(0) = 0 ,

in(1) = 1 . Notemos que f(1) = 1 6= 2 = g(1) . Ahora basta aplicar la
observación 2.1 para concluir que f 6'{0,1} g .

2.6. Sean f ′, g′ : I → R3 definidas por

f ′(t) = (sen πt, 0, cos πt)

g′(t) = (0, sen πt, cos πt)

a) Consideremos la 2-esfera unidad S2 y la inclusión canónica
i : S2 → R3 . Probar que existen dos únicas aplicaciones con-
tinuas f, g : I → S2 tales que fi = f ′ y gi = g′ .

b) Probar f no es homótopo a g relativamente a {1
2
} ,

c) Demuéstrese que f es homótopo a g relativamente a {0, 1} ,
d) Encontrar dos homotoṕıas distintas relativas a {0, 1} entre f

y g .
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Solución: a) Sea i : S2 → R3 la inclusión canónica. Para t ∈ I , se
tiene que |f ′(t)| = sen2 πt+cos2 πt = 1 . Luego f ′(t) ∈ S2 . Si definimos
f : I → S2 por f(t) = (sen πt, 0, cosπt) . Es obvio que if = f ′ .
Análogamente ig = g′ . La continuidad de f y g se obtiene a partir
de la continuidad de f ′ y g′ y las propiedades de la continuidad en
relación con las restricciones admisibles del conjunto final.

b) En este caso α : A → X es la inclusión {1
2
} → I . Si f '{ 1

2
} g ,

entonces se tendŕıa que f(1
2
) = g(1

2
) . Nótese que f(1

2
) = (1, 0, 0) 6=

(0, 1, 0) = g(1
2
) . Por lo tanto f 6'{ 1

2
} g .

c) Notemos que f es un camino que recorre un meridiano desde
el polo Norte al polo Sur. El camino g también va del Norte al Sur
pero a través de otro meridiano. Si vamos girando el camino f de
cero a noventa grados obtendremos la homotoṕıa deseada. Tomemos
F : I × I → S2 definida por

F (t, λ) = (cos
λπ

2
sen πt, sen

λπ

2
sen πt, cos πt)

Se tiene que F está bien definida |F (t, λ)| = 1 . Además

F (t, 0) = (sen πt, 0, cosπt) = f(t)

F (t, 1) = (0, sen πt, cosπt) = g(t)

F (0, λ) = (0, 0, 1) = f(0)

F (1, λ) = (0, 0,−1) = f(1)

Luego f '∂I g , donde ∂I = {0, 1} .
d) Se puede obtener otra homotoṕıa girando en sentido contrario

270 grados. Tomemos G : I × I → S2 definida por

G(t, λ) = (cos
−3λπ

2
sen πt, sen

−3λπ

2
sen πt, cosπt)

Como antes de comprueba que G es una homotoṕıa relativa a {0, 1} de
f a g . Puesto que por ejemplo

F (
1

2
,
1

2
) = (

1√
2
,

1√
2
, 0) 6= (− 1√

2
,− 1√

2
, 0) = G(

1

2
,
1

2
)

evidentemente se tiene que F 6= G .

2.7. Sea f : S2 → S2 definida por f(x, y, z) = (−y, x, z) y conside-
remos la aplicación identidad id(x, y, z) = (x, y, z) . Demuéstrese que
f es homótopa a id relativamente a {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} .

2.8. Sean (X, x0) e (Y, y0) espacios basados y dada f : (X, x0) →
(Y, y0) denotemos por [f ]∗ su clase de homotoṕıa basada y por [f ] su
clase de homotoṕıa. Comprobar que que la aplicación natural

θ : [(X, x0), (Y, y0)]→ [X, Y ] , θ[f ]∗ = [f ] ,

está bien definida. Encontrar espacios basados para los cuales θ no es
exhaustiva.
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Solución: θ está bien definida ya que si f '{x0} g , entonces f ' g .
Sea X = {a} Y = {b, c} con las topoloǵıas discretas. Tomemos
(X, x0) = ({a}, a) (Y, y0) = ({b, c}, b) . Entonces

[(X, x0), (Y, y0)] = {[eb]∗} , eb(a) = b

[X, Y ] = {[eb], [ec]} , eb(a) = b , ec(a) = c

Por lo tanto θ : {[eb]∗} → {[eb], [ec]} es la aplicación θ([eb]
∗) = [eb] que

no es exhaustiva.

3. Tipo de homotoṕıa y retractos por deformación

Recordemos que dos espacios X, Y son homeomorfos si existen apli-
caciones continuas f : X → Y , g : Y → X tal que gf = idX y gf = idY .
Esta relación divide a los espacios en clases de homeomorf́ıa. El proble-
ma de clasificar espacios módulo homeomorf́ıa es un problema complejo
y una forma de abordarlo es debilitar las condiciones necesarias para
que dos espacios sean equivalentes. Un ejemplo de este método es la
clasificación módulo equivalencia de homotoṕıa.

Definición 3.1. Sean X, Y espacios topológicos. Se dice que una
aplicación continua f : X → Y es una equivalencia de homotoṕıa si
existe una aplicación continua g : Y → X tal que gf ' idX y fg '
idY . Se dice que X, Y tienen el mismo tipo de homotoṕıa, y se denota
X ' Y , si existe una equivalencia de homotoṕıa de X a Y , en este
caso, también diremos que X e Y son homotópicamente equivalentes .
Un espacio X se dice que es contráctil (o contractible) si tiene el mismo
tipo de homotoṕıa que el espacio unipuntual.

Es importante observar que un homeomorfismo es una equivalencia
de homotoṕıa, por lo que si dos espacios son homeomorfos tienen el
mismo tipo de homotoṕıa pero en general el rećıproco no es cierto.

Definición 3.2. Sean (X, x0), (Y, y0) espacios topológicos basados.
Se dice que una aplicación continua basada f : (X, x0) → (Y, y0) es
una equivalencia de homotoṕıa basada si existe una aplicación continua
basada g : (Y, y0) → (X, x0) tal que gf '{x0} idX y fg '{y0} idY . Se
dice que X, Y tienen el mismo tipo de homotoṕıa basada, y se denota
X '∗ Y , si existe una equivalencia de homotoṕıa basada de (X, x0) a
(Y, y0) .

Definición 3.3. SeaA un subespacio deX y denotemos por i : A→
X la inclusión canónica. Se dice que A es un retracto de X si existe
una aplicación continua r : X → A tal que ri = idA . Una aplicación r
que verifique está propiedad se llama retracción.

Definición 3.4. Se dice que A es un retracto por deformación de
X (o que X se deforma en A) si existe una retracción r : X → A tal
que ir ' idX . Una homotoṕıa F : X × I → X de ir a idX o viceversa
la llamaremos una deformación.
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Nótese que si A es un retracto por deformación de X , entonces A
es un retracto de X .

Definición 3.5. Se dice que A es un retracto por deformación
fuerte de X (o que X se deforma fuertemente en A) si existe una
retracción r : X → A tal que ir 'A idX . Una homotoṕıa F : X×I → X
de ir a idX relativa a A (o viceversa) la llamaremos una deformación
fuerte.

En la práctica, para comprobar que un subconjunto A de un es-
pacio X es un retracto por deformación fuerte se suele construir una
deformación fuerte.

Proposición 3.1. Sea A un subconjunto de un espacio X . En-
tonces A es un retracto por deformación fuerte de X si y sólo si existe
una homotoṕıa F : X × I → X tal que

F (x, 0) = x , x ∈ X ,
F (x, 1) ∈ A , x ∈ X ,
F (a, t) = a , a ∈ A, t ∈ I.

Notemos que un retracto por deformación fuerte es siempre un re-
tracto por deformación. Es importante observar que si A es un retracto
por deformación de X entonces A y X tienen el mismo tipo de homo-
toṕıa.

PROBLEMAS

3.1. Encontrar un subespacio A del intervalo unidad I tal que A no
sea un retracto de I .

Solución: Basta tomar A = ∂I . Se verifica que A tiene dos com-
ponentes conexas. Si A fuera un retracto de I , entonces existiŕıa una
retracción ρ : I → ∂I . Puesto que las retracciones son exhaustivas y el
intervalo I es conexo obtendŕıamos que ∂I tendŕıa una sola componen-
te conexa. Como resulta que ∂I tiene dos componentes, es imposible
que exista dicha retracción. Entonces ∂I no es un retracto de I .

3.2. Sea r0 un punto de R2 . Encontrar una circunferencia en R2

que sea un retracto por deformación fuerte de R2 \ {r0} .

Solución: Sea C = {c ∈ R2||c−r0| = 1} y sea ι : C → R2 la inclusión
canónica. Sea ρ : R2 \ {r0} → C la aplicación continua definida por

ρ(r) = r0 +
r − r0

|r − r0|
.

Notemos que para c ∈ C se tiene que ρι(c) = ρ(c) = r0 + c−r0
|c−r0| = c =

idC(c) . Por lo tanto ρι = idC .
Consideremos la homotoṕıa F : (R2 \ {r0}) × I → R2 \ {r0} defi-

nida por F (r, t) = (1 − t)r + tιρ(r) . Para ver que está bien definida,
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supongamos que (1− t)r + t(r0 + r−r0
|r−r0|) = r0 que es equivalente a que

(1− t)(r − r0) + t r−r0|r−r0|) = 0 si y sólo si (1− t) + t
|r−r0| = 0 si y sólo si

t = 1 y t = 0 . Esta contradicción viene de suponer que F toma el valor
r0 . Aśı que la homotoṕıa está bien definida y es continua, además F
verifica

F (r, 0) = r = idR2\{r0}(r)

F (r, 1) = ιρ(r)

F (c, t) = (1− t)c+ tιρ(c) = c = idR2\{r0} ι(c)

Entonces idR2\{r0} 'C ιρ . Por lo tanto C es un retracto por deformación
fuerte de R2 \ {r0} .

3.3. Sea p un punto del interior de un disco D2 . Probar que la
circunferencia borde S1 = ∂D2 es un retracto por deformación fuerte
de D2 \ {p} .

Solución: Supondremos que se trata del disco unidad centrado en
origen. La semirecta que arranca en p y pasa por un punto x ∈ D2\{p}
es tal que corta a la circunferencia en el punto

p+
− 〈x− p, p〉+

√
〈x− p, p〉2 − (−1 + 〈p, p〉) 〈x− p, x− p〉

〈x− p, x− p〉
(x− p)

En consecuencia podemos considerar la deformación fuerte
F : D2 \ {p} × I → D2 \ {p} dada por

F (x, t) = (1−t)x+t

(
p+

−〈x−p,p〉+
√
〈x−p,p〉2−(−1+〈p,p〉) 〈x−p,x−p〉
〈x−p,x−p〉 (x− p)

)
Esta homotoṕıa está bien definida y verifica que F (x, 0) = x ,

F (x, 1) ∈ S1 y si a ∈ S1 entonces F (a, t) = a . Por lo tanto, aplicando
la proposición 3.1, se tiene que S1 es un retracto por deformación fuerte
de D2 \ {p} .

3.4. Demostrar que un espacio unipuntual ∗ y R2 tienen el mismo
tipo de homotoṕıa pero no tienen el mismo tipo de homeomorf́ıa.

3.5. Demostrar que un retracto de un espacio contractible es con-
tractible.

3.6. Demostrar que un espacio X es contractible si y sólo si toda
aplicación continua f : X → Y es nulhomótopa.

3.7. Demostrar que Sn es un retracto por deformación fuerte de
Rn+1 \ {0} .

3.8. Sea M la banda de Möbius cerrada. Probar que existe una
circunferencia en M que es un retracto por deformación fuerte de M .
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Solución: La banda de Möbius se puede definir tomando el cuadrado
[−1, 1]×[−1, 1] e identificando un punto de la forma (−1, y) con el punto
(1,−y) . Denotaremos por

M = [−1, 1]× [−1, 1]/(−1, y) ∼ (1,−y)

al espacio cociente y por [(x, y)] la clase de equivalencia del punto
(x, y) . Es fácil de comprobar que el subespacio Σ = {[(x, 0)]| − 1 ≤
x ≤ 1} es una circunferencia (más exactamente homeomorfa a una
circunferencia ). Sea ι : Σ→ M la inclusión canónica y sea ρ : M → Σ
la aplicación definida por ρ[(x, y)] = [(x, 0)] . Notemos que está bien
definida

ρ[(−1, y)] = [(−1, 0)] = [(1, 0)] = ρ[(1,−y)].

Se tiene que ρι[(x, 0)] = ρ[(x, 0)] = [(x, 0)] = idΣ[(x, 0)] . Luego ρι =
idΣ . Consideremos la homotoṕıa F : M×I →M dada por F ([(x, y)], t) =
[(1− t)(x, y) + t(x, 0)] . Comprobemos que está bien definida

F ([(−1, y)], t) = [(1− t)(−1, y) + t(−1, 0)]
= [(−1, (1− t)y)]
= [(1,−(1− t)y)]
= [(1− t)(1,−y) + t(1, 0)]
= F ([(1,−y)], t)

En las tapas del cilindro la homotoṕıa verifica:

F ([(x, y)], 0) = [((x, y)] = idM([(x, y)])

F ([(x, y)], 1) = [((x, 0)] = ιρ([(x, y)])

Además para los puntos de Σ se tiene

F ([(x, 0)], t) = [(1− t)(x, 0) + t(x, 0)]
= [(x, 0)]
= idM ι([(x, 0)])

Luego idM 'Σ ιρ . Por lo tanto Σ es un retracto por deformación fuerte
de M .

3.9. Sea M la banda de Möbius cerrada. Probar que la circunferen-
cia borde de M es un retracto por deformación fuerte de M menos la
circunferencia “central”.

Solución: Utilizaremos la misma notación que en el ejercicio an-
terior. Como antes Σ = {[(x, 0)]| − 1 ≤ x ≤ 1} es la circunferencia
central. Denotemos por Γ = {[(x, l)]| − 1 ≤ x ≤ 1 , l ∈ {−1, 1}} Sea
ahora j : Γ→M la inclusión canónica y sea τ : M \Σ→ Γ la aplicación
definida por τ [(x, y)] = [(x, y|y|)] . Notemos que esta bien definida

τ [(−1, y)] = [(−1,
y

|y|
)] = [(1,

−y
|y|

)] = τ [(1,−y)].

Se tiene que τj[(x, l)] = τ [(x, l)] = [(x, l)] = idΓ[(x, l)] , para l ∈
{−1, 1} . Luego τj = idΓ . Consideremos la homotoṕıa F : (M\Σ)×I →



24 1. RELACIÓN DE HOMOTOPÍA

M \Σ dada por F ([(x, y)], t) = [(1− t)(x, y) + t(x, y|y|)] . Comprobemos

que está bien definida

F ([(−1, y)], t) = [(1− t)(−1, y) + t(−1, y|y|)]

= [(−1, (1− t)y + t y|y|)]

= [(1,−(1− t)y − t y|y|)]
= [(1− t)(1,−y) + t(1, −y|−y|)]

= F ([(1,−y)], t)

En las tapas del cilindro se tiene que:

F ([(x, y)], 0) = [((x, y)] = idM\Σ([(x, y)])

F ([(x, y)], 1) = [((x,
y

|y|
)] = jτ([(x, y)])

Además para los puntos de Γ se tiene

F ([(x, l)], t) = [(1− t)(x, l) + t(x, l)]
= [(x, l)]
= idM j([(x, l)])

Luego idM\Σ 'Γ jτ . Por lo tanto Γ es un retracto por deformación
fuerte de M \ Σ .

3.10. Probar que el toro menos un punto retracta por deforma-
ción fuerte a un grafo consistente en dos circunferencias con un punto
común.

Solución: A partir del cuadrado [−1, 1]2 = [−1, 1]× [−1, 1] conside-
remos el toro T como el cociente

T = [−1, 1]2/(−1, x2) ∼ (1, x2), (x1,−1) ∼ (x1, 1)

Utilicemos la norma del máximo que para x = (x1, x2) viene dada por
|x|máx = máx{|x1|, |x2|} . Sea X = T \ {[0]} el toro menos un punto.

Consideremos el subespacio S = {[x]||x|máx = 1} del toro menos
un punto que es homeomorfo a un grafo de dos circunferencias con un
punto común.

Sea la homotoṕıa F : X × I → X dada por F ([x], t) = [(1 − t)x +
t x
|x|máx

)] . Comprobemos que está bien definida

F ([(−1, y)], t) = [(1− t)(−1, y) + t(−1, y)]
= [(−1, y)]
= [(1, y)]
= [(1− t)(1, y) + t(1, y)]
= F ([(1, y)], t)

y similarmente se procede en el caso de las clases de la forma [(x,−1)] .
En las tapas del cilindro la homotoṕıa verifica:

F ([x], 0) = [x]
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F ([x], 1) = [
x

|x|máx

] ∈ S

Además para los puntos de S se tiene

F ([x], t) = [(1− t)x+ tx] = [x]

Por lo tanto aplicando proposición 3.1 se obtiene que S es un re-
tracto por deformación fuerte de X .

3.11. Probar que el toro menos dos puntos se deforma fuertemente
en un grafo consistente en tres circunferencias con un punto común.

3.12. Sean X e Y dos espacios homotópicamente equivalentes. De-
mostrar que X es conexo si y sólo si Y es conexo.

3.13. Sea A un subespacio de X y sea Y un espacio topológico no
vaćıo. Demostrar que A× Y es un retracto de X × Y si y sólo si A es
un retracto de X .

3.14. Probar que el toro macizo D2×S1 se deforma fuertemente en
su ánima. (Se llama ánima a la circunferencia central {0} × S1 .)

3.15. Probar que el toro macizo D2×S1 menos su ánima se deforma
fuertemente en su borde.

Solución: El toro macizo menos su “ánima” es el espacio
(D2 \ {0}) × S1 y su borde es ∂D2 × S1 donde ∂D2 = {x||x| = 1} .
Sea ι : ∂D2 × S1 → (D2 \ {0}) × S1 la inclusión canónica. Definamos
ρ : (D2 \ {0})×S1 → ∂D2×S1 por ρ(x, y) = ( x

|x| , y) . Consideremos la

homotoṕıa F : ((D2 \ {0})× S1)× I → (D2 \ {0})× S1 dada por

F ((x, y), t) = ((1− t)x+ t
x

|x|
, y) .

Está bien definida ya que (1− t)x+ t x|x| 6= 0 si x ∈ D2 \ {0} . Además

F ((x, y), 0) = (x, y) = id(x, y)

F ((x, y), 1) = (x, y) = id(
x

|x|
, y) = ιρ(x, y)

Para c ∈ ∂D2 se tiene que

F ((c, y), t) = ((1− t)c+ tc, y) = (c, t) = id ι(c, y) .

Entonces id '∂D2×S1 ιρ . Por lo tanto ∂D2 × S1 es un retracto por
deformación fuerte de D2 \ {0} .

3.16. Sea f : S1 → X una aplicación continua. Demostrar que f es
nulhomótopa si y sólo si existe una aplicación continua g : D2 → X tal
que g|S1 = f .
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Solución: Recordemos que una aplicación es nulhomótopa si f es
homótopa a una aplicación constante.

En primer lugar veamos que el cociente (S1 × I)/(S1 × {1}) es ho-
meomorfo al disco unidad D2 . Sea S1 = {z||z| = 1} . Sea la aplicación
continua dada por θ(z, t) = (1 − t)z . Notemos que θ(z, 1) = 0 para
todo z ∈ S1 . Luego θ factoriza a través de la proyección pr : S1× I →
(S1 × I)/(S1 × {1}) . Es decir, existe θ̄ : (S1 × I)/(S1 × {1}) → D2

tal que θ̄ pr = θ . Es fácil ver que θ̄ es un biyección continua de un
compacto en un Hausdorff. Por lo tanto θ̄ es un homeomorfismo.

Si f ' x0 , entonces existe una homotoṕıa F : S1 × I → X tal
que F (z, 0) = f(z) , F (z, 1) = x0 , z ∈ S1 . Entonces existe F̄ : (S1 ×
I)/(S1 × {1}) → X tal que F̄ pr = F . Sea g = F̄ θ̄−1 , se tiene que
para z ∈ S1 = ∂D2 ,

g(z) = F̄ θ̄−1(z) = F̄ pr(z, 0) = F (z, 0) = f(z)

Luego g|∂D2 = f .
Rećıprocamente, si existe g : D2 → X tal que g|∂D2 = f . Sea

F = gθ , entonces

F (z, 0) = gθ(z, 0) = g(z) = f(z) , z ∈ S1

F (z, 1) = gθ(z, 1) = g(0) , z ∈ S1

Tomando x0 = g(0) , se tiene que f ' x0 .

3.17. Probar que existe una retracción r : Dn+1 → Sn si y sólo si
Sn es contráctil.

3.18. Un subconjunto A de un espacio topológico X se dice que es
retracto débil de X si existe una aplicación continua r : X → A tal
que ri es homótopa a idA , donde i es la aplicación inclusión. Dar un
ejemplo de un subconjunto de un espacio que sea retracto débil pero
que no sea retracto.

Sugerencia: Considerar el espacios X = I2 y el subespacio A =
({ 1

n
|n ∈ N , n > 0} × I) ∪ ({0} × I ∪ I × {0}) .
Solución: Sea ρ : I2 → A dada por ρ(x) = 0 , x ∈ I2 y sea f : A→

A , f(a1, a2) = (a1, 0) . Consideremos las homotoṕıas F : A× I → A ,
G : A×I → A dadas por F (a, t) = (1−t)a+tf(a) ,G(a, t) = (1−t)f(a) .
Entonces

idA = F∂0 ' F∂1 = f = G∂0 ' G∂1 = e0

ρi = e0 ' idA

Luego A es un retracto débil de I2 .
Supongamos que A es un retracto de I2 , entonces existe r : I2 → A

tal que ri = idA . Notemos que para 1
n+1

< an <
1
n

, A \ {(an, 0)} no es

conexo. Entonces existe a′n , 1
n+1

< a′n <
1
n

, tal que r(a′n, 1) = (an, 0) .
Además se verifica que

ĺım(an, 0) = (0, 0) , ĺım(a′n, 1) = (0, 1) .
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Por ser r continua

ĺım r(a′n, 1) = r ĺım(a′n, 1) = r(0, 1) = (0, 1)

Pero r(a′n, 0) = (an, 0) , luego

ĺım r(a′n, 1) = ĺım(an, 0) = (0, 0) .

Puesto que A es Hausdorff solamente hay un ĺımite, entonces r no es
continua. Esta contradicción viene de suponer que existe una retrac-
ción. Por lo tanto A no es un retracto de I2 .

3.19. Considerar el espacio: Z = (S1× [0, 1])∪ (D2×{0}) donde S1

es la circunferencia de radio 1 y D2 es el disco unidad. Consideremos
S1 como el espacio de los complejos de módulo uno y D2 como los
complejos de módulo menor o igual que uno.

Probar que

a) D2 × {0} es un retracto por deformación fuerte de Z .
b) {(0, 0)} es un retracto por deformación fuerte de Z.
c) S1×{0} es un retracto por deformación fuerte de Z \{(0, 0)} .
d) Z es homeomorfo a Z ′ = (S1 × [0, 1]) ∪ (D2 × {1}) .

Solución: a) Considerar la deformación F : Z × I → Z dada por
F (z, t, s) = (z, (1−s)t) . En primer lugar notemos que está bien definida
si |z| = 1 y |t| ≤ 1 , entonces |z| = 1 y |(1 − s)t| ≤ 1 , en el caso que
|z| ≤ 1 y t = 0 se tiene que |z| ≤ 1 y |(1− s)t| = 0 . Además de verifica
que

F (z, t, 0) = (z, t) , F (z, t, 1) = (z, 0) y F (z, 0, s) = (z, 0)
Por lo tanto D2×{0} es un retracto por deformación fuerte de Z .
b) El subespacio D2×{0} se pueder deformar fuertemente a {(0, 0)}

mediante la deformación G : (D2 × {0}) × I → D2 × {0} dada por
G(z, 0, s) = ((1−s)z, 0) . Aplicando una deformación y después la otra
se obtiene

H(z, t, s) =

{
F (z, t, 2s) si 0 ≤ s ≤ 1

2
,

G(z, 0, 2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1.

Notemos que H está bien definida F (z, t, 21
2
) = (z, 0) y por otro

lado G(z, 0, 21
2
− 1) = G(z, 0, 0) = (z, 0) . Además H es continua ya

que en cada uno de los cerrados en los que se ha dividido el cilindro es
continua.

Para una demostración alternativa, se podŕıa probar previamente
que si A es un retracto por deformación fuerte de B y B es un re-
tracto por deformación fuerte de X , entonces A es un retracto por
deformación fuerte de X . Supongamos que i : A → B y j : B → X
son inclusiones y r : X → B y s : B → A son retracciones tales que
si = idA is 'A idB , rj = idB y jr 'B idX . Entonces srji = si = idA
y jisr 'A jr 'A idX .
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Puesto que hemos visto que {(0, 0)} es un retracto por deformación
fuerte de D2×{0} y que D2×{0} es un retracto por deformación fuerte
de Z , se tiene que {(0, 0)} es un retracto por deformación fuerte de
Z .

c) Definamos r : Z \ {(0, 0)} → S1 × {0} por la fórmula r(z, t) =
( z
|z| , 0) . Se tiene que si |z| = 1 e i es la inclusión que ri(z, 0) = r(z, 0) =

(z, 0) . Además podemos tomar la deformación fuerte F : (Z\{(0, 0)})×
I → (Z \ {(0, 0)}) dada por F ((z, t), s) = (1 − s)r(z, t) + s(z, t) . Es
importante notar que si |z| = 1 , se tiene que F ((z, t), s) = (z, st) ∈
(Z \ {(0, 0)}) y que si t = 0 , F ((z, t), s) = (1 − s)( z

|z| , 0) + s(z, 0) ∈
(Z \ {(0, 0)}) . La homotoṕıa F verifica que F ((z, t), 0) = r(z, t) =
ir(z, t) , F ((z, t), 1) = (z, t) y es relativa ya que si |z| = 1 se tiene que
F ((z, 0), s) = (1− s)(z, 0) + s(z, 0) = (z, 0) . Entonces S1 × {0} es un
retracto por deformación fuerte de Z \ {(0, 0)} .

d) Considerar las aplicaciones φ : Z → Z ′ dada por φ(z, t) = (z, 1−
t) y ψ : Z ′ → Z dada por ψ(z′, t′) = (z′, 1 − t′) . Es importante notar
que si |z| = 1 , (z, 1 − t) ∈ Z ′ y que φ(z, 0) = (z, 1) ∈ Z ′ por lo
que φ está bien definida. Analogámente se comprueba que ψ está bién
definida y se ve facilmente que son continuas y que una es inversa de
la otra.



CAṔıTULO 2

GRUPO FUNDAMENTAL

1. Producto de caminos

En este caṕıtulo se construye el grupoide fundamental de un es-
pacio. Para ver las propiedades del producto de caminos utilizamos el
hecho de que un camino es homótopo relativamente con sus reparame-
trizaciones. Vemos que el espacio de los caminos de un espacio módulo
homotoṕıa relativa a ∂I tiene la estructura de grupoide y además es-
tudiamos algunas de sus propiedades.

Definición 1.1. Una aplicación continua f : I → X diremos que
es un camino en X . Sean f, g : I → X dos caminos en un espacio
topológico tales que f(1) = g(0) . Se define el producto de caminos
f · g : I → X como el el camino dado por

(f · g)(s) =

 f(2s) si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

g(2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1.

Dado un camino f de X , llamaremos camino inverso de f y se denota
por f̄ al camino dado por f̄(t) = f(1 − t) , t ∈ I . Asociado a cada
punto x ∈ X , llamaremos el camino constante ex : I → X al dado por
ex(t) = x para todo t ∈ I .

A continuación estudiamos algunas propiedades de los caminos de
un espacio módulo la homotoṕıa relativa a ∂I = {0, 1} . Para ello
vamos a utilizar composiciones fϕ , donde f es un camino y ϕ es una
aplicación continua del intervalo unidad en śı mismo.

Lema 1.1. Sea X un espacio topológico.

(i) Sean ϕ, ϕ′ : I → C caminos y C un convexo. Si ϕ(0) = ϕ′(0) ,
ϕ(1) = ϕ′(1) , entonces ϕ '∂I ϕ′ .

(ii) Sea ϕ : I → I una aplicación continua tal que ϕ(0) = 0 y
ϕ(1) = 1 . Si f : I → X es un camino, entonces f '∂I fϕ .

(iii) Sea ϕ : I → I una aplicación continua tal que ϕ(0) = 0 y
ϕ(1) = 0 . Si f : I → X es un camino, entonces ef(0) '∂I fϕ .

Demostración. (i) Consideremos la homotoṕıa F : I × I → C
definida por F (s, t) = (1 − t)ϕ(s) + tϕ′(s) . La homotoṕıa F tiene
las propiedades siguientes: F∂0 = ϕ , F∂1 = ϕ′ , F (0, t) = ϕ(0) =
ϕ pr1(0, t) , F (1, t) = ϕ(1) = ϕ pr1(1, t) . Entonces tenemos que ϕ '∂I
ϕ′ .

29
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(ii) Por el apartado anterior, por ser I convexo se tiene que idI '∂I
ϕ . Por ser la relación de homotoṕıa relativa reflexiva se tiene que
f '∂I f , ahora podemos aplicar la proposición 2.1 del caṕıtulo anterior
para obtener que f '∂I fϕ .

(iii) Por ser I convexo y apartado (i) se tiene que e0 '∂I ϕ . Sabemos
que f '∂I f , ahora podemos aplicar la proposición 2.1 del caṕıtulo
anterior para obtener que ef(0) = fe0 '∂I fϕ . �

En el siguiente lema se prueba que el producto de caminos está bien
definido módulo homotoṕıa relativa a ∂I .

Lema 1.2. Sean f0, f1, g0, g1 : X caminos en X tal que f0 '∂I f1 ,
f0(1) = g0(0) y g0 '∂I g1 , entonces f0 · g0 '∂I f1 · g1 .

Demostración. Sea F una homotoṕıa de f0 a f1 relativa a ∂I y
sea G una homotoṕıa de g0 a g1 relativa a ∂I . Definamos la homotoṕıa
H por la fórmula

H(s, t) =

 F (2s, t) si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

G(2s− 1, t) si 1
2
≤ s ≤ 1.

Se tiene que H es una homotoṕıa de f0 · g0 a f1 · g1 relativa a ∂I . �

Proposición 1.1. El producto de caminos módulo la relación de
homotoṕıa relativa a ∂I tiene la propiedad asociativa, elementos neu-
tros a derecha e izquierda y camino inverso.

Demostración. Sean f, g, h : I → X caminos tales que f(1) =
g(0) , g(1) = h(0) . Notemos que

((f · g) · h)(s) =


f(4s) si 0 ≤ s ≤ 1

4
,

g(4s− 1) si 1
4
≤ s ≤ 1

2
,

h(2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1.

y

(f · (g · h))(s) =


f(2s) si 0 ≤ s ≤ 1

2
,

g(4s− 2) si 1
2
≤ s ≤ 3

4
,

h(4s− 3) si 3
4
≤ s ≤ 1.

Tomemos ϕ : I → I definida por

ϕ(s) =


2s si 0 ≤ s ≤ 1

4
,

s+ 1
4

si 1
4
≤ s ≤ 1

2
,

s
2

+ 1
2

si 1
2
≤ s ≤ 1.
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Notemos que (f · (g · h))ϕ = (f · g) · h . De donde, por el apartado
(ii) del lema anterior, se concluye que f · (g · h) '∂I (f · g) · h .

Sea ahora un camino f : I → X que acaba en f(1) = y . Consi-
deremos el camino constante ey : I → X definido por ey(s) = y para
todo s ∈ I . Veamos que módulo homotoṕıa relativa ey es un neutro a
derecha. Obsérvese que

(f · ey)(s) =

 f(2s) si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

ey(2s− 1) = y si 1
2
≤ s ≤ 1.

Consideremos la aplicación φ : I → I definida por

φ(s) =

 2s si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

1 si 1
2
≤ s ≤ 1.

Notemos que f ·φ = f · ey . De donde, por el apartado (ii) del lema
anterior, se concluye que f '∂I f · ey . De modo análogo se obtiene que
si f(0) = x , entonces f '∂I ex · f .

Finalmente, dado un camino f : I → X tomaremos el camino f̄ : I →
X definido por f̄(s) = f(1− s) . Observemos que

(f · f̄)(s) =

 f(2s) si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

f̄(2s− 1) = f(2− 2s) si 1
2
≤ s ≤ 1.

Consideremos la aplicación ψ : I → I

ψ(s) =

 2s si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

1− (2s− 1) = 2− 2s si 1
2
≤ s ≤ 1.

Notemos que f · f̄ = fψ . Puesto que ψ(0) = 0 = ψ(1) aplicando
(iii) del lema anterior se tiene que ef(0) '∂I fψ = f · f̄

De modo análogo se prueba que f̄ · f '∂I ef(1) . �

PROBLEMAS

1.1. Probar que I/∂I es homeomorfo a S1.

1.2. Sean f0, f1, g0, g1 : I → X caminos enX tal que f0(1) = f1(1) =
g0(0) = g1(0) . Probar que si f0 · g0 '∂I f1 · g1 y g0 '∂I g1 , entonces
f0 '∂I f1 .

1.3. Un subespacio X ⊂ Rn se dice que es localmente convexo si
todo punto tiene un entorno convexo en X . Probar que si X es local-
mente convexo, entonces todo camino en X es homotópo relativamente
a ∂I a un camino obtenido como producto de segmentos.
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Solución: Sea f : I → X un camino. Por ser X localmente conve-
so, existe un cubrimiento abierto U = {U ⊂ X|U abierto convexo } .
Entonces {f−1U |U ∈ U} es un cubrimiento abierto de I . Por el le-
ma de Lebesgue existe una partición 0 < t0 < t1 < · · · < tn = 1
tal que f([ti−1, ti]) ⊂ Ui i = 1, · · · , n , Ui ∈ U . Sea fi : I → X
definida por fi(t) = f((1 − t)ti−1 + tti) . Entonces fi '∂I si donde
si(t) = (1 − t)f(ti−1) + tf(ti) , por ser Ui convexo y fi(0) = si(0) y
fi(1) = si(1) , ver (i) del lema 1.1 . Por lo tanto, por el lema 1.2, se tie-
ne que (· · · ((s1.s2).s3) · · · ).sn '∂I (· · · ((f1.f2).f3) · · · ).fn = fϕ '∂I f .
Donde ϕ : I → I es la única aplicación lineal a trozos tal que ϕ(0) =
0, ϕ( 1

2n−1 ) = t1 , ϕ( 1
2n−2 ) = t2 , · · · , ϕ( 1

2n−n
) = tn = 1 . Notemos que el

lema de reparametrización nos asegura que fϕ '∂I f .

1.4. Sea p : I → I/∂I la aplicación cociente. C((I, ∂I), (X, x0)) de-
nota el conjunto de aplicaciones continuas f : I → X tales que f(0) =
x0 y f(1) = x0 , si ∗ denota la clase de equivalencia ∂I en el espacio
cociente I/∂I denotemos por C((I/∂I, ∗), (X, x0)) el conjunto de apli-
caciones continuas g : I/∂I → X tales que g(∗) = x0 . Demostrar que
la aplicación inducida p∗ : C((I/∂I, ∗), (X, x0)) → C((I, ∂I), (X, x0)) ,
p∗(g) = gp , es una biyección.

Solución: Con el objetivo de probar que p∗ es inyectiva supongamos
que g, g′ : I/∂I → X son aplicaciones continuas tales que gp = p∗(g) =
p∗(g′) = g′p . Entonces puesto que p : I → I/∂I es una aplicación
cociente, se tiene que g = g′ al aplicar la unicidad de la propiedad
universal de las aplicaciones cociente.

Sea ahora f : I → X tal que f(0) = f(1) = x0. Puesto que f(∂I) =
{x0} , se tiene que por la propiedad universal del cociente p : I →
I/∂I , existe una única g : I → X tal que g(∗) = x0 y gp = p∗(g) = f .

Por lo tanto p∗ es una biyección.

1.5. Demostrar que la biyección

p∗ : C((I/∂I, ∗), (X, x0))→ C((I, ∂I), (X, x0))

induce una biyección [(I/∂I, ∗), (X, x0)] ∼= [(I, ∂I), (X, x0)] .

Solución: Puesto que p : I → I/∂I es una aplicación cociente, se
tiene que p×idI : I×I → (I/∂I)×I también es una aplicación cociente.
Sean ahora g, g′ : I/∂I → X aplicaciones continuas tales que gp =
p∗(g), p∗(g′) = g′p y sea G : (I/∂I) × I → X una homotoṕıa tal que
G(u, 0) = g(u) , G(u, 1) = g′(u) , u ∈ I/∂I y G(∗, t) = x0 , t ∈ I .
Entonces,

F = G(p× idI) : I × I → (I/∂I)× I → X

verifica
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F (s, 0) = G(p× idI)(s, 0) = G(p(s), 0) = gp(s) = p∗(g)(s)
F (s, 1) = G(p× idI)(s, 1) = G(p(s), 1) = g′p(s) = p∗(g′)(s)
F (0, t) = G(p× idI)(0, t) = G(∗, t) = x0

F (1, t) = G(p× idI)(1, t) = G(∗, t) = x0

Por lo tanto p∗(g) '∂I p∗(g′) .
Por otra parte si F : I × I → X es una homotoṕıa relativa a ∂I

de p∗(g) = gp a p∗(g′) = g′p. Entonces por ser I × I → (I/∂I) × I
una aplicación cociente, existe una única G : (I/∂I) × I → X tal que
F = G(p× idI). Notemos que

gp = F∂0 = G(p× idI)∂0 = G∂0p
gp = F∂1 = G(p× idI)∂1 = G∂1p

Entonces g = G∂0 , g′ = G∂1 . Además

G(∗, t) = G(p(0), t) = G(p× idI)(0, t) = F (0, t) = x0

Luego g '{∗} g′ .

1.6. Sea (I/∂I)∨ (I/∂I) el conjunto cociente de la reunión disjunta
(I/∂I)t (I/∂I) obtenido al identificar los puntos bases de los espacios.
Denotemos por [a]1 la clase de equivalencia de un elemento a del primer
espacio de la suma disjunta y por [b]2 la clase de equivalencia de un
elemento b del segundo espacio de la reunión disjunta. Nótese que en el
cociente se tiene que [∗]1 = [∗]2 . Denotemos también para cada t ∈ I
la clase de equivalencia p(t) por t . Sea µ : I/∂I → (I/∂I) ∨ (I/∂I)
definida por

µs̄ =

{
[2s]1 if 0 ≤ s ≤ 1

2
,

[2s− 1]2 if 1
2
≤ s ≤ 1.

Dadas aplicaciones continuas y basadas g1, g2 : (I/∂I, ∗)→ (X, x0) de-
notemos por g1 + g2 : ((I/∂I)∨ (I/∂I), ∗)→ (X, x0) la aplicación defi-
nida por (g1 + g2)[s̄]1 = g1s̄ y (g1 + g2)[s̄]2 = g2s̄ . Demúestrese que

(g1 + g2)µp = (g1p) · (g2p) .

donde el punto denota el producto de caminos. Concluir que utilizando
la biyección del ejercicio anterior el producto de 1-esferas se define como
la aplicación

µ∗ : [(I/∂I, ∗), (X, x0)]× [(I/∂I, ∗), (X, x0)]→ [(I/∂I, ∗), (X, x0)]

dada por µ∗([g1], [g2]) = [(g1 + g2)µ] .

Solución: Recordemos que p : I → I/∂I es la proyección canónica.
Entonces

(g1 + g2)µp(s) =

{
g1[2s]1 if 0 ≤ s ≤ 1

2
,

g2[2s− 1]2 if 1
2
≤ s ≤ 1.
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=

{
g1(2s) if 0 ≤ s ≤ 1

2
,

g2(2s− 1) if 1
2
≤ s ≤ 1.

= (g1p) · (g2p)(s)

Consideremos el diagrama

[(I/∂I, ∗), (X, x0)]× [(I/∂I, ∗), (X, x0)]
µ∗ //

p∗×p∗
��

[(I/∂I, ∗), (X, x0)]

p∗

��
[(I, ∂I), (X, x0)]× [(I, ∂I), (X, x0)]

· // [(I, ∂I), (X, x0)]

Éste es conmutativo ya que
p∗(µ∗)([g1], [g2]) = p∗[(g1 + g2)µ] = [(g1 + g2)µp] = [g1p] · [g2p] =

p∗[g1] · p∗[g2]
Luego la biyección p∗ transforma el producto de caminos en µ∗ .

2. Grupoide y grupo fundamental

En primer lugar recordemos la noción de grupoide.

Definición 2.1. Un grupoide G consiste en una pareja de aplica-
ciones d, c : G1 → G0 y un producto que asocia a una pareja (g, h) ∈
G1 × G1 tal que c(g) = d(h) un elemento denotado por g · h tal que
d(g · h) = d(g) y c(g · h) = c(h) verificando las siguientes propiedades:

(i) Si f, g, h de G1 verifican que c(f) = d(g) , c(g) = d(h) ,
entonces (f · g) · h = f · (g · h) .

(ii) Para cada x ∈ G0 existe 1x ∈ G1 tal que c(1x) = d(1x) = x
verificando que si g, h ∈ G1 , c(g) = x y d(h) = x , entonces
g · 1x = g , 1x · h = h .

(iii) Dado g ∈ G1 existe un único h ∈ G1 tal que g · h = 1d(g) y
h · g = 1c(g) . Este único elemento se denotará por g−1 = h .

Dados x, y ∈ G0 denotaremos por

HomG(x, y) = {g|d(g) = x, c(g) = y}

Observemos que un grupo H determina un único grupoide G to-
mando G1 = H y G0 un conjunto unipuntual y reciprocamente un
grupoide con G0 unipuntual determina una única estructura de grupo
en G1 . Nótese también que si G es un grupoide y x ∈ G0 , entonces
HomG(x, x) con el producto tiene estructura de grupo. Si el contexto
no da lugar a confusión el producto del grupoide g · h se denotará por
gh .

Sea C(I,X) el conjunto de todos los caminos de X y si (X, x0) es
un espacio basado y consideremos

C((I, ∂I), (X, x0)) = {f ∈ C(I,X)|f(0) = x0 = f(1)} .
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Un camino f : I → X tal que f(0) = x0 = f(1) lo llamaremos lazo. Si
f : I → X es un camino o lazo su clase de equivalencia respecto a la
relación de homotoṕıa relativa a ∂I la denotaremos por [f ] .

Recordemos que si f, g son caminos de X y f '∂I g , entonces
f(0) = g(0) y f(1) = g(1) . Esta propiedad permite definir las apli-
caciones dominio y codominio d, c : C(I,X)/ '∂I→ X , mediante las
fórmulas d([f ]) = f(0) , c([f ]) = f(1) .

Como consecuencia del lema 1.2 el producto de caminos induce un
producto del clases: Sean f, g : I → X caminos tal que c(f) = d(g),
entonces el producto de clases [f ] · [g] = [f · g] está bien definido.
Notemos también que el producto de lazos es de nuevo un lazo.

Proposición 2.1. Sea Π1X el conjunto de los caminos de un es-
pacio X módulo la relación de homotoṕıa relativa a ∂I provisto con el
producto de caminos y sea Π0X = X . Considérense las aplicaciones do-
minio y codominio determinadas por el inicio y el final de cada camino.
Entonces d, c : Π1X → Π0X junto con el producto de caminos admi-
te de modo natural estructura de grupoide. Por otro lado, el conjunto
π1(X, x0) de los lazos de un espacio basado (X, x0) módulo la relación
de homotoṕıa relativa a ∂I provisto con el producto de lazos tiene es-
tructura de grupo. Además, se tiene que π1(X, x0) = HomΠX(x0, x0) .

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la proposición
1.1. �

Definición 2.2. El grupoide anterior que será denotado por ΠX se
llama grupoide fundamental de X . El grupo denotado por π1(X, x0) se
denomina grupo fundamental del espacio basado (X, x0) . En aquellos
contextos en los que el punto base quede bien determinado y en otros
casos en los que su papel no sea relevante utilizaremos la notación
π1(X) .

Lema 2.1. Sea G un grupoide y supongamos que x, y ∈ G0 . Si exis-
te un a ∈ G1 tal que d(a) = x y c(a) = y , entonces ua : HomG(y, y)→
HomG(x, x) definido por ua(b) = aba−1 es un isomorfismo.

Demostración. La aplicación ua es un homomorfismo. En efecto
ua(bb

′) = abb′a−1 = aba−1ab′a−1 = ua(b)ua(b
′) . Notemos que ua−1ua(b) =

a−1aba−1a = b , entonces ua−1ua = id . De modo análogo uaua−1 =
id . �

Corolario 2.1. Sea X un espacio y tomemos x0, x1 dos puntos en
la misma componente conexa por caminos de X. Entonces π1(X, x0) es
isomorfo a π1(X, x1) .

Si ψ : X → Y es una aplicación continua, y definimos ψ∗[f ] = [ψf ]
donde f es un lazo de X basado en x0 . La aplicación inducida ψ∗
también será denotada por π1(ψ) .
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Proposición 2.2. Si ψ : X → Y es una aplicación continua, en-
tonces para cada x0 ∈ X , ψ∗ : π1(X, x0) → π1(Y, ψ(x0)) es un homo-
morfismo.

Demostración. En primer lugar notemos que está bién definida.
En efecto si f '∂I f ′ , entonces por la proposición 2.1 del caṕıtulo
anterior se tiene que ψf '∂I ψf ′ . Sean f, g : I → X dos lazos basados
en x0 . Entonces

(ψ(f · g))(s) =

 ψf(2s) si 0 ≤ s ≤ 1
2
,

ψg(2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1.

 = (ψf · ψg)(s)

Entonces se verifica que ψ∗[f · g] = ψ∗[f ] · ψ∗[g] . �

Proposición 2.3. Sea idX : X → X la identidad. Entonces para
cada x0 ∈ X , (idX)∗ = idπ1(X,x0) . Sean φ : X → Y y ψ : Y → Z
aplicaciones continuas y sea x0 ∈ X . Entonces (ψφ)∗ = ψ∗φ∗ .

Demostración. Sean f : I → X un lazo basado en x0 . Enton-
ces (idX)∗[f ] = [f ] = idπ1(X,x0)[f ] . También (ψφ)∗[f ] = [(ψφ)f ] =
[ψ(φf)] = ψ∗φ∗[f ] . �

Proposición 2.4. Sean φ, ψ : X → Y aplicaciones continuas y
F : X × I → Y una homotoṕıa de φ a ψ . Sea x0 ∈ X y denotemos por
f el camino f(s) = F (x0, s) . Entonces u[f ]ψ∗ = φ∗ .

Demostración. Sea g : I → X un lazo basado en x0 . Sean los
caminos i1l , i

2
l : I → I × I , definidos por i1l (t) = (l, t) , i2l (t) = (t, l)

para l ∈ {0, 1} . Notemos que α = i20 y β = (i10 · i21) · i11 tienen el mismo
dominio y codominio. Además por ser I × I convexo aplicando (i) del
lema 1.1 se tiene que α '∂I β . La aplicación continua F (g × idI)
verifica que F (g × idI)α = F (g × idI)i

2
0 = F∂0g = φg y también

F (g × idI)β = F (g × idI)(i
1
0 · i21) · i11 = (f · ψg) · f̄ . Además por la

proposición 2.1 del caṕıtulo anterior, puesto que α '∂I β, se sigue
que φg '∂I (f · ψg) · f̄ . Teniendo en cuenta la definición de u[f ] se
tiene que φ∗[g] = u[f ]ψ∗[g] para cada lazo g basado en x0 . Entonces
φ∗ = u[f ]ψ∗ . �

Teorema 2.1. Si φ : X → Y es una equivalencia de homotoṕıa,
entonces φ∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, φ(x0)) es un isomorfismo.

Demostración. Por ser una equivalencia de homotoṕıa existe una
aplicación continua ψ : Y → X tal que ψφ ' idX y φψ ' idY . Deno-
temos los homomorfismo inducidos por φx0

∗ : π1(X, x0) → π1(Y, φx0) y
ψφx0
∗ : π1(Y, φx0)→ π1(Y, ψφx0) . Applicando la proposición anterior se

tiene que existen un camino f de ψφx0 a x0 y otro g de φψφx0 a φx0

tal que ψφx0
∗ φx0

∗ = u[f ] y también φψφx0
∗ ψφx0

∗ = u[g] . De la primera se
deduce que ψφx0

∗ es epimorfismo y de la segunda que es monomorfismo.
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Ahora teniendo en cuenta que u[f ] es un isomorfismo se tiene que φx0
∗

es un isomorfismo que es lo que queriamos demostrar. �

Corolario 2.2. El grupo fundamental de un espacio contractil es
trivial.

Definición 2.3. Un espacio X se dice que es simplemente conexo
si es conexo por caminos y para cualquier punto base x ∈ X el grupo
fundamental π1(X, x) es trrivial.

Notemos que en un espacio conexo por caminos se tiene que si
para un punto base el grupo fundamental es trivial, también lo es para
cualquier otro punto base. Es destacable que la simple conexión es un
un invariante homotópico y por lo tanto topológico.

Observación 2.1. Dado un grupoide G , se dice que dos objetos
x, y ∈ G0 están en la misma componente si existe un a ∈ G1 tal que
d(a) = x y c(a) = y . La relación “estar en la misma componente”
es de equivalencia y el conjunto de componentes de un grupoide lo
denotaremos por π0(G) . Dado un objeto x0 ∈ G0 el grupo fundamental
de (G, x0) es el grupo π1(G, x0) = HomG(x0, x0) . Si X es un espacio
topológico y x0 ∈ X , entonces es fácil ver que π0(X) = π0(ΠX) y
π1(X, x0) = π1(ΠX, x0) .

PROBLEMAS

2.1. Demostrar que si X es un espacio discreto, entonces para cual-
quier punto base π1(X, x) es trivial. Probar que el grupoide fundamen-
tal verifica que

HomΠX(x, y) =

{
∅ if x 6= y ,

{1x} if x 6= y .

Solución: Sea X un espacio discreto. Notemos que para x ∈ X ,
{x} es abierto y cerrado. Ésto implica que la componente conexa que
contiene al punto x es {x} . También se deduce que la componente
conexa por caminos que contiene al punto x es {x} . Si f : I → X es
un camino, entonces f(I) está contenido en una componente conexa
por caminos. Por lo tanto se obtiene que para X discreto y x0 ∈ X ,

C((I, ∂I), (X, x0)) = {ex0} ,
π1(X, x0) = ({ex0}/ '∂I) = {[ex0 ]} = {1x0}

Es decir que π1(X, x0) es el grupo trivial. Por otra parte,

C(I,X) = {ex|x ∈ X}

Π1X = ({ex|x ∈ X}/ '∂I) = {[ex]|x ∈ X} = {1x|x ∈ X}
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En este caso se tiene que Π0X = X y las aplicaciones d,c : Π1X → Π0

están dadas por d(1x) = x , c(1x) = x . Por lo tanto tenemos que

HomΠX(x, y) =

{
∅ if x 6= y ,

{1x} if x 6= y .

2.2. Un homomofismo de grupoides φ : G → H es una pareja de
aplicaciones f = (φ0, φ1) tales que cφ1 = φ0c , dφ1 = φ0d , φ1(1x) =
1φ0(x) para x ∈ G0 y si g, h ∈ G1 con c(f) = d(g) , entonces φ1(f · g) =
(φ1f) · (φ1g) . Si ψ : X → Y es una aplicación continua, y definimos
ψ∗[f ] = [ψf ] donde f es un camino de X , probar que (ψ, ψ∗) en un
homomorfismo del grupoide fundamental de X en el grupoide funda-
mental de Y .

Solución: Veamos que ψ∗ : Π1X → Π1Y está bien definido. Sean
f, g : I → X y supongamos que f '∂I g . Entonces por la proposición
2.1 del caṕıtulo 1 , ψf '∂I ψg . Luego ψ∗[f ] = [ψf ] = [ψg] = ψ∗[g]
está bien definida. Los operadores d , c verifican:

cψ∗[f] = c[ψf] = ψf(1) = ψc[f]

dψ∗[f] = d[ψf] = ψf(1) = ψd[f]

ψ∗1x = ψ∗[ex] = [ψ∗ex] = [eψ(x)] = 1ψ(x)

Veamos si preserva el producto. Sean f, g : I → X caminos tal que
f(1) = g(0) . Entonces

ψ(f · g)(s) =

{
f(2s) if 0 ≤ s ≤ 1

2
,

g(2s− 1) if 1
2
≤ s ≤ 1 .

= ψf · ψg(s)

Luego

ψ∗([f ][g]) = ψ∗[f · g] = [ψ(f · g)] = [ψf ·ψg] = [ψf ] · [ψg] = ψ∗[f ] ·ψ∗[g]

Por lo tanto (ψ, ψ∗) es un homomorfismo de grupoides.

2.3. Sean x, y puntos de un espacio topológico X . Denotemos por
HomΠX(x, y) los caminos en X con origen en x y final en y módulo
la relación de homotoṕıa relativa a {0, 1} . Demostrar que existe una
correspondencia biyectiva entre HomΠX(x, y) y HomΠX(x, x) si y sólo
si HomΠX(x, y) 6= ∅ .

2.4. Calcular π1(Q, x) con la topoloǵıa usual.

Solución: El espacio de los racionales Q con la topoloǵıa usual ve-
rifica que las componentes conexas por caminos son unipuntuales. En-
tonces para cada x ∈ Q

C((I, ∂I), (Q, x)) = {ex}
π1(Q, x) = ({ex}/ '∂I) = {[ex]} = {1x} .
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2.5. Probar que dos caminos f, g : I → X de x a y inducen el
mismo homomorfismo u[f ] = u[g] si y sólo si [g · f̄ ] pertenece al centro
de π1(X, x) . Recordar que el centro de un grupo es el formado por
aquellos elementos que conmutan con todos los demás.

Solución: Sean f, g : I → X caminos tales que f(0) = x = g(0)
y f(1) = y = g(1) . Entonces si a = [f ] y b = [g] , tenemos los
isomorfismos

ua, ub : π1(X, y) = HomΠX(y, y)→ HomΠX(x, x) = π1(X, x) .

Es bien conocido que ua = ub si y sólo si u−1
a = u−1

b ; es decir, ua−1 =
ub−1 . Estas aplicaciones son iguales si y sólo si para todo d ∈ π1(X, x) ,
ua−1(d) = ub−1(d) si y sólo si para todo d se tiene que a−1da = b−1db
si y sólo si (ba−1)d = d(ba−1) para todo d si y sólo si ba−1 está en el
centro de π1(X, x) . Equivalentemente si y sólo si [gf̄ ] está en el centro.

2.6. Probar que si u[f ] es independiente de f si y sólo si π1(X, x) es
abeliano.

Solución: Notemos que u[f ] es independiente de f si y sólo si u[f ] =
u[g] para f, g caminos de x a y si y sólo si ua = ub para todo a, b ∈
HomΠX(x, y) , y por el ejercicio 2.5 si y sólo si ab−1 está en el centro
de π1(X, x) para a, b ∈ HomΠX(x, y).

Sea ahora d ∈ π1(X, x) , entonces da, a ∈ HomΠX(x, y) luego
daa−1 = d está en el centro de π1(X, x). Rećıprocamente, si π1(X, x)
está contenido en su centro, entonces para a, b ∈ HomΠX(x, y) se tiene
que ab−1 está en HomΠX(x, x) = π1(X, x) . Luego ab−1 está en el centro
de π1(X, x) . Finalmente, notemos que π1(X, x) está contenido en su
centro si y sólo si π1(X, x) es abeliano.

2.7. Sean φ, ψ : (X, x0)→ (Y, y0) continuas y basadas. Probar que si
φ '{x0} ψ , entonces los homomorfismos inducidos φ∗, ψ∗ : π1(X, x0)→
π1(Y, y0) son iguales.

2.8. Probar que si f : A → B y g : B → A son homomorfismos
de grupos tales que gf = idA , entonces f es monomorfismo y g es
epimorfismo. Demostrar que si A es un retracto de X y r : X → A ,
i : A→ X denotan la retracción e inclusión, respectivamente, entonces
i∗ : π1(A, a)→ π1(X, a) es monomorfismo y r∗ : π1(X, a)→ π1(A, a) es
epimorfismo para cualquier a ∈ A .

2.9. Sean (X, x0) e (Y, y0) espacios basados. Demostrar que

π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X, x0)× π1(Y, y0)

Solución: En primer lugar consideremos la correspondencia

θ : C((I, ∂I), (X×Y, (x0, y0))→ C((I, ∂I), (X, x0))×C((I, ∂I), (Y, y0))

que aplica f : I → X × Y en (prX f, prY f) para un camino f tal que
f(0) = (x0, y0) = f(1) . Notemos que por la propiedad universal del
producto se tiene que θ es una biyección.
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Por otra parte si F es una homotoṕıa relativa a ∂I de f a g , donde
f, g son caminos de X × Y basados en (x0, y0) , entonces prX F es una
homotoṕıa relativa a ∂I de prX f a prX g y análogamente prY F es una
homotoṕıa relativa a ∂I de prY f a prY g . También se tiene que si FX

es una homotoṕıa relativa a ∂I de prX f a prX g y F Y es una homotoṕıa
relativa a ∂I de prY f a prY g , entonces (FX , F Y ) es una homotoṕıa
relativa a ∂I de f a g .

Ahora si dividimos por la relación de homotoṕıa relativa a ∂I se
obtiene el isomorfismo buscado.

θ̄ : π1(X × Y, (x0, y0))→ π1(X, x0)× π1(Y, y0)

2.10. Sea A un subespacio conexo por caminos de un espacio X ,
denotemos por i : A → X la inclusión canónica y sea a0 ∈ A . Probar
que π1(A, a0)→ π1(X, a0) es exhaustiva si y sólo si todo camino en X
con extremos en A es homotópo relativamente a ∂I a un camino en A .

Solución: Supongamos que todo camino en X con extremos en A es
homotópo relativamente a ∂I a un camino en A . Sea b ∈ π1(X, a0) ,
b = [g] donde g es un lazo en X basado en a0 . Entonces g '∂I f
con f lazo en A basado en a0 . Entonces i∗[f ] = [g] = b . Luego
i∗ : π1(A, a0)→ π1(X, a0) es exhaustiva.

Rećıprocamente, supongamos que i∗ es exhaustiva y sea g : I → X
un camino tal que g(∂I) ⊂ A . Sean h, k : I → A caminos tal que
h(0) = a0 , h(1) = g(0) , k(1) = a0 , k(0) = g(1) . Entonces el lazo
(h · g) · k es homótopo relativamente a ∂I a un lazo f de A basado en
a0 . Por lo tanto se tiene que

(h · g) · k '∂I f
((h · g) · k) · k̄ '∂I f · k̄

h · g '∂I f · k̄
h̄ · (h · g) '∂I h̄ · (f · k̄)

g '∂I h̄ · (f · k̄)

Notemos que h̄ · (f · k̄) es un camino en A .

2.11. Sea X0 una componente conexa por caminos de un espacio
X , denotemos por i : X0 → X la inclusión canónica y sea x0 ∈ X0 .
Probar que π1(X0, x0)→ π1(X, x0) es un isomorfismo.

Solución: Sea b ∈ π1(X0, x0) con b = [g] y g : I → X lazo basado
en x0 . Puesto que g(0) = x0 = g(1) , entonces g(I) ⊂ X0 , que
es la componente conexa de x0 , ya que I es conexo por caminos. Si
a ∈ π1(X0, x0) es el elemento representado por g se tiene que i∗(a) =
b , donde i∗ es el homomorfismo inducido por la inclusión canónica
i : X0 → X .

Supongamos ahora que i∗(a) = 1 y que a = [f ] con f lazo de X0

basado en x0 . Entonces existe una homotoṕıa F : I × I → X tal que
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F (t, 0) = f(t) , F (t, 1) = x0 , F (0, λ) = x0 , F (1, λ) = x0 . Por ser
I × I conexo por caminos y F (0, 0) = x0 se tiene que F (I × I) ⊂ X0 .
Entonces a = [f ] = [ex0 ] = 1 .

2.12. Considerar la aplicación natural θ : [(S1, s0), (Y, y0)]→ [S1, Y ] .
Probar que si X es conexo por caminos θ es exhaustiva. Demostrar que
θ(a) = θ(b) si y sólo si a y b son conjugados. Deducir que [S1, Y ] está en
correspondencia biuńıvoca con las clases de conjugación de π1(X, x0) .

Solución: Sea la norma del máximo en R2 dada por

|x|máx = máx{|x1|, |x2|} = ρ(0, x) ,

donde ρ es la métrica cartesiana dada en el Ejemplo 1.11 del caṕıtulo
1. Sea Dρ = {x||x|máx ≤ 1} y ∂Dρ = {x||x|máx = 1} . Denotemos por
O el origen (O = (0, 0)). Sea r : Dρ \{O} → ∂Dρ la aplicación continua
definida por r(x) = x

|x|máx
. Entonces ∂Dρ es un retracto de Dρ \ {O} .

Sea ahora D′ = {x ∈ Dρ| − 1 ≤ x2 ≤ −1
2
} y J = {x ∈ ∂Dρ| − 1 ≤

x2 ≤ −1
2
} . Entonces r|D′ : D′ → J es una retracción que hace que J

sea un retracto de D′ . Notemos que φ : D′ → [0, 1] × [0, 1] dada por
φ(s, t) = ( s+1

2
, 2t + 2) es un homeomorfismo y φ(J ′) = ([0, 1] × {0}) ∪

({0, 1} × [0, 1]) . Entonces (I × {0}) ∪ (∂I × I) es un retracto de I × I
mediante la retracción ρ = φ(r|D′)φ−1 .

Veamos que θ : [(S1, ∗), (Y, y0)]→ [S1, Y ] es exhaustiva. Denotemos
por p : I → S1 = I/∂I la proycción canónica. Sea g : S1 → Y tal
que g(∗) = y1 . Sea h : I → Y un camino de y1 a y0 . Definamos
F : (I × {0}) ∪ (∂I × I)→ Y por

F (s, 0) = gp(s)
F (0, t) = h(t)
F (1, t) = h(t)

Componiendo con la retración obtenemos una homotoṕıa Fρ : I × I →
Y tal que

Fρ(s, 0) = F (s, 0) = gp(s)
Fρ(0, t) = F (0, t) = h(t)

FρF (1, t) = F (1, t) = h(t)
Fρ∂1(0) = Fρ(0, 1) = F (0, 1) = h(1) = y0

Fρ∂1(1) = Fρ(1, 1) = F (1, 1) = h(1) = y0

Entonces existe f : S1 → Y tal que fp = Fρ∂1 y existe G : S1×I →
Y tal que G(p × idI) = Fρ . Notemos que f = G∂1 entonces se tiene
que f(∗) = fp(0) = Fρ∂1(0) = y0. Además [g] = [G∂0] = [G∂1] =
[f ] = θ[f ]∗ . Luego θ es exhaustiva.

Sean ahora f, g : (S1, ∗)→ (Y, y0) continuas y supongamos que exis-
te una homotoṕıa F : S1 × I → Y tal que F∂0 = f , F∂1 = g . Sea el
camino h(t) = F (∗, t) . Consideremos la homotoṕıa

F (p× idI) : I × I → S1 × I → Y
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Entonces se tiene:

F (p× idI)∂0 = F∂0p = fp
F (p× idI)∂1 = F∂1p = gp

F (p× idI)(0, t) = F (∗, t) = h(t)
F (p× idI)(1, t) = F (∗, t) = h(t)

Por ser I × I convexo se tiene que (h · gp) · h̄ '∂I pf . Entonces
[h][gp][h]−1 = [fp] . Luego [gp] , [fp] son conjugados, que es lo que
queŕıamos probar.



CAṔıTULO 3

EL GRUPO FUNDAMENTAL DE LA 1-ESFERA

En este caṕıtulo se prueba que el grupo fundamental de la cicunfe-
rencia es isomorfo al grupo ćıclico infinito. Para ello estudiamos el grado
de los lazos de la circunferencia mediante la propiedad de elevación de
caminos que tiene la aplicación canónica p : R → S1 , p(r) = e2πir .
Para ello analizamos previamente la noción de aplicación recubridora
y sus propiedades de elevación de caminos y homotoṕıas .

1. Homeomorfismos locales y aplicaciones recubridoras

En primer lugar damos un par de nociones más débiles que la noción
de aplicación recubridora:

Definición 1.1. Una aplicación continua f : X → Y es localmente
inyectiva si para cada x ∈ X existe un entorno abierto U tal que
f |U : U → Y es inyectiva.

Definición 1.2. Una aplicación continua f : X → Y es un homeo-
morfismo local si para cada x ∈ X existe un entorno abierto U tal que
f(U) es abierto en Y y f |U : U → f(U) es un homeomorfismo.

Definición 1.3. Una aplicación continua f : X → Y es una apli-
cación recubridora (o cubierta) si existe un cubrimiento abierto V del
espacio Y tal que para cada V ∈ V existe una familia de abiertos Ui de
X con i ∈ I(V ) , disjuntos dos a dos tales que f(Ui) = V , f |Ui : Ui → V
es un homeomorfismo y además

⋃
i∈I(V ) Ui = f−1(V ) .

Recordemos que un cubrimiento abierto V de un espacio Y es una
familia de abiertos de Y tal que

⋃
V ∈V V = Y .

Nótese que una aplicación recubridora es siempre un homeomorfis-
mo local y un homeomorfismo local es localmente inyectivo, sin embar-
go los rećıprocos no son ciertos.

Ejemplo 1.1. Sea p : R → S1 la aplicación exponencial defini-
da por p(t) = e2πit , donde la circunferencia S1 está formada por los
complejos de módulo uno. El cubrimiento V = {V, V ′} formado por
V = S1 \ {1} y V ′ = S1 \ {−1} verifica las condiciones del enunciado.
En este caso p−1V =

⋃
k∈Z(k, k + 1) y se tiene que cada restricción

p|(k,k+1) : (k, k + 1) → V es un homeomorfismo. Para V ′ se tiene que
p−1V ′ =

⋃
k∈Z(−1

2
+k, 1

2
+k) y también p|(− 1

2
+k, 1

2
+k) : (−1

2
+k, 1

2
+k)→

43
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V ′ es un homeomorfismo. Para la demostración de las afirmaciones an-
teriores podemos considerar la aplicación cociente q : R→ R/Z , donde
R/Z denota el espacio cociente definido por la relación, r ∼ s si y sólo si
r−s ∈ Z . Además de ser continua verifica que q−1q(U) =

⋃
z∈Z z+U .

Lo que implica que q es abierta. Además si U es un intervalo abierto de
diámetro menor que uno, la reunión anterior es disjunta y las restric-
ciones a z + U son homeomorfismos. Tomando q(0, 1) , q(−1

2
, 1

2
) como

cubrimiento abierto de R/Z , las observaciones anteriores implican que
q es una aplicación recubridora. Puesto que la aplicación p es compati-
ble con q , entonces existe una única biyección continua θ : R/Z→ S1

tal que θq = p . Puesto que θ es una biyección continua de un compacto
en un Hausdorff se tiene que es un homeomorfismo. Por lo tanto p = θq
es también una aplicación recubridora.

Definición 1.4. Sean p : X → Y , p′ : X ′ → Y aplicaciones recu-
bridoras. Una aplicación continua sobre Y de p a p′ (de X en X ′) es
una aplicación continua f : X → X ′ tal que el diagrama

X
f //

p   @@@@@@@@ X

p′~~~~~~~~~

Y

es conmutativo. Una aplicación continua f sobre Y diremos que es una
transformación recubridora o un isomorfismo sobre Y si además es una
biyección. El grupo de transformaciones recubridoras de p : X → Y en
si misma lo denotaremos por Aut(p : X → Y ) .

La siguiente propiedad sobre homeomorfismos locales será útil para
resolver algunos problemas.

Lema 1.1. Sean f : X → Y , h : Y → Z aplicaciones continuas tales
que f , g = hf son homeomorfismos locales exhaustivos. Entonces h es
un homeomorfismo local exhaustivo.

Demostración. En efecto, sea y ∈ Y , por ser f sobre existe
x ∈ X tal que f(x) = y . Aplicando que g es homeomorfismo local,
existe V entorno abierto de x tal que g(V ) es un entorno abierto de
g(x) = hf(x) = h(y) y g|V : V → g(V ) es un homeomorfismo. Por ser
f homeomorfismo local existe W entorno abierto de x tal que f(W ) es
un entorno abierto de y y f |W : W → f(W ) es un homeomorfismo. Sea
U = f(V ∩W ) que es entorno abierto de y , entonces h(U) = hf(V ∩
W ) = g(V ∩W ) que es un abierto de Z y h|U = (g|V ∩W ))(f |V ∩W ))

−1

es una composición de homeomorfismos, luego es un homeomorfismo.
Notemos que puesto que g es sobre, se tiene que h es sobre. �

Bajo algunas condiciones los homeomorfismos locales son aplicacio-
nes recubridoras como vemos en el siguiente resultado:
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Lema 1.2. Si p : X → Y es un homeomorfismo local exhaustivo con
fibras finitas yX es Hausdorff, entonces p es una aplicación recubridora.

Demostración. Sea y ∈ Y , puesto que las fibras son finitas se
tiene que p−1(y) = {x1, · · · , xk} . Aplicando que X es Hausdorff se
pueden obtener entornos abiertos U ′′i de xi tales que para i 6= j se tiene
que U ′′i ∩U ′′j = ∅ . Aplicando que p es un homeomorfismo local en cada xi
podemos tomar entornos abiertos U ′i de xi tal que U ′i ⊂ U ′′i , p(U ′i) es un
abierto de Y y p|U ′i : U ′i → p(U ′i) es un homeomorfismo. Sea Vy = p(U ′1)∩
· · · ∩ p(U ′n) y tomemos Ui = p|−1

U ′i
(Vy) . Entonces p−1(Vy) = ∪ni=1Ui y

p|Ui : Ui → Vy es un homeomorfismo. De esta forma el cubrimiento
abierto V = {Vy|y ∈ Y } verifica las propiedades necesarias para que
p : X → Y sea una aplicación recubridora. �

El siguente resultado de topoloǵıa es bien conocido y va a ser apli-
cado en numerosas ocasiones.

Lema 1.3. (Lema de Lebesgue) Sea X un espacio métrico y com-
pacto. Si U es un cubrimiento abierto de X , entonces existe un δ > 0
tal que para todo A ⊂ X tal que diametro de A es menor que δ se tiene
que existe un U ∈ U tal que A ⊂ U .

Consideremos el siguiente diagrama:

{0} x //

∂

��

X

p

��
I

f
// Y

donde ∂(0) = 0 , x es la aplicación x(0) = x y f : I → Y es un
camino de Y . Notemos que este diagrama es conmutativo si y sólo
si f(0) = p(x) . Una elevación es una aplicación f ′ : I → X que hace
conmutativos los dos triángulos, que en este diagrama es equivalente a
que f ′(0) = x y pf ′ = f . El siguiente resultado es un caso particular de
las propiedades de elevación que tienen las aplicaciones recubridoras,
asegura que todo diagrama del tipo anterior tiene elevación única.

Proposición 1.1. Sea p : X → Y una aplicación recubridora y
supongamos que x ∈ X . Dado un camino f : I → Y tal que f(0) =
p(x) , entonces existe un único camino fx : I → X tal que pfx = f y
fx(0) = x .

Demostración. Por ser p : X → Y una aplicación recubridora,
existe un cubrimiento abierto V del espacio Y tal que para cada V ∈ V
existe una familia de abiertos Ui de X con i ∈ I(V ) , disjuntos dos
a dos tales que f(Ui) = V , p|Ui : Ui → V es un homeomorfismo y
además

⋃
i∈I(V ) Ui = p−1(V ) . Entonces {f−1V |V ∈ V} es un cubri-

miento abierto del métrico compacto I . Aplicando el lema 1.3 pode-
mos encontrar una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 y abiertos
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V1, · · · , Vn ∈ V tal que f [tk−1, tk] ⊂ Vk para k ∈ {1, · · · , n} . Suponga-
mos que

⋃
i∈I(V1) Ui = p−1(V1) y sea Ui1 el único tal que x ∈ Ui1 . Defi-

namos fx|[t0,t1] = (p|Ui1 )−1(f |[t0,t1]) . Se tiene que por ser [t0, t1] conexo,
la reunión

⋃
i∈I(V1) Ui disjunta y x ∈ Ui1 , entonces la aplicación fx|[t0,t1]

es la única tal que aplica el 0 en x y recubre f |[t0,t1] . Ahora supongamos
que hemos definido fx en [t0, tk−1] con 0 < k − 1 < n . Tenemos que⋃
i∈I(Vk) Ui = p−1(Vk) y sea Uik el único tal que fx(tk−1) ∈ Uik . Defi-

namos fx|[tk−1,tk] = (p|Uik )−1(f |[tk−1,tk]) . Se tiene que por ser [tk−1, tk]

conexo, la reunión
⋃
i∈I(Vk) Ui disjunta y fx(tk−1) ∈ Uik , entonces la

aplicación fx|[t0,tk] es la única tal que aplica el 0 en x y recubre f |[t0,tk] .
Reiterando el proceso n veces se tiene que la fx : I → X es la única tal
que fx(0) = x y pfx = f . �

Además de la propiedad de elevación de caminos las aplicaciones
recubridoras tienen las propiedad de elevación de homotopias. Es decir,
los diagramas conmutativos de la forma

I
f //

∂0

��

X

p

��
I × I

F
// Y

tienen elevación única. Veamos que las aplicaciones recubridoras tienen
esta propiedad de elevación.

Proposición 1.2. Sea p : X → Y una aplicación recubridora. Dado
un camino f : I → X y una homotoṕıa F : I×I → Y tal que F∂0 = pf ,
entonces existe una única homotoṕıa F̃ : I × I → X tal que pF̃ = F y
F̃ ∂0 = f .

Demostración. Por ser p : X → Y una aplicación recubridora,
existe un cubrimiento abierto V del espacio Y tal que para cada V ∈ V
existe una familia de abiertos Ui de X con i ∈ I(V ) , disjuntos dos a dos
tales que p(Ui) = V , p|Ui : Ui → V es un homeomorfismo y además⋃
i∈I(V ) Ui = p−1(V ) . Entonces {F−1V |V ∈ V} es un cubrimiento

abierto del métrico compacto I × I . Aplicando el lema 1.3 podemos
encontrar particiones 0 = s0 < s1 < · · · < sm = 1 , 0 = t0 < t1 <
· · · < tn = 1 y abiertos V11, · · · , Vm1, · · · , V1n, · · · , Vmn ∈ V tal que
F ([sk−1, sk] × [tl−1, tl]) ⊂ Vkl para k ∈ {1, · · · ,m} y l ∈ {1, · · · , n} .
Supongamos que

⋃
i∈I(V11) Ui = p−1(V11) y sea U11 el único tal que

f [0, s1] ⊂ U11 . Definamos F̃ |[s0,s1]×[t0,t1] = (p|U11)−1(F |[s0,s1]×[t0,t1]) .
Se tiene que por ser [s0, s1] × [t0, t1] conexo, la reunión

⋃
i∈I(V11) Ui

disjunta y f [0, s1] ⊂ U11 la aplicación F̃ |[s0,s1]×[t0,t1] es la única tal que

(F̃ |[s0,s1]×[t0,t1])(∂0|[s0,s1]) = f |[s0,s1] y que recubre F |[s0,s1]×[t0,t1] .
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Supongamos que hemos definido F̃ en [s0, sk−1] × [t0, t1] con 0 <
k − 1 < m . Tenemos que

⋃
i∈I(Vk1) Ui = p−1(Vk1) y sea Uk1 el úni-

co tal que F ({sk−1} × [t0, t1]) ⊂ Uk1 y f [sk−1, sk] ⊂ Uk1 . Defina-
mos F̃ |[sk−1,sk]×[t0,t1] = (p|Uk1

)−1(F |[sk−1,sk]×[t0,t1]) . Se tiene que por ser
[sk−1, sk]×[t0, t1] conexo, la reunión

⋃
i∈I(Vk1) Ui disjunta y f [sk−1, sk] ⊂

Uk1 la aplicación F̃ |[sk−1,sk]×[t0,t1] es la única tal que

(F̃ |[sk−1,sk]×[t0,t1])(∂0|[sk−1,sk]) = f |[sk−1,sk] y que recubre F |[sk−1,sk]×[t0,t1] .

Reiterando el proceso se obtiene una aplicación F̃ |[s0,sm]×[t0,t1] que es la

única tal que (F̃ |[s0,sm]×[t0,t1])∂0 = f y que recubre F |[s0,sm]×[t0,t1] . Reali-
zando un segundo proceso de inducción se obtiene una única homotoṕıa
F̃ : I × I → X tal que pF̃ = F y F̃ ∂0 = f . �

Proposición 1.3. Sea p : X → Y una aplicación recubridora y sea
x ∈ X . Entonces la aplicación G : π1(Y, px)→ p−1(px) , que asocia a
[f ] el elemento fx(1) , está bien definida. Además si X es conexo por
caminos y su grupo fundamental es trivial, entonces es una biyección.

Demostración. Sea f un lazo basado en px y sea fx el único
camino tal que fx(0) = x y pfx = f . Supongamos que F es una ho-
motoṕıa de f a g relativa a ∂I . Aplicando la proposición anterior existe
una única homotoṕıa F̃ tal que F̃ ∂0 = fx y pF̃ = F . Notemos que
F̃ ({0} × I) ⊂ p−1px y que F̃ (0, 0) = F̃ ∂0(0) = fx(0) = x . También se
tiene que p−1px es un espacio discreto y sus componentes son unipun-
tuales. Por ser F̃ ({0}×I) conexo se concluye que F̃ ({0}×I) = {x} . Por
lo tanto F̃ ∂1(0) = F̃ (0, 1) = x . También se tiene que pF̃∂1 = F∂1 = g .
Entonces F̃ ∂1 = gx . Por otra parte F̃ ({1} × I) ⊂ p−1px y que
F̃ (0, 1) = F̃ ∂0(1) = fx(1) . Por ser F̃ ({1} × I) conexo se tiene que
F̃ ({1}×I) = {fx(1)} . Por lo tanto gx(1) = F̃ ∂1(1) = F̃ (1, 1) = fx(1) .
Esto prueba que la aplicación G[f ] = fx(1) está bién definida al ser
independiente del representante elegido.

Veamos que es exhaustiva. Sea x′ ∈ X tal que px′ = px . Por ser
X conexo por caminos existe un camino h de x a x′ . Además se tiene
que h = (ph)x . Entoces G[ph] = (ph)x(1) = h(1) = x′ . Supongamos
ahora que G[f ] = fx(1) = gx(1) = G[g] para f, g lazos basados en px .
Entonces por tener (X, x) el grupo fundamental trivial se tiene que
fx · ḡx '∂I ex . Entonces (fx · ḡx) · gx '∂I ex · gx . Por las propiedades
del producto de caminos se tiene que fx '∂I gx . Finalmente se tiene
que f = pfx '∂I pgx = g . Es decir, G es también inyectiva. �

PROBLEMAS

1.1. Encontrar un homeomorfismo local que no sea una aplicación
recubridora.
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1.2. Para las siguientes aplicaciones continuas:

a) Probar que no son recubridoras

f : R→ [0,+∞) : f(x) = |x|
g : C→ C : g(z) = z2

siendo C el espacio de los complejos.
b) Probar que son recubridoras

h : S1 → S1 : h(z) = z2,

siendo S1 los complejos de módulo 1, y

p : N× R→ R : p(n, r) = r.

Solución: Notemos que si f : X → Y es un homeomorfismo local,
entonces existe para cada x ∈ X un entorno abierto U de x en X tal
que f |U : U → f(U) es inyectiva.

Si f : R → [0,+∞) es un homeomorfismo local para 0 ∈ R existe
U entorno abierto de 0 en R tal que f |U : U → R es inyectiva. Por lo
tanto existe ε > 0 tal que f |(−ε,ε) : (−ε, ε)→ R es inyectiva. Puesto que
f( ε

2
) = ε

2
= f(− ε

2
) se tiene que f |(−ε,ε) no es inyectiva. Esta contradic-

ción viene de suponer que f es un homeomorfismo, luego f no es un
homeomorfismo y por lo tanto tampoco es una aplicación recubridora.

La aplicación g : C → C verifica que g|B(0,ε) no es inyectiva para
cada ε , donde B(0, ε) es la bola de centro el origen y radio ε . Utilizando
el argumento anterior se obtiene que g no es recubridora.

Sea ahora la aplicación h : S1 → S1 dada por h(z) = z2 . Notemos
que el siguiente diagrama es conmutativo:

R
p //

θ
��

S1

h
��

R p
// S1

donde θ(r) = 2r , r ∈ R . Del hecho de que pθ , p sean homeomorfismos
locales se sigue que h : S1 → S1 es un homeomorfismo local como ya
probamos en el lema 1.1 .

Aśı que h : S1 → S1 es un homeomorfismo local exhaustivo con
fibras finitas, entonces como consecuencia del lema 1.2 , se sigue que h
es una aplicación recubridora.

Estudiemos ahora el último caso planteado. La aplicación p : N ×
R → R dada por p(n, r) = r es tal que p|{n}×R : {n} × R → R es
un homeomorfismo. Entonces el cubrimiento abierto V = {R} verifica
que p−1(R) = ∪n∈N{n} × R y las aplicaciones p|{n}×R : {n} × R →
R son homeomorfismos. Entonces p : N × R → R es una aplicación
recubridora.

1.3. Determinar razonadamente si son recubridoras las aplicaciones
continuas siguientes:
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a) Sea f : [0, 1]→ [−1, 1] definida por f(t) = sen 2πt .
b) Sea g : R→ [0,+∞) dada por g(t) = t2 .
c) Sea h : R→ R dada por g(t) = t3 .
d) Sea l : Z× R→ S1 dada por l(z, t) = e2πit .

En todos los espacios se consideran las topoloǵıas usuales.

1.4. Sean p : X → Y y q : M → N aplicaciones recubridoras. Probar
que p× q : X ×M → Y ×N es una aplicación recubridora.

Solución: Sean p : X → Y y q : M → N aplicaciones recubrido-
ras. Entonces existen cubrimientos abiertos V de Y y W de N tales
que p−1(V ) =

⊔
i∈I(V ) Ai y las aplicaciones p|Ai : Ai → V son homeo-

morfismos y análogamente p−1(W ) =
⊔
i∈I(W ) Bi con p|Bi : Bi → W

homeomorfismos. Entonces {V ×W |V ∈ V ,W ∈ W} es un cubrimien-
to abierto de Y ×N y se verifica que

(p× q)−1(V ×W ) =
⊔

(i,j)∈I(V )×I(W )

Ai ×Bj

y las aplicaciones (p×q)|Ai×Bj : Ai×Bj → V ×W son homeomorfismos.
Por lo tanto p× q es una aplicación recubridora.

1.5. Encontrar aplicaciones recubridoras de R2 en el cilindro S1 ×
R y en el toro S1 × S1 .

1.6. Encontrar alguna aplicación recubridora de R×I en la la banda
de Möbius.

Solución: Es frecuente definir la banda de Möbius como el espacio
cociente:

M ′ = ([0, 1]× [−1, 1])/(0, t) ∼ (1,−t) , t ∈ [−1, 1]

y podemos denotar por p′ : [0, 1]×[−1, 1]→M ′ a la aplicación cociente.
Por otro lado podemos considerar el espacio cociente

M = (R× [−1, 1])/(x, t) ∼ (x+ z, (−1)zt) , z ∈ Z, t ∈ [−1, 1] .

En este caso la aplicación cociente p : R × [−1,1] → M es abierta ya
que si U es abierto en R× [−1,1] , se tiene que p−1p(U) =

⋃
z∈Z θz(U)

donde θz : R× [−1, 1]→ R× [−1, 1] es el homeomorfismo definido por
θz(r, t) = (r + z, (−1)zt) .

La inclusión canónica in : [0, 1] × [−1, 1] → R × [−1, 1] induce en
los cocientes una aplicación continua In: M ′ → M de tal modo que el
siguiente diagrama es conmutativo:

[0, 1]× [−1, 1]
in //

p′

��

R× [−1, 1]

p

��
M ′

In
// M
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Veamos que In es exhaustiva. En efecto,

[(r, t)] = [(r − E(r), (−1)E(r))] = In[((r − E(r), (−1)E(r))]′ ,

donde E(r) denota la parte entera de r . Por otra parte si In[(r, t)]′ =
In[(r, t)]′ , entonces r = r′ , t = t′ ó r = 0 , r′ = 1 , t = −t o r = 1 ,
r′ = 0 , t = −t′ . En cualquier caso [(r, t)]′ = [(r, t)]′ .

También se verifica que M es Hausdorff: Sean r, r′ ∈ [0, 1) y supon-
gamos que [(r, t)] 6= [(r′, t′)] . Si r 6= r′ y δ <min{|r−r′|, |r+1−r′|, |r−
1 − r′|} se tiene que p((r′ − δ, r′ + δ) × R ∩ (r − δ, r + δ) × R) = ∅ .
En el caso que r = r′ se obtiene que t 6= t′ . Ahora se comprue-

ba que p(R × Bδ(t)) ∩ p(R × Bδ(t
′)) = ∅ para δ < |t′−t|

2
, donde

Bε(s) = (s− ε, s+ ε) ∩ [−1, 1] es la bola de centro s y radio ε .
Entonces la inclusión In : M ′ → M es un homomorfismo. Además

los abiertos p((0, 1)× [−1, 1]) , p((−1
2
, 1

2
)× [−1, 1]) cubren M y se tiene

que

p−1p((0, 1)× [−1, 1]) =
⊔
k∈Z

((k, k + 1)× [−1, 1])

y además

p|(k,k+1)×[−1,1] : (k, k + 1)× [−1, 1]→ p((0, 1)× [−1, 1])

es un homeomorfismo. Similarmente se procede para el caso del abier-
to p((−1

2
, 1

2
)× [−1, 1]) .

1.7. Probar que el grupo fundamental de la 2-esfera es trivial.

Solución: (Esta demostración supone que no se conoce el teorema
de Seifert-van Kampen) . Sea ∗ ∈ S2 un punto base y f un lazo basado
en ∗. Puede suceder que la imagen de f sea toda la esfera, es por ello
que vamos a ver que f '∂I σ de tal modo que Im(σ) = σ(I) 6= S2.
Para ello tomaremos el siguiente cubrimiento de S2 , sean

U+
i = {(x1, x2, x3) ∈ S2|xi > 0} i = 1, 2, 3

U−i = {(x1, x2, x3) ∈ S2|xi < 0} i = 1, 2, 3

abiertos cuya reunión es S2 . Aplicando el lema de Lebesgue se ob-
tiene una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 de modo que para
cada subintervalo [tj−1, tj] existe ij ∈ {1, 2, 3} tal que f [tj−1, tj] ⊂
U+
ij

o f [tj−1, tj] ⊂ U−ij . Sean los puntos f(t0) = p0 = ∗, f(t1) =

p1, · · · , f(tn) = pn = ∗ . Consideremos los caminos fj, σj dados por
las fórmulas:

fj(t) = f((1− t)tj−1 + ttj) ,

σj(t) =
(1− t)pj−1t+ pj
|(1− t)pj−1t+ pj|

, t ∈ [0, 1]

Entonces se tiene que cada U+
i , U

−
i es homeomorfo a un convexo. Por lo

tanto fj '∂I σj . Aśı que f '∂I (· · · ((f1 ·f2)·f3) · · · fn '∂I (· · · ((σ1 ·σ2)·
σ3) · · ·σn = σ . Puesto que cada σi está contenido en un ćırculo máximo
y la reunión finita de ćırculos no cubre toda la 2-esfera, entonces existe
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∗σ ∈ S2 tal que Im(σ) ⊂ S2 \ {∗σ} , donde ∗ 6= ∗σ . Sea σ′ : I →
S2 \ {∗σ} el único lazo basado en ∗ de S2 \ {∗σ} tal que iσ′ = σ ,
donde i : S2 \ {∗σ} → S2 es la inclusión canónica. Puesto que S2 \ {∗σ}
es homeomorfo a R2 se tiene que π1(S2 \ {∗σ}, ∗) ∼= {1} . Entonces
[σ] = [iσ′] = i∗[σ

′] = i∗(1) = 1 , por lo tanto [f ] = 1 . Es decir,
cualquier elemento de π1(S2) es trivial. En consecuencia π1(S2) ∼= {1} .

1.8. Probar que el grupo fundamental del plano proyectivo real es
un grupo ćıclico de orden dos.

Solución: Sea la proyección canónica pr : S2 → P 2(R) , pr(x1, x2, x3)
= [(x1, x2, x3)] . Utilizando la notación del ejercicio anterior se tiene que

pr−1 pr(U+
i ) = U−i ∪ U+

i = pr−1 pr(U−i )

para i ∈ {1, 2, 3} . Además pr |U+
i

y pr |U−i son homeomorfismos. Nótese

que pr es una aplicación abierta, si U es un abierto de S2 se tiene que
pr−1 pr(U) = U∪a(U) , donde a es el homeomorfismo antipodal. Puesto
que S2 es arco-conexa y simplemente conexa se tiene que la aplicación
grado G : π1(P 2(R), pr(p0)→ pr−1 pr(p0) = {p0,−p0} es una biyección.
Entonces π1(P 2(R), pr(p0) es el grupo ćıclico de orden dos.

2. Grupo fundamental de la circunferencia

Nótese que en el ejemplo 1.1 se tiene que p−1(p(0)) ∼= Z y que Z
tiene una estructura natural de grupo.

Teorema 2.1. Sea p : R → S1 la aplicación exponencial definida
por p(t) = e2πit . Entonces la aplicación G : π1(S1, p(0))→ p−1(p(0)) es
un isomorfismo de grupos.

Demostración. Si p : X → Y es una aplicación recubridora y
x ∈ X entonces si f, g : I → Y son lazos basados en p(x) , tenemos
que (f · g)x = fx · gfx(1) . Para el caso de p : R → S1 y 0 ∈ R se tiene

que (f · g)0 = f 0 · gf0(1) . Puesto que ef0(1) + g0 es un camino en R que
empieza en f 0(1) y es tal que para cada s ∈ I , p(ef0(1)(s) + g0(s)) =

e2πi(f0(1)+g0(s)) = e2πif0(1)e2πig0(s) = g(s) , entonces ef0(1) + g0 = gf
0(1) .

Por lo tanto se tiene que G([f · g]) = (f · g)0(1) = f 0 · gf0(1)(1) =

gf
0(1)(1) = (ef0(1) + g0)(1) = f 0(1) + g0(1) = G([f ]) +G([g]) .

De donde se tiene que la biyección grado G es un homomorfismo.
Entonces el grupo fundamental de la circunferencia es el grupo ćıclico
infinito. �

Corolario 2.1. Todo polinomio complejo no constante tiene al
menos una ráız.

Demostración. En primer lugar, notemos que podemos suponer
que el polinimio es mónico y será de la forma P (z) = zn + a1z

n−1 +



52 3. EL GRUPO FUNDAMENTAL DE LA 1-ESFERA

· · ·+ an . Si suponemos que P (z) no tiene raices complejas, para cada
r ≥ 0 la fórmula

F (s, t) =
P (tre2πis)/P (tr)

|P (tre2πis)/P (tr)|
define una homotoṕıa relativa a ∂I del lazo trivial de S1 basado en el 1

en el lazo fr(s) = P (re2πis)/P (r)
|P (re2πis)/P (r)| . Tomemos r >max{1, |a1|+ · · ·+ |an|} .

Se tiene que para |z| = r , |zn| > |a1z
n−1 + · · · + an|, de modo que

para 0 ≤ t ≤ 1 , Pt(z) = zn + t(a1z
n−1 + · · ·+ an) no tiene raices en la

circunferencia |z| = r ; en efecto, si 0 = Pt(z) = zn+t(a1z
n−1+· · ·+an),

se tiene que |zn| = |t(a1z
n−1 + · · · + an) ≤ |(a1z

n−1 + · · · + a0)| , que
contradice la afirmación anterior. Entonces

G(s, t) =
Pt(re

2πis)/Pt(r)

|Pt(re2πis)/Pt(r)|
es una homotoṕıa relativa a ∂I de fr al lazo g definido por g(s) = e2πins

que tiene grado n . Pero g es homótopo al lazo constante, entonces
n = 0 . Esto contradice la hipótesis de que P (z) es un polinomio no
constante. En consecuencia P (z) tiene al menos una ráız compleja. �

Corolario 2.2. Toda aplicación continua f : D2 → D2 tiene al
menos un punto fijo.

Demostración. Supongamos que f(x) 6= x para x ∈ D2 . Defi-
namos r : D2 → S1 donde r(x) es la intersección de la semirecta que
empieza en f(x) y pasa por x con la circuferencia unidad S1 . Se tiene
que si x ∈ S1 se verifica que r(x) = x . Ello implica que S1 es un retrac-
to de D2 . Por lo tanto π1(S1) es un retracto del grupo trivial π1(D2) .
Pero esto implicaŕıa que el grupo ćıclico infinito es trivial. Véase con
más detalles el problema 2.4 . �

PROBLEMAS

2.1. Calcular el grupo fundamental de un espacio topológico con la
topoloǵıa trivial.

2.2. Calcular el grupo fundamental del cilindro S1 × R .

2.3. Calcular el grupo fundamental del toro y de la banda de Möbius.

2.4. Probar que S1 no es un retracto de D2 .

Solución: Supongamos que S1 es un retracto de D2 . Entonces la
inclusión i : S1 → D2 admite una retracción r : D2 → S1 . Tomemos
un punto base ∗ ∈ S1 ; de la igualdad ri = idS1 se deduce que los
homomorfismos inducidos satisfacen que r∗i∗ = (idS1)∗ ; es decir, que
π1(S1, ∗) es un retracto de π1(D2, ∗) . Por otra parte, puesto que D2 es
contractible se tiene que π1(D2, ∗) ∼= {1} . Pero un retracto del grupo
trivial es trivial lo que contradice que π1(S1, ∗) sea el grupo ćıclico
infinito.
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2.5. Suponer que f : S1 → S1 no es homótopa a la identidad. Probar
que existe x ∈ S1 tal que f(x) = −x .

2.6. Suponer que a : S1 → S1 es la aplicación antipodal a(x) = −x .
Probar que es homótopa a la identidad.

2.7. Dar un ejemplo de una aplicación continua y exhaustiva φ : X →
Y tal que para algún punto base x ∈ X la aplicación inducida φ∗ : π1(X, x)
→ π1(Y, φ(x)) no sea epimorfismo.

Solución: Considérese la aplicación recubridora p : R → S1 dada
por p(t) = e2πit .

2.8. Dar un ejemplo de una aplicación continua e inyectiva φ : X →
Y tal que para algún x ∈ X la aplicación inducida φ∗ : π1(X, x) →
π1(Y, φ(x)) no sea monomorfismo.

Solución: La inclusión S1 ⊂ D2 .

2.9. Se dice que un espacio X tiene la propiedad de punto fijo si
toda aplicación continua f : X → X tiene al menos un punto fijo.
Probar que un retracto de un espacio que tenga la propiedad de punto
fijo tiene esta propiedad.

Solución: Sea A un retracto de X y denotemos por i : A → X la
inclusión y por r : X → A la retracción. Entonces para g : A → A
aplicación continua, tenemos que f = igr : X → X tiene un punto fijo
x0 ∈ X ; es decir, igr(x0) = x0 . Por lo tanto r(x0) = rigr(x0) = g(r(x0)
es un punto fijo de g .

2.10. De los siguientes espacios: La 2-esfera, el toro, el interior del 2-
disco unidad la unión por un punto de dos circunferencias. Decir cuales
tienen la propiedad del punto fijo.

Solución: La aplicación antipodal a : Sn → Sn no tiene puntos fijos.
Luego se obtiene que Sn no tiene la propiedad de punto fijo. Puesto
que S1 es un retracto de S1×S1 y de S1 ∨S1 tenemos que el toro y la
reunión de dos circunferencias por un punto no tienen la propiedad de
punto fijo. El interior de un disco es homeomorfo a R2 . Las traslaciones
no triviales de R2 no tienen puntos fijos. Entonces el interior de un disco
no tiene la propiedad de punto fijo.

2.11. Sean f1, f2 : D2 → R . Utilizar el teorema del punto fijo de
Brouwer para dar condiciones que aseguren que el sistema

f1(x, y) = 0

f2(x, y) = 0

tiene solución.

2.12. Sea D2 es disco unidad y su borde S1 la circunferencia unidad.
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a) Probar que el conjunto de los z ∈ D2 para lo cuales D2 \ {z}
es simplemento conexo es precisamente S1 .

b) Demostrar que si f : D2 → D2 es un homeomorfismo, entonces
f(S1) = S1 .

Solución: a) Si z ∈ ∂D2 , entonces D2 \ {z} es contractil. Para
probarlo basta tomar la homotoṕıa F : (D2 \ {z}) × I → D2 \ {z},
F (x, t) = tx . Se tiene que F es una deformación fuerte de D2 \ {z} en
el subconjunto {0} . En el caso que z 6∈ ∂D2 se tiene que 0 < 1− |z| .
Sea δ tal que 0 < δ < 1 − |z| y consideremos la circunferencia Sδ(z)
de centro z y radio δ . En este caso D2 \ {z} retracta por deformación
fuerte a Sδ(z) mediante la homotoṕıa G : (D2 \ {z}) × I → D2 \ {z}
dada por

G(x, t) = (1− t)x+ t

(
z + δ

(x− z)

|x− z|

)
b) Si f : D2 → D2 es un homeomorfismo, entonces f(S1) = S1 .

Sea z ∈ D2 , entonces f |D2\{z} : D
2 \ {z} → D2 \ {fz} tienen el mismo

tipo de homotoṕıa. Se tiene entonces que D2 \ {z} y D2 \ {fz} tienen
el mismo tipo de homotoṕıa. Si fz 6∈ ∂D2 , D2 \ {z} es contractil y
D2 \ {fz} tiene el mismo tipo de homotoṕıa de una circunferencia que
no es contractil. Por lo tanto fz no es un punto de ∂D2 .

2.13. Sea k un entero y sea h : S1 → S1 la aplicación definida
por h(z) = zk . Describir el homomorfismo inducido h∗ : π1(S1, 1) →
π1(S1, h(1)) módulo el isomorfismo grado G : π1(S1, 1)→ Z . Es decir,
encontrar el homorfismo H : Z→ Z tal que HG = Gh∗ .

2.14. Probar que el grupo fundamental de un grupo topológico es
abeliano.

Solución: Dados f, g : I → G caminos en un grupo topológico, deno-
taremos f ·g el “producto usual” y por f ∗g el inducido por el producto
∗ del grupo G definido por (f ∗ g)(t) = f(t) ∗ g(t) para t ∈ I . Si F
es una homotoṕıa de f a f ′ y G de g a g′ relativas a ∂I, entonces
la homotoṕıa H(s, t) = F (s, t) ∗ G(s, t) es una homotoṕıa de f ∗ g a
f ′ ∗ g′ relativa a ∂I . Por lo tanto f '∂I f ′ y g '∂I g′ implica que
f ∗ g '∂I f ′ ∗ g′ .

Por otra parte, se tiene que para f, g, f ′, g′ lazos de G basados en 1

((f · g) ∗ (f ′ · g′))(t) =

{
f(2t) ∗ f ′(2t) , 0 ≤ t ≤ 1

2
,

g(2t− 1) ∗ g′(2t− 1) , 1
2
≤ t ≤ 1.

}
= ((f ∗ f ′) · (g ∗ g′))(t)

Entonces (f · g) ∗ (f ′ · g′) = (f ∗ f ′) · (g ∗ g′) . Para g = f ′ = e1 se tiene
que

f ∗ g′ '∂I (f · e1) ∗ (e1 · g′) = (f ∗ e1) · (e1 ∗ g′) = f · g′ .
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Ahora para f = e1 = g′

g ∗ f ′ '∂I (e1 · g) ∗ (f ′ · e1) = (e1 ∗ f ′) · (g ∗ e1) = f ′ · g .
Por lo tanto g ·f ′ '∂I f ′ ·g para lazos cualesquiera. Entonces π1(G, 1) es
abeliano.

2.15. Considerar la aplicación continua p : C \ {0} → C \ {0} dada
por p(z) = z3 .

a) Probar que es un homeomorfismo local exhaustivo con fibras
finitas. ¿Es una aplicación recubridora?

b) Calcular el grupo fundamental de C \ {0} y el homomorfismo
inducido en el grupo fundamental p∗ : π1(C \ {0}, 1)→ π1(C \
{0}, 1) .

c) Probar que el ı́ndice de p∗(π1(C\{0}, 1)) en π1(C\{0}, 1) coin-
cide con el cardinal de p−1p(1) .





CAṔıTULO 4

TEOREMA DE SEIFERT VAN-KAMPEN

En este caṕıtulo formulamos una versión del teorema de Seifert van-
Kampem en términos de presentaciones de grupos cuyas propiedades
básicas analizamos a continuación.

1. Preliminares sobre grupos

En esta sección, damos una versión rápida y un poco informal de la
noción de presentación de un grupo y probamos la existencia de pre-
sentaciones para un grupo arbitrario. Mencionamos en la observación
final de esta sección, el llamado “problema de las palabras”, que tie-
ne gran importancia por sus implicaciones en cuestiones lógicas y de
computación.

1.1. Presentaciones de grupos.

Definición 1.1. Un grupo libre sobre un conjunto X es un par
(F, i) , donde i es una aplicación de X en un grupo F tal que para
toda otra aplicación f : X → G de X en un grupo G , existe un único
homomorfismo f̃ : F → G verificando que f̃ i = f ; es decir, f̃ hace
conmutativo el diagrama siguiente:

X
i //

f   @@@@@@@ F

f̃��~~~~~~~

G

En las proposiciones siguientes vemos que sobre un conjunto existe
un grupo libre que es único salvo isomorfismo.

Proposición 1.1. Si (F, i) y (F ′, i′) son dos grupos libres sobre
el conjunto X , entonces existe un isomorfismo f : F → F ′ tal que
fi = i′ .

Demostración. Por ser F libre existe f : F → F ′ homomorfismo
tal que fi = i′ . Ahora por ser F ′ libre existe f ′ : F ′ → F homomorfismo
tal que f ′i′ = i . Entonces se tiene que f ′fi = f ′i′ = i = idF i y
ff ′i′ = fi = idF ′ i

′ . Como consecuencia de la unicidad se tiene que
f ′f = idF y ff ′ = idF ′ . Por lo que f es un isomorfismo. �

Respecto a la existencia se puede proceder del modo siguiente:

57
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Para el caso que X sea el conjunto vacio, se toma F = {1} el grupo
trivial. Si X es no vacio, se toma X como alfabeto y se considera el
conjunto de las palabras de la forma

ω = xε11 x
ε2
2 · · ·xεnn , x1, . . . , xn ∈ X , n ≥ 1 , εi ∈ {1,−1}

junto con la palabra vacia que se denota por 1 .
Una palabra se llama reducida si no contiene una subpalabra de

la forma x1x−1 o bien, de la forma x−1x1 con x ∈ X . Por ejemplo,
a1a−1b1 no es reducida, pero b1 śı que lo es.

Sea F el cociente obtenido del conjunto de las palabras al considerar
la siguiente relación: Dos palabras w,w′ están relacionadas si w′ se
obtiene a partir de w por un número finito de operaciones de los tipos
siguientes:

(i) Insertar x1x−1 ó x−1x1 para x ∈ X en algún lugar de la palabra,
incluyendo su inicio y su final. Ejemplo: a−1a1b−1 ∼ a−1a1x1x−1b−1 .

(ii) Suprimir x1x−1 ó x−1x1 para x ∈ X si se encuentra en algún
lugar de la palabra .

Denotemos por [w] la clase de equivalencia de la palabra w . En-
tonces tomaremos como F = {[w]|w una palabra con letras de X} . El
producto de F se define por yuxtaposición; es decir, dados [u], [v] ∈ F
con u = xε11 . . . x

εn
n y v = yδ11 . . . yδmm , entonces el producto viene dado

por

[u] · [v] = [xε11 · · ·xεnn y
δ1
1 · · · yδmm ] .

Es fácil comprobar que está bien definido. Nótese que [u] · [1] = [u]
y [1] · [u] = [u] , con lo cual la palabra vacia representa el neutro del
grupo. Si u = xε11 · · ·xεnn y denotamos u−1 = x−εn1 · · ·x−ε1n , entonces
[u]−1 = [u−1] = [x−εnn · · ·x−ε11 ] . Finalmente, definiremos la aplicación
i : X → F por i(x) = [x1] . Es un ejercicio rutinario el verificar que
(F, i) es un grupo libre sobre el conjunto X , lo que queda reflejado en
el resultado siguiente.

Proposición 1.2. El grupo F construido anteriormente junto con
la aplicación i : X → F es un grupo libre sobre el conjunto X .

Tomemos ahora un conjunto Y de palabras, que llamaremos rela-
ciones, y consideremos dos nuevos tipos de operaciones:

(iii) Insertar w ó w−1 para w ∈ Y en algún lugar de una palabra u,
incluyendo el inicio y el final de u.

(iv) Suprimir w ó w−1 para w ∈ Y si se encuentra en algún lugar
de u .

El cociente determinado al considerar operaciones de tipos (i) y
(ii), lo hemos llamado el grupo libre generado por el conjunto X .
Pero también podemos considerar una nueva relación de equivalencia
tal que u ∼ u′ si la palabra u′ se obtiene de la palabra u mediante
un número finito de operaciones de los tipos (i), (ii), (iii) y (iv). El
grupo cociente obtenido se denota por G = 〈X|Y 〉 . Este grupo se
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dice que está presentado con X como conjunto de generadores e Y
como conjunto de relaciones . Nótese que grupo libre sobre X se puede
denotar por F = 〈X|∅〉 y, por comodidad, también lo denotaremos por
F = 〈X〉 . Observemos que existe una proyección canónica p : 〈X〉 →
〈X|Y 〉 , p([u]∅) = [u]Y , donde en cada caso se consideran las clases
de equivalencia correspondientes. El grupo 〈X|Y 〉 verifica la siguente
propiedad universal:

Proposición 1.3. Sea G = 〈X|Y 〉 el grupo que tiene a X co-
mo conjunto de generadores y a Y como conjunto de relaciones. Si
f : X → H es una aplicación en un grupo H tal que para cada relación
xε11 . . . x

εn
n ∈ Y se verifica que (fx1)ε1 . . . (fxn)εn = 1 , entonces existe

un único homomorfismo f̄ : G→ H tal que f̄([x1]) = f(x) con x ∈ X .

Demostración. Dada una palabra xε11 . . . x
εn
n cualquiera, defina-

mos
f̂(xε11 . . . x

εn
n ) = (fx1)ε1 . . . (fxn)εn .

Notemos que esta definición es invariante por las operaciones (i), (ii),
(iii) y (iv). Por lo que induce una única aplicacion f̄ : G → H defini-

da por f̄([xε11 . . . x
εn
n ]) = f̂(xε11 . . . x

εn
n ) , que facilmente se comprueba

que es un homomorfismo. La unicidad se desprende por verificarse la
propiedad de ser homomorfismo y por la condición f̄ [x1] = f(x) con
x ∈ X . �

Definición 1.2. Diremos que un grupo G está presentado a través
de un conjunto X de generadores y con conjunto Y de relaciones si G es
isomorfo al grupo 〈X|Y 〉 . También se dice que 〈X|Y 〉 es una presenta-
ción del grupo. Diremos que un grupo es finitamente generado si tiene
una presentación con un conjunto de generadores finito y diremos que
es finitamente presentado si admite una presentación con conjuntos de
generadores y relaciones finitos.

Observación 1.1. En la práctica se suelen realizar algunos cam-
bios de notación. Aśı por ejemplo, para el conjunto de generadores
X = {a, b, c} y el conjunto de relaciones Y = {a2b−4c1b8, a5b9, a−7c3} ,
el grupo correspondiente se denota por

〈{a, b, c}|{a2b−4c1b8, a5b9, a−7c3}〉 .
Sin embargo, se acostumbra a denotarlo por

〈a, b, c|a2b−4c1b8 = 1, a5b9 = 1, a−7c3 = 1〉 .
Nótese que se suprimen las llaves y en la parte de la derecha los ele-
mentos se igualan a uno, que es el valor que tienen dichas palabras en
el grupo. De modo similar se procede en el resto de los casos.

También se utilizan con frecuencia los convenios siguientes: La pa-
labra x1 · · ·(n) x1 se denota por xn , x1 se denota simplemente por
x , x−1 + · · ·(n) + x−1 por x−n y finalmente x0 también se utiliza para
denotar al neutro 1 .
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Ejemplo 1.1. Grupos ćıclicos.

(i) El grupo ćıclico infinito C∞ = {. . . , x−3, x−2, x−1, 1, x1, x2, . . . }
es el grupo libre generado por un conjunto con un elemento,
x, aśı que C∞ ∼= 〈x〉 .

(ii) El grupo ćıclico de orden n > 0 , Cn = {1, x, x2, · · · , xn−1} ,
admite la siguiente presentación Cn = 〈x|xn = 1〉 .

Lema 1.1. Sea G un grupo y X un conjunto de elementos que gene-
re dicho grupo. Denotemos por F el grupo libre generado por el conjun-
to X . Entonces el homomorfismo h̃ : F → G , inducido por la inclusión
h : X → G y dado por h̃([xε11 . . . x

εn
n ]) = xε11 . . . x

εn
n , x1, · · · , xn ∈ X , es

un epimorfismo.

Demostración. Si h : X → G es la inclusión canónica, la existen-
cia de h̃ de deduce del hecho que F es libre sobre el conjunto X . Ahora
por ser X un conjunto de generadores de G , un elemento arbitrario
g ∈ G es de la forma g = xε11 . . . x

εn
n , entonces h̃([xε11 . . . x

εn
n ]) = g . Por

lo tanto h̃ es exhaustiva. �

Definición 1.3. Sea Y un subconjunto de un grupo F y sea N la
clausura normal de Y en F . Un elemento u de F se dice que es una
consecuencia de Y si está en N .

Observemos que un elemento u de la clausura normal de Y en un
grupo F es la forma u = (g1y

ε1
1 g
−1
1 ) · · · (gkyεkk g

−1
k ) con y1, · · · , yk ∈ Y ,

g1, · · · , gk ∈ F , εi ∈ {−1, 0, 1} y k ≥ 1 entero.

Proposición 1.4. Sea G un grupo y h : F → G un epimorfismo,
donde F es libre sobre X . Sea Y un conjunto de palabras representando
elementos del núcleo de h y cuya clausura normal sea Ker(h) . Entonces
G ∼= 〈X|Y 〉 .

Demostración. Denotemos por p : F → 〈X|Y 〉 la proyección na-
tural. Notemos que las operaciones (iii) y (iv) implican que p(Ker(h)) =
1 , entonces existe un único p′ : G→ 〈X|Y 〉 tal que p′h = p . Por otra
parte por ser 〈X|Y 〉 un grupo presentando y verificarse que si w ∈ Y
entonces h(w) = 1 , existe un único homomorfismo h′ : 〈X|Y 〉 → G tal
que h′p = h . La condiciones de unicidad implican que h′p′ = idG y
p′h′ = id〈X|Y 〉 . Por lo tanto G ∼=< X|Y > . �

Corolario 1.1. Todo grupo tiene una presentación.

Definición 1.4. Sean G =< X|Y > , G′ =< X ′|Y ′ > dos presen-
taciones. Una equivalencia de presentaciones es un isomorfismo f : G→
G′ . Se dice que dos presentaciones 〈X|Y 〉 , 〈X ′|Y ′〉 son equivalentes si
existe una equivalencia entre dichas presentaciones.

Entre las equivalencias de presentaciones tienen especial interés las
equivalencias de Tietze que son las siguientes:
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(I) Poner o quitar una relación superflua. Sea una presentación
G = 〈X|Y 〉 y supongamos que s es una consecuencia de Y .
Entonces G = 〈X|Y 〉 y G′ = 〈X|Y ∪ {s}〉 son equivalentes a
través de la equivalencia de tipo I, determinada por las apli-
caciones f : X → G′ , f(x) = x y g : X → G , g(x) = x .

(II) Poner o quitar un generador superfluo. Si a /∈ X and w una
palabra que no dependa de a , entonces G = 〈X|Y 〉 y G′ =
〈X∪{a}|Y ∪{aw−1}〉 son equivalentes a través de la equivalen-
cia de tipo II, determinada por las aplicaciones f : X → G′ ,
f(x) = x y g : X ∪ {a} → G , g(x) = x , g(a) = w .

Teorema 1.1. Sean dos presentaciones G = 〈X|Y 〉 y G′ = 〈X ′|Y ′〉
finitamente presentadas. Entonces una equivalencia de G en G′ es siem-
pre un composición finita de equivalencias de Tietze.

Observación 1.2. El problema de determinar cuando dos presen-
tacines determinan grupos isomorfos es, en general, extremadamente
dif́ıcil. Un caso particular de este problema es el de determinar si una
presentación corresponde o no al grupo trivial. Este problema se sue-
le denominar como el problema de las palabras. El teorema anterior
prueba que si uno sabe de antemano que dos presentaciones son equi-
valentes, entonces existe una equivalencia que se puede construir com-
poniendo un número finito de equivalencias de Tietze. Sin embargo
como consecuencia de los teoremas de completitud de Gödel se sabe
que en general no existe una algoritmo finito que permita decidir si dos
presentaciones finitamente presentadas corresponden o no a grupos iso-
morfos. Éste es el denominado problema de las palabras que juega un
papel fundamental en la lógica matemática.

1.2. Presentaciones de grupos abelianos.

Definición 1.5. Un grupo abeliano libre sobre un conjunto X es un
par (L, i) , donde i es una aplicación de X en un grupo abeliano L tal
que para toda otra aplicación f : X → H de X en un grupo abeliano
H , existe un único homomorfismo f̃ : L→ H verificando que f̃ i = f ;
es decir, f̃ hace conmutativo el diagrama siguiente:

X
i //

f   AAAAAAA L

f̃��~~~~~~~

H

Como en el caso de los grupos se ve que existe un grupo abeliano
libre sobre culquier conjunto y éste es único salvo isomorfismo.

Respecto a la existencia se procede del modo parecido al caso de
los grupos. Para el caso que X sea el conjunto vacio, se toma L = {0}
el grupo abeliano trivial. Si X es no vacio, se considera el conjunto de
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combinaciones lineales de la forma

ω = ε1x1 + ε2x2 + · · ·+ εnxn

x1, · · · , xn ∈ X , εi ∈ {1,−1} , n ≥ 1 entero

junto con la combinación vacia que se denota por 0 . En estas combina-
ciones lineales se admite la conmutatividad; por ejemplo, 1x1 + 1x2 =
1x2 + 1x1 .

Dos combinaciones lineales w,w′ están relacionadas si w′ se obtiene
a partir de w por un número finito de operaciones de los tipos siguientes:
Insertar 1x+(−1)x , x ∈ X en algún lugar de w y suprimir, 1y+(−1)y
para y ∈ X , si se encuentra en algún lugar de w . El cociente, que
denotamos L , es precisamente el grupo abeliano libre sobre X .

Utilizaremos los convenios siguientes: La combinación lineal 1x +
· · ·(n) + 1x se denota por nx , 1x se denota simplemente por x ,
(−1)x + · · ·(m) + (−1)x por −mx , (−1)x se denota por −x y 0 se
puede escribir, a veces, como 0x .

Consideremos ahora un conjunto Y de combinaciones lineales, que
llamaremos relaciones, se pueden considerar dos nuevos tipos de opera-
ciones: Insertar w ó −w para w ∈ Y en algún lugar de una combinación
lineal u, o suprimir w ó −w para w ∈ Y si se encuentra en algún lugar
de u .

El grupo abeliano determinado al considerar operaciones de tipos
anteriores se dice que está presentado abelianamente con X como con-
junto de generadores e Y como conjunto de relaciones. Este grupo lo
denotaremos por [X|Y ] . Si un grupo abeliano H es isomorfo a [X|Y ]
diremos que [X|Y ] es una presentación abeliana de H . Nótese que con
este convenio el grupo abeliano libre sobre X se puede denotar por
L = [X|∅] , y por comodidad también por L = [X] . De modo análo-
go a caso de los grupos, se introducen las nociones de grupo abeliano
finitamente generado y finitamente presentado.

Ejemplo 1.2. (i) El grupo ćıclico infinito considerado como
grupo abeliano se denota frecuentemente por

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }
∼= {. . . ,−3x,−2x,−1x, 0x, 1x, 2x, . . . }

Es el grupo abeliano libre generado por un conjunto con un
elemento, x, Z ∼= [x] .

(ii) El grupo ćıclico de orden n > 0 cosinderado como grupo abe-
liano, que se suele denotar por Z/n = {0, 1x, 2x, · · · , (n−1)x} ,
admite como grupo abeliano la siguiente presentación abeliana
Z/n = [x|nx = 0] .

Si X un conjunto de elementos que genera un grupo abeliano H ,
entonces el homomorfismo h : [X] → H definido por h(1x) = x es un
epimorfismo. Si Y es un conjunto de generadores de Ker(h) entonces
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G ∼= [X|Y ] . De este modo se tiene que todo grupo abeliano tiene una
presentación abeliana.

Si G es un grupo y consideramos el subgrupo conmutador [G,G] =
{[x, y]|x, y ∈ G} , donde [x, y] = xyx−1y−1 diremos que es el conmu-
tador de x e y , entonces se tiene que [G,G] es un subgrupo normal
y G/[G,G] es un grupo abeliano, que llamaremos la abelianización de
G .

Proposición 1.5. Sea G un grupo presentado por 〈X|Y 〉 . En-
tonces su abelianizado considerado como grupo tiene la presentación
siguiente

G/[G,G] ∼= 〈X|Y ∪ {aba−1b−1|a, b ∈ X}〉 .
Como grupo abeliano su presentación abeliana es

G/[G,G] ∼= [X|{wa|w ∈ Y }] ,
donde si ω = xε11 x

ε2
2 · · ·xεnn , ωa = ε1x1 + ε2x2 + · · ·+ εnxn .

PROBLEMAS

1.1. Sea G un grupo en el que denotamos el producto por ∗ .
Tomemos como generadores X = G y como relaciones Y = {(x ∗
y)y−1x−1|x, y ∈ G}. Probar que G ∼= 〈X|Y 〉 .

Solución: Sea i : G → 〈X|Y 〉 la aplicación canónica. Notemos que
i es un homomorfismo, i(x ∗ y) = [x ∗ y] = [(x ∗ y)y−1x−1xy] =
[xy] = [x][y] = i(x)i(y) para x, y ∈ G . Por otro lado el homomor-
fismo identidad f : G→ G , f(x) = x , verifica que f(x ∗ y) ∗ (fy)−1 ∗
(fx)−1 = f(x ∗ y ∗ y−1 ∗ x−1) = f(1) = 1 . Luego por la proposi-
ción 1.3 extiende a un homomorfismo F : 〈X|Y 〉 → G de modo que
Fi = f = idG . Además para cada generador x ∈ X = G se tiene
que iF [x] = if(x) = i(x) = [x] . Entonces iF = id〈G|Y 〉 . Por lo tanto
G ∼= 〈X|{(x ∗ y)y−1x−1|x, y ∈ X = G}〉 .

1.2. ¿Cuál es el orden del grupo siguiente?

〈A,B|A4 = 1, A2B−2 = 1, A3BA−1B−1 = 1〉

Solución: Consideremos el grupo cuaterniónico dado por los eleme-
tos q = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k} . Recordemos que en este grupo el
producto queda determinado por las fórmulas i2 = j2 = k2 = −1 ,
ij = k , jk = i , ki = j y que se trata de un grupo que tiene ocho
elementos. Sea f : G→ q definido por f(A) = i , f(B) = j . Está bien
definida puesto que

(fA)4 = i4 = (−1)2 = 1

(fA)2(fB)−2 = i2j−2 = (−1)(−1) = 1

(fA)3(fB)2(fA)−1(fB)−1 = i3ji−1j−1

= (−i)(j)(−i)(−j) = −(ij)2 = −k2 = 1
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Notemos que f(A) = i tiene orden cuatro en q . De esta observación
se sigue que el subgrupo generado por A en G es normal y que A tiene
orden cuatro. Luego G tiene un subgrupo normal que es un ćıclido
de orden cuatro que además tiene ı́ndice dos. Ésto implica que G tiene
orden ocho. Ahora es fácil ver que además f : G→ q es un isomorfismo.

1.3. Demostrar que el grupo presentado por 〈A,B|A4 = 1, B2 =
1, ABA−1B−1 = 1〉 es isomorfo al producto de un ćıclico de orden
cuatro por un ćıclico de orden dos.

Solución: La relación ABA−1B−1 = 1 implica que el grupo es abe-
liano. Aplicando la proposición 1.5 se tiene que su presentación abelia-
na es [A,B|4A = 0, 2B = 0] . Ahora no es dificil ver que se trata del
producto Z/4× Z/2 .

1.4. Dar una presentación abeliana del grupo abeliano dado por
una suma finita de grupos ćıclicos.

Solución: Una suma finita de grupos ćıclicos puede algunos suman-
dos que sean grupos ćıclicos infinitos y el resto que sean ćıclicos finitos
de órdenes k1, · · · , km . Entonces el grupo abeliano Z ⊕ · · ·n) ⊕ Z ⊕
Z/k1 ⊕ · · ·Z/km tiene la presentación abeliana

[x1, · · · , xn, y1, · · · , ym|k1y1 = 0, · · · , kmym = 0]

1.5. Dar una presentación abeliana del subgrupo del grupo aditivo
de los racionales formados por aquellas fracciones irreducibles cuyo
denominador es una potencia de dos.

Solución: Sea H = {m
2n
|m ∈ Z, n ≥ 0, n ∈ Z} el correspondiente

subgrupo en el que utilizaremos notación aditiva. Notemos que si a′i =
1
2i

, i = 0, 1, 3, · · · , entonces 2a′i+1 = 2 1
2i+1 = 1

2i
= a′i . Tomemos el

grupo
[a0, a1, a2, · · · |2a0 = a1, 2a2 = a1, · · · ]

Ahora se comprueba que f : {a0, a1, a2, · · · } → H definida por f(ai) =
a′i = 1

2i
extiende a un isomorfismo

f : [{ai|i ≥ 0}|{2ai+1 = ai|i ≥ 0}]→ H .

Se puede probar que H no admite una presentación ableliana finita con
el siguiente argumento: Un grupo abeliano finitamente presentado es
isomorfo a una suma finita de ćıclicos. Puesto que H es libre de torsión
no pueden ser ćıclicos finitos. Por otra parte una suma finita de ćıclicos
infinitos no es divisible por 2 y sin embargo H śı que lo es.

1.6. Probar que el grupo aditivo de los números reales no tiene una
presentación abeliana contable.

Solución: Si un grupo abeliano es contablemente generado, entonces
dicho grupo es contable. Puesto que R no es contable, una presentación
abeliana de R ha de tener un conjunto de generadores con cardinal no
contable.
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1.7. (Teorema de clasificación de los grupos abelianos finitamente
generados) Encontrar un algoritmo que a partir de una presentación
abeliana finita dada encuentre una equivalente que lo presente abelia-
namente como una suma de grupos ćıclicos.

1.8. Encontrar un grupo abeliano que todo elemento sea de orden
finito y que no sea suma de ćıclicos finitos.

Solución: Sea Q/Z , donde Q denota los racionales y Z son los
enteros. Notemos que todo elemento de torsión, también se verifica que
en Q/Z todo elemento es divisible. Observemos que en un grupo ćıclido
Z/r de orden finito r , si a 6= 0 , a ∈ Z/r , a no es r-divisible, ya que
para cualquier a′ se tiene que ra′ = 0 6= a . Entonces una suma de
ćıclicos no es divisible. Aśı que una suma de ćıclicos no es isomorfa a
Q/Z .

2. Teorema de Seifert-van Kampen

Este teorema, que probamos en esta sección, es una herramienta
básica para el cálculo de presentaciones de grupos fundamentales. Si
un espacio X es la reunión de dos subespacios, X = X1 ∪ X2 , en-
tonces bajo ciertas condiciones se puede calcular una presentación del
grupo fundamental de X en función de presentaciones de los grupos
fundamentales de X1 y X2 y de las propiedades de un conjunto de
generadores del grupo fundamental de la intersección.

Lema 2.1. Sea f : I → X un camino en un espacio X , supongamos
que 0 = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = 1 es una partición de I y sean
los caminos fi : I → X definidos por fi(s) = f((1 − s)ti−1 + sti) para
i = 1, · · · , n . Entonces [f ] = [(· · · ((f1 · f2) · f3) · · · )] .

Demostración. Sea φ : I → I la aplicación continua que φ(0) =

0 , φ( 2i

2n
) = ti para i ∈ {1, · · · , n} y tal que es lineal en cada subinter-

valo. Se tiene que φ(0) = 0 y también φ(1) = 1 . Entonces por el lema
1.1 del caṕıtulo 2, se tiene que f '∂I fφ = (· · · ((f1 · f2) · f3) · · · ) . �

Proposición 2.1. Supongamos que X =IntX1∪IntX2 y además
X1 ∩ X2 , X1, X2 son conexos por caminos y tenemos un punto base
∗ ∈ X1∩X2 . Denotemos por ψ1 : X1 → X , ψ2 : X2 → X las inclusiones
canónicas y supongamos que S1 y S2 son sistemas de generadores de
π1(X1, ∗) y π1(X2, ∗) , respectivamente. Entonces (ψ1)∗(S1)∪ (ψ2)∗(S2)
es un sistema de generadores de π1(X, ∗) .

Demostración. Es suficiente probar que un elemento de π1(X, ∗)
se puede descomponer como un producto de elementos de

(ψ1)∗π1(X1, ∗) ∪ (ψ2)∗π1(X2, ∗) .
Sea un elemento representado por un camino f : I → X . Puesto que
{f−1(IntX1), f−1(IntX2)} es un cubrimiento abierto de I . Aplicando el
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lema de Lebesgue se tiene que existe una partición 0 = t0 < t1 < · · · <
tn = 1 tal que f([ti−1, ti]) ⊂ IntXli para li ∈ {1, 2} . Además se puede
suponer que f(ti) ∈ X1∩X2 para i ∈ {0, · · · , n} . Por serX1∩X2 conexo
por caminos, existen caminos gi : I → X1 ∩ X2 tales que gi(0) = ∗ ,
gi(1) = f(ti) y en el caso que f(ti) = ∗ , entonces gi = ∗ . Por el lema
anterior se tiene que [f ] = [(· · · ((f1·f2)·f3) · · · )] = [g0·(f1·ḡ1)] · · · [gn−1·
(fn · ḡn)] . Teniendo en cuenta que [gi−1 ·(fi · ḡi)] = (ψli)∗[gi−1 ·(fi · ḡi)]li ,
l ∈ {1, 2} , donde [−]l denota clases de lazos de (Xl, ∗) , se obtiene el
resultado enunciado. �

Corolario 2.1. Para n ≥ 2 , Sn es simplemente conexa.

Demostración. Para n ≥ 2 , los subconjutosX1 = {x ∈ Sn|xn+1 ≤
1
2
} y X2 = {x ∈ Sn|xn+1 ≥ −1

2
} son contractibles y verifican las hipóte-

sis de la proposición anterior. �

En las condiciones de la proposición anterior, el diagrama conmu-
tativo

X1 ∩X2

φ2

��

φ1 // X1

ψ1

��
X2

ψ2

// X

induce el siguiente diagrama de grupos

π1(X1 ∩X2, ∗)

(φ2)∗
��

(φ1)∗ // π1(X1, ∗)

(ψ1)∗
��

π1(X2, ∗)
(ψ2)∗

// π1(X, ∗)

Supongamos que S, S1, S2 son sistemas de generadores de π1(X1 ∩
X2, ∗), π1(X1, ∗), π1(X2, ∗) , respectivamente y que R1, R2 son conjun-
tos de relaciones para los dos últimos grupos. Si para cada w ∈ S
se tiene que (φ1)∗(w) = xε11 · · ·xεnn con x1, · · · , xn ∈ S1 y (φ2)∗(w) =
yδ11 · · · yδmm con y1, · · · , ym ∈ S2 , entonces consideremos el conjunto
de relaciones R = {(φ1)∗(w) = (φ2)∗(w)|w ∈ S} , donde la expre-
sión (φ1)∗(w) = (φ2)∗(w) es una interpretación informal de la relación
xε11 · · · xεnn y−δmm · · · y−δ11 .

Teorema 2.1. Sea X un espacio tal que que X =IntX1∪IntX2 ,
supongamos que los espacios X1∩ X2, X1, X2 son conexos por caminos
y que tenemos un punto base ∗ ∈ X1 ∩ X2 . Supongamos que S es
un sistema de generadores de π1(X1 ∩ X2, ∗) , π1(X1, ∗) ∼= 〈S1|R1〉 y
π1(X2, ∗) ∼= 〈S2|R2〉. Entonces π1(X, ∗) ∼= 〈S1 ∪ S2|R ∪R1 ∪R2〉 .

Demostración. Consideremos el epimorfismo natural del grupo
libre sobre la reunión disjunta de los generadores 〈S1 ∪ S2〉 → π1(X, ∗)
tal que un elemento de la forma al1 · · · alk con ali ∈ 〈Sli〉 y li ∈ {1, 2}
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es aplicado en (ψl1)∗[al1 ] · · · (ψlk)∗[alk ] . Supongamos que su imagen es
trivial (ψl1)∗[al1 ] · · · (ψlk)∗[alk ] = 1 . Si [al1 ] = [f1], · · · , [alk ] = [fk] con
fi : I → Xli , entonces se tiene que (ψl1)∗[al1 ] · · · (ψlk)∗[alk ] = [(· · · ((f1 ·
f2) · f3) · · · fk] = [f ] , donde se puede suponer que la reparametrización
f es tal que f(t) = fi(kt − i + 1) para i−1

k
≤ t ≤ i

k
, 1 ≤ i ≤ k . Por

lo tanto existe una homotoṕıa F : I × I → X tal que F (s, 0) = f(s) ,
F (s, 1) = ∗ , F (0, t) = ∗ , F (1, t) = ∗ con s, t ∈ I .

Puesto que {F−1(IntX1), F−1(IntX2)} es un cubrimiento abierto del
espacio métrico compacto I × I , entonces existen particiones 0 = s0 <
s1 < · · · < sm = 1 , 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 tales que F ([si−1, si]×
[tj−1, tj]) ⊂IntXlij para 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n y lij ∈ {1, 2} . Además se

puede suponer que {0, 1
k
, 2
k
, · · · , 1} ⊂ {s0, s1, · · · , sm} . Consideremos

los caminos fij definidos por fij(s) = F ((1 − s)si−1 + ssi, tj) para
i ∈ {1, · · · ,m} , j ∈ {0, · · · , n} y los caminos gij definidos por gij(t) =
F (si, (1 − t)tj−1 + ttj) . para i ∈ {0, · · · ,m} , j ∈ {1, · · · , n} . Para
los puntos (si, tj) con F (si, tj) = ∗ , tomemos caminos hij = ∗ , si
los puntos (si, tj) no satisfacen la condición anterior y son tales que
F (si, tj) está en X1 ∩ X2 tomemos caminos hij dentro de X1 ∩ X2 de
∗ a F (si, tj) . En el caso que F (si, tj) está en Xl \ (X1 ∩X2) tomemos
caminos hij dentro de Xl de ∗ a F (si, tj) . Notemos que los lazos (hi−1,j ·
fij) · h̄ij están en X1 o en X2 , Por lo tanto [(hi−1,j · fij) · h̄ij] = [aij]
con aij ∈ 〈Slij〉 . Entonces mediante relaciones de R1 ∪R2 se tiene que
al1 · · · alk ∼ a10a20 · · · am0 .

Observemos que si un lazo de la forma (hi,j−1 ·gij)·h̄ij está contenido
enX1 , entonces [(hi,j−1·gij)·h̄ij] = [b′ij] con b′ij ∈ 〈S1〉 y si está contenido

en X2 , entonces [(hi,j−1 · gij) · h̄ij] = [b′′ij] con b′′ij ∈ 〈S2〉 . En el caso
que este contenido en X1 ∩X2 se tiene la relación b′ij ∼ b′′ij . Notemos
que (hi−1,j · fij) · h̄ij '∂I ((hi−1,j · gi−1,j+1) · h̄i−1,j+1)((hi−1,j+1 · fi,j+1) ·
h̄i,j+1)((hi,j+1 · ḡi,j+1) · h̄ij)

Si F ([si−1, si] × [tj, tj+1]) ⊂IntX1 , entonces tenemos que aij ∼
b′i−1,j+1ai,j+1b

′−1
i,j+1 y si está contenido en IntX2 , entonces

aij ∼ b′′i−1,j+1ai,j+1b
′′−1
i,j+1 . Sustituyendo y teniendo en cuenta que

b0,j+1 ∼ 1, b′ij ∼ b′′ij y que bm,j+1 ∼ 1 se obtiene a10a20 · · · am0 ∼
a11a21 · · · am1 ∼ an1an2 · · · amn ∼ 1 . Por lo tanto al1 · · · alk mediante
relaciones de R1 ∪R2 ∪R es equivalente a 1. �

Corolario 2.2. En las condiciones de teorema anterior si X1∩X2

es simplemente conexo, entonces π1(X, ∗) ∼= 〈S1 ∪ S2|R1 ∪R2〉 .

El siguiente resultado puede ser de gran utilidad ya que permite
calcular el grupo fundamental de los espacios que se construyen adjun-
tando celdas. El grupo fundamental de un espacio de este tipo depende
únicamente del tipo de homotoṕıa de su 2-esqueleto de modo que los
conjuntos de 1-celdas y 2-celdas determinan generadores y relaciones.
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Proposición 2.2. Sea f : S1 → X una aplicación continua y con-
sideremos el espacio X ∪f D2 = X

∐
D2/f(s) ∼ s, s ∈ S1 . Su-

pongamos que π1(X) = 〈S|R〉 y que a = [fp] = sε11 · · · sεnn sien-
do p : I → S1 la proyección canónica y s1, . . . sn ∈ S . Entonces
π1(X ∪f D2, ∗) ∼= 〈S|R ∪ {a}〉 .

PROBLEMAS

2.1. Calcular el grupo fundamental de X = C1 ∪ C2 , donde C1 =
{(x, y) ∈ R2|(x− 1)2 + y2 = 1} y C2 = {(x, y) ∈ R2|(x+ 1)2 + y2 = 1} .

Solución: Sea X la reunión de circunferencias C1 y C2 que se cortan
en un punto. Si tomamos X1 = {(x, y) ∈ X|x ≤ 1

2
} y X2 = {(x, y) ∈

X| − 1
2
≤ x} . Notemos que se verifican las condiciones del teorema de

Seifert-van Kampen 2.1 y que X1 ∩ X2 es contractil. La deformación
F : X1 × I → X1

F ((x, y), t) =

{
(x, y) , x ≤ 0,

(1, 0) + (1−t)(x,y)−(1,0)
|(1−t)(x,y)−(1,0)| , 0 ≤ x ≤ 1

2
.

}
hace que X1 tenga el mismo tipo de homotoṕıa que C1 , véase la propo-
sición 3.1 del caṕıtulo 1 . Por argumentos similares se obtiene que X2

tiene el mismo tipo de homotoṕıa que C2 . Sabemos por el teorema 2.1
del caṕıtulo 2 que una equivalencia de homotoṕıa induce isomorfismo
en los grupos fundamentales y por el teorema 2.1 del caṕıtulo 3 el gru-
po fundamental de la circunferencia es el grupo libre generado por un
elemento. Aśı que π1X1

∼= 〈a〉 y π1X2
∼= 〈b〉 . Entonces π1X ∼= 〈a, b〉 .

2.2. Sea X el siguiente subconjunto de R2 .

X = {(x, y) ∈ R2|x, y ∈ [−1, 1] y x ó y ∈ Z}

Determinar el grupo fundamental de X .

Solución: Consideremos los subspacios X1 = {(x, y) ∈ X|x ≤ 1
2
} y

X2 = {(x, y) ∈ X| − 1
2
≤ x} . Notemos que se verifican las condiciones

del teorema de Seifert-van Kampen 2.1 y que X1 ∩ X2 es contractil,
entonces si π1X1

∼= 〈S1|R1〉 y π1X2
∼= 〈S2|R2〉 se tiene que π1X ∼=

〈S1 ∪ S2|R1 ∪R2〉 .
Sea ahora Y = X1 y tomemos Y1 = {(x, y) ∈ Y |y ≤ 1

2
} , Y2 =

{(x, y) ∈ X|− 1
2
≤ y} . De nuevo se verifican las condiciones del teorema

de Seifert-van Kampen y que Y1∩Y2 es contractil. Si π1Y1
∼= 〈S1

1 |R1
1〉 y

π1Y2
∼= 〈S2

1 |R2
1〉 se tiene que π1X1

∼= 〈S1
1 ∪S2

1 |R1
1∪R2

1〉 . Análogamente,
π1X2

∼= 〈S1
2 ∪ S2

2 |R1
2 ∪ R2

2〉 . Como Y1 e Y2 y también los subespacios
de X2 son del tipo de homotoṕıa de una circunferencia, aplicando el
teorema 2.1 del caṕıtulo 2 y el teorema 2.1 del caṕıtulo 3, se tiene que
S1

1 = {a} , S2
1 = {b} , S1

2 = {c} , S2
2 = {d} y R1

1 = R2
1 = R1

2 = R2
2 = ∅ .

Por lo tanto π1X = 〈a, b, c, d〉 .
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2.3. Sea Xn la rosa de n pétalos; es decir, la unión de n circunfe-
rencias que se intersectan en un sólo punto. Demostrar que el grupo
fundamental de Xn es un grupo libre con n generadores.

Solución: Se puede probar por inducción. Los detalles de la de-
mostración dependeran del representante que tomemos de la rosa de
n pétalos en la clase de homeomorf́ıa. Por ejemplo, si denotamos por
Yn = [−1, 1] × {1, · · · , n} , se puede tomar como representante el co-
ciente Xn = Yn/(−1, i) ∼ (1, j) donde i, j ∈ {1, · · · , n} y denotemos
por π : Yn → Xn la proyección canónica. Tomemos

Z1 = π(Yn−1 ∪ {(r, n)||r| ≥ 1

2
}) ,

Z2 = π(([−1, 1]× {n}) ∪ {(r, i)||r| ≥ 1

2
, 1 ≤ i ≤ n− 1}) .

Notemos que Z1 se deforma fuertemente hasta Xn−1 mediante la ho-
motoṕıa

F (π(r, i), t) =

{
π(r, i) , 1 ≤ i ≤ n− 1,
π(1− t)r + t r|r| , n) , i = n .

}
De modo parecido se ve qeu Z2 se se deforma fuertemente a una circun-
ferencia y que Z1∩Z2 es contractil. Entonces por hipótesis de inducción
π1(Z1) ∼= 〈a1, · · · , an−1〉 y además π1(Z2) ∼= 〈an〉 por el teorema 2.1 del
caṕıtulo 3. Aplicando el teorema de Seifert-van Kampen 2.1 , se obtiene
que π1(Xn) ∼= 〈a1, · · · , an〉 .

2.4. Probar que un grafo finito tiene el mismo tipo de homotoṕıa
que una rosa de pétalos.

Solución: En primer lugar, probemos el siguiente resultado:

Lema: Si A ⊂ X , A contractil y (A× I) ∪ (X × 0) es un retracto
de X × I , entonces p : X → X/A es una equivalencia de homotoṕıa.

Demostración: Puesto que A es contráctil existe una homotoṕıa
g′ : A× I → A tal que g′(a, 0) = a para a ∈ A y g′(a, 1) = x0 con x0 ∈
A . Realizemos una primera extensión tomando g : (A×I)∪(X×0)→ X
de modo que g(a, t) = g′(a, t) , (a, t) ∈ A×I y g(x, 0) = x , x ∈ X .
Extendamos de nuevo g a una homotoṕıa G : X × I → X definida
por G = gr , donde r es la retracción existente. Denotemos por ∗ la
clase de equivalencia A del cociente X/A . Notemos que puesto que
pG(A× I) = ∗ , se obtiene una homotoṕıa pG : (X/A)× I → X/A tal
que el diagrama

X × I G //

p×idI
��

X

p

��
(X/A)× I

pG

// X/A

conmuta.
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Además G∂1(A) = x0 , luego existe una única G∂1 : X/A → X tal
que G∂1p = G∂1 . Veamos que p : X → X/A y G∂1 : X/A → X son
equivalencias de homotoṕıa. Por un lado

G∂1p = G∂1 ' G∂0 = idX .

Por otro lado,

pG∂0p = pG(p× idI)∂0 = pG∂0 = p = idX/A p .

Entonces pG∂0 = idX/A . Tambien se tiene que

pG∂1p = pG(p× idI)∂1 = pG∂1 = pG∂1p .

Por lo tanto pG∂1 = pG∂1 . Aśı que cada una es inversa de la otra.

Sea ahora G un grafo y σ una arista que une dos vértices distintos
de G . Puesto que ((∂I)× I) ∪ (I × 0) es un retracto de I × I , no es
dificil ver que (σ × I) ∪ (G× 0) es un retracto de G× I . Por lo tanto
G → G/σ es una equivalencia de homotoṕıa. Notemos que G/σ es de
nuevo un grafo finito, pero con un vértice menos. El proceso anterior se
puede repetir y cada vez se reduce un vértice. Al final queda un grafo
con un sólo vértice; es decir, una rosa de pétalos.

2.5. Probar que un grupo libre es siempre el grupo fundamental de
algún grafo.

2.6. Calcular una presentación del grupo fundamental del subcon-
junto del plano formado por aquellos puntos que al menos tienen una
coordenada entera.

2.7. Calcular el grupo fundamental de la 2-esfera.

Solución: En primer lugar observamos que este grupo fundamental
ya lo hemos calculado en el problema 1.7 del caṕıtulo 3. Veamos que su
cálculo es mucho más simple si se dispone del teorema de Seifert-van
Kampen.

Sea X = S2 , X1 = S2 \ {(0, 0, 1)} y X2 = S2 \ {(0, 0,−1)} . Utili-
zando la proyección estereográfica se tiene que X1 = S2 \ {(0, 0, 1)} es
homeomorfo a R2 que también es homeoformo a X2 = S2\{(0, 0,−1)} .
Puesto que R2 es contractil, se tiene que π1(X1) ∼= π1(X2) ∼= 1 . Apli-
cando el teorema de Seifert-van Kampen 2.1 se tiene que π1(S2) ∼= 1 .

2.8. Calcular el grupo fundamental del toro.

2.9. Probar que todo conmutador trivial del grupo fundamental de
un espacio se puede “representar”por la restricción de una aplicación
continua y basada de un toro basado a la reunión del meridiano y del
paralelo que pasan por el punto base.

Solución: Sea un conmutador aba−1b−1 ∈ π1(X) . Si a = [f ] y b = [g]
y aba−1b−1 = 1 , se tiene que el lazo ((f ·g) · f̄)ḡ es nulhomótopo. Por lo
tanto, como consecuencia del problema 3.16 del caṕıtulo 1, la aplicación
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F ′′ : (∂I×I)∪(I×∂I)→ X dada por F ′′(k, t) = g(t) k ∈ ∂I , t ∈ I
y F ′′(s, l) = f(s) , s ∈ I , l ∈ ∂I , extiende a una aplicación F : I× I →
X tal que F∂0 = f , F∂1 = f , F (0, t) = g(t) , F (1, t) = g(t) .
Denotemos por π : I × I → S1×S1 la aplicación cociente. Por lo tanto
existe una aplicación continua y basada F ′ : S1 × S1 → X tal que
F ′π = F y F ′π(s, l) = f(s) , l ∈ ∂I y F ′π(k, t) = f(t) , k ∈ ∂I.
Rećıprocamente, una aplicación continua y basada F ′ : S1 × S1 → X
determina f, g tal que ((f · g) · f̄)ḡ ' ex0 , donde x0 es el punto base
de X . Si a = [f ] y b = [g] el conmutador aba−1b−1 es trivial.

2.10. Dado un espacio basado construir un nuevo espacio cuyo gru-
po fundamental sea el abelianizado del grupo fundametal del primer
espacio.

Indicación: Para cada conmutador aba−1b−1 ∈ π1(X) pegar un disco
por medio del correspondiente lazo ((f ·g)· f̄)ḡ al espacio X . El espacio
resultante Xab verifica que π1(Xab) ∼= abπ1(X) , donde abπ1(X) es el
abelianizado del grupo π1(X) .

2.11. Sea X el toro menos un punto. Demostrar que el grupo fun-
damental de X es un grupo libre con dos generadores.

2.12. Calcular el grupo fundamental del plano proyectivo.

Solución: Sea D = {x ∈ R2||x| ≤ 1} el disco unidad y consideremos
el plano proyectivo real P obtenido al identificar punto ant́ıpodas del
borde ∂D = {x ∈ D||x| = 1} . Sea [·] : D → P la proyección canónica,
notemos que si |x| = 1 , se tiene que [x] = [−x] .

Sea X1 = {[x]||x| ≤ 3
4
} y sea X2 = {[x]||x| ≥ 1

4
} . Considere-

mos la circunferencia Σ = {[x]||x| = 1} . La inclusión Σ → X2 es
una equivalencia de homotoṕıa. La inversa homotópica viene dada por
θ : X2 → Σ , θ[x] = [ x|x| ] . Para verlo es suficiente tomar la deformación

D : X2 × I → X2 dada por D([x], t) = [(1 − t)x + t x|x| ] . Sea x2 ∈ D
tal que |x2| = 1

2
, notemos que θ∗ : π1(X2, [x2])→ π1(Σ, [ x2

|x2| ]) es un iso-

morfismo. Sea σ : I → X2 el arco σ(t) = [(1− t)x2 + t x2

|x2| ] y f : I → X2

dado por f(t) = [(cosπt, sen πt)] . Notemos que θ∗([(σ · f) · σ̄]) = [f ] .
Luego a = [(σ · f) · σ̄] es un generador de π1(X2, [x2]) . El camino
g : I → X1 ∩X2 , g(t) = [1

2
(cos 2πt, sen 2πt)] verifica que

θg(t) = [(cos 2πt, sen 2πt)] =

{
[(cos 2πt, sen 2πt)] t ≤ 1

2
[(− cos 2πt,− sen 2πt)] t ≥ 1

2

}

=

{
[(cos 2πt, sen 2πt)] t ≤ 1

2
[(cos(2πt− π), sen(2πt− π))] t ≥ 1

2

}
= (f · f)(t)

Entonces θ∗[g] = [f ][f ] . Luego si φ2 : X1 ∩ X2 → X2 es la inclu-
sión canónica y b = [g] es el generador de π1(X1 ∩X2, [x2]) , entonces
(φ2)∗(b) = a2 . Por otro lado, si φ1 : X1 ∩ X2 → X1 es la inclusión



72 4. TEOREMA DE SEIFERT VAN-KAMPEN

canónica se tiene que (φ1)∗(b) = 1 , ya que X1 es contráctil. En-
tonces aplicando el teorema de Seifert-van Kampen 2.1 se tiene que
π1(P, [x2]) ∼= 〈a|a2 = 1〉 es el grupo ćıclico de orden dos.

2.13. Probar que todo elemento de orden dos del grupo fundamental
de un espacio topologico se puede “representar” como la restricción de
una aplicación continua basada del plano proyectivo real basado en el
espacio a una de sus rectas proyectivas que pase por el punto base.

2.14. Sea X el plano proyectivo menos un punto. Demostrar que el
grupo fundamental de X es el grupo ćıclico infinito.

2.15. Sea X la reunión basada de dos toros basados. Determinar el
grupo fundamental de X .

2.16. Calcular el grupo fundamental de una superficie orientable de
género g .

Solución: Sea un discoD con su borde dividido en 4g arcos a1, b1, ā1 ,
b̄1, a2, b2, ā2, b̄2, · · · , ag, bg, āg, b̄g . La superficie se obtiene al identificar
cada arista con la correspondiente arista con barra pero tomando la
orientación opuesta. Denotemos por [·] : D → Fg la aplicación cociente.
Es bien conocido, véase [24], que Fg es una superficie conexa orientable
y g es denominado como el género de la superficie.

De modo análogo al caso de plano proyectivo tomemos los sub-
espacios X1 = {[x]||x| ≤ 3

4
} y X2 = {[x]||x| ≥ 1

4
} . Consideremos

Σ = {[x]||x| = 1} . La inclusión Σ → X2 es una equivalencia de
homotoṕıa. La inversa homotópica viene dada por θ : X2 → Σ , θ[x] =
[ x|x| ] . Para verlo es suficiente tomar la deformación D : X2 × I → X2

dada por D([x], t) = [(1 − t)x + t x|x| ] . Sea x2 ∈ D tal que |x2| = 1
2

,

notemos que θ∗ : π1(X2, [x2]) → π1(Σ, [ x2

|x2| ]) es un isomorfismo. Sea

σ : I → X2 el arco σ(t) = [(1 − t)x2 + t x2

|x2| ] de modo que x2

|x2| sea un

vértice. Nótese que Σ es homeomorfo a un racimo de 2g circunferencias
y por el problema 2.3 se tiene que π1(Σ) ∼= 〈a1, b1, a2, b2, · · · , ag, bg〉
Tomando A1 = σa1σ̄, B1 = σb1σ̄, · · · , Ag = σagσ̄, Bg = σbgσ̄ se tiene
que π1(X2) ∼= 〈A1, B1, A2, B2, · · · , Ag, Bg〉 .

Si φ2 : X1∩X2 → X2 es la inclusión canónica y C es el generador de
π1(X1∩X2, [x2]) , entonces (φ2)∗(C) = A1B1A

−1
1 B−1

1 · · ·AgBgA
−1
g B−1

g .
Por otro lado, si φ1 : X1∩X2 → X1 es la inclusión canónica se tiene que
(φ1)∗(C) = 1 , ya que X1 es contráctil. Entonces aplicando el teorema
de Seifert-van Kampen 2.1 se sigue que π1(Fg]) es isomorfo a

〈A1, B1, A2, B2, · · · , Ag, Bg|A1B1A
−1
1 B−1

1 · · ·AgBgA
−1
g B−1

g = 1〉 .
2.17. Calcular el grupo fundamental de una superficie no orientable

de género g .

Solución: Sea un disco D con su borde dividido en 4g + 2 arcos

a1, b1, ā1, b̄1, a2, b2, ā2, b̄2, · · · , ag, bg, āg, b̄g, c, c .
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La superficie se obtiene al identificar cada arista con la correspondiente
arista con barra y la arista c con la siguiente c . Denotemos por [·] : D →
N la aplicación cociente. De nuevo referimos al lector a libro [24] para
que compruebe que efectivamente se trata de la superficie conexa no
orientable de género g .

De modo análogo a los casos anteriores y con notación similar se
obtiene que Σ es homeomorfo a un racimo de 2g + 1 circunferencias y

π1(Σ) ∼= 〈a1, b1, a2, b2, · · · , ag, bg, c〉

Tomando A1 = σa1σ̄, B1 = σb1σ̄, · · · , Ag = σagσ̄, Bg = σbgσ̄, C = σcσ̄
se tiene que π1(X2) ∼= 〈A1, B1, A2, B2, · · · , Ag, Bg, C〉 .

Si φ2 : X1 ∩X2 → X2 es la inclusión canónica y D es el generador
de π1(X1 ∩X2, [x2]) , entonces

(φ2)∗(D) = A1B1A
−1
1 B−1

1 · · ·AgBgA
−1
g B−1

g CC .

Por otro lado, si φ1 : X1∩X2 → X1 es la inclusión canónica se tiene que
(φ1)∗(C) = 1 , ya que X1 es contráctil. Entonces aplicando el teorema
de Seifert-van Kampen 2.1 se tiene que π1(N) es isomorfo a

〈A1, B1, A2, B2, · · · , Ag, Bg, C|A1B1A
−1
1 B−1

1 · · ·AgBgA
−1
g B−1

g C2 = 1〉 .

2.18. Calcular el grupo fundamental del cociente de un 2-simplex
ABC que identifica la arista AB con la arista AC y con la BC .

2.19. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de una
región pentagonal identificando sus lados como indica la figura:

•
a1

wwoooooooooooooo

• •

a2

ggOOOOOOOOOOOOOO

•
a2

__@@@@@@@

a1

// •
a2

??~~~~~~~

2.20. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de re-
giones hexagonales identificando sus lados como indican las figuras:

a)

• •a2oo

•

a1

??~~~~~~~
•

a1

__@@@@@@@

•
a1

__@@@@@@@
•

a2

oo
a1

??~~~~~~~
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b)

• a1 // •
a1

��@@@@@@@

•

a2

??~~~~~~~
•

a1��~~~~~~~

•
a2

__@@@@@@@
•

a2

oo

c)

• a1 // •
a1

��@@@@@@@

•

a1

??~~~~~~~
•

•
a2

__@@@@@@@

a2

// •
a1

??~~~~~~~

2.21. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de la
siguiente región octogonal identificando sus lados como indica la figura:

•
a3

��~~~~~~~

a4 // •

• •

a4

__@@@@@@@

a3

��
•

a2

OO

•

•
a1

__@@@@@@@

a1

// •
a2

??~~~~~~~

2.22. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de una
región, en forma de “corona”, identificando sus bordes como indica la
figura:

•

•

a1

77oooooooooooooo • •

a1

ggOOOOOOOOOOOOOO

•
a2

OO

a1
''OOOOOOOOOOOOOO •

b
??~~~~~~~

•
b

oo

b
__@@@@@@@

•
a2

OO

a1
wwoooooooooooooo

•

2.23. Sea X la reunión de la 2-esfera S2 = {(x1, x2, x3)|x2
1+x2

2+x2
3 =

1} y el 2-disco D2 = {(x1, x2, x3)|x2
1 + x2

2 ≤ 1 , x3 = 0} .

a) Calcular el grupo fundamental de X.
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b) Sea S2
+ = {(x1, x2, x3)|x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1 , x3 ≥ 0} . Probar que
S2

+ ∪D2 es un retracto de X .
c) Sea S1 = (x1, x2, x3)|x2

1 + x2
2 = 1 , x3 = 0} . Probar que S1 no

es un retracto de X .

Solución: a) Sea X1 = {(x1, x2, x3) ∈ X|x3 6= 1} y sea X2 =
{(x1, x2, x3) ∈ X|x3 6= −1} . Se tiene que D : X1 × I → X1 dada
por

D(x, t) =


(x, t) x3 ≤ 0 ,

(1−t)(x1,x2,x3)+t 1√
x2
1+x2

2

(x1,x2,x3)

|(1−t)(x1,x2,x3)+t 1√
x2
1+x2

2

(x1,x2,x3)| 0 ≤ x3 < 1

deforma X1 a S2
−∪D2 donde S2

− = {(x1, x2, x3) ∈ S2|x3 ≤ 0} . Además
el espacio S2

−∪D2 es homeomorfo a S2 . Por lo tanto π1(X1) ∼= π1S
2) ∼=

1 , según hemos visto en el problema 2.7 . Análogamente, π1(X2) ∼= 1 .
Puesto que X1, X2 satisfacen las condiciones del teorema de Seifert-van
Kampen 2.1, se tiene que π1(X) ∼= 1 .

b) Sea la retracción r : X → S2
+ ∪D2 dada por

r(x1, x2, x3) =

{
(x1, x2, x3) 0 ≤ x3 ,

(x1, x2, 0) x3 ≤ 0 .

Está bien definida y r|S2
+∪D2 = id .

c) Si S1 → X es un retracto se tiene que π1(S1) → π1(X) es un
monomorfismo. Pero π1(S1) es un ćıclico infinito y π1(X) es trivial.
Esto conduce a la contradicción de que existe una aplicación inyectiva
de un contable no finito en un conjunto unipuntual.

2.24. Tomemos ahora la circunferencia como los complejos de módu-
lo uno; es decir S1 = {z| |z| = 1} y sea X el espacio obtenido al
identificar en la tapa inferior del anillo S1 × [−1, 1] puntos ant́ıpodas
y en la tapa superior del anillo aquellos puntos que se obtengan al rea-
lizar giros de 120 grados. Es decir, X es el cociente de S1 × [−1, 1]
determinado por las dos relaciones de equivalencia siguientes:

(z,−1) ∼ (−z,−1) , z ∈ S1

(z, 1) ∼ (ze
2πi
3 , 1) ∼ (ze

4πi
3 , 1) , z ∈ S1

a) Calcular el grupo fundamental.
b) Encontrar el centro del grupo anterior y probar que dicho gru-

po módulo su centro tiene un elemento de torsión de orden dos
y otro de orden tres.

c) Probar que este espacio X no puede ser homeomorfo a una
superficie compacta y conexa.

2.25. Sea X la reunión de la 2-esfera S2 = {(x1, x2, x3)|x2
1+x2

2+x2
3 =

1} y el 1-disco D1 = {(x1, x2, x3)|x1 = 0 = x2 , −1 ≤ x3 ≤ 1} .
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a) Calcular el grupo fundamental de X.
b) Probar que S2 es un retracto de X .
c) Probar que S2 no es un retracto por deformación fuerte de X .

2.26. Sea X el cociente del 2-cubo [0, 1]× [0, 1] determinado por las
relación de equivalencia determinada por

(0, t2) ∼ (1, s2) , 0 ≤ t2 ≤ 1 , 0 ≤ s2 ≤ 1 ,

(t1, 0) ∼ (t1, 1) , 0 ≤ t1 ≤ 1.

a) Calcular el grupo fundamental de X.
b) Probar que X no es una superficie.
c) Probar que si p : [0, 1] × [0, 1] → X es la aplicación cociente,

entonces p
(
(0, 1) × [0, 1]

)
es del tipo de homotoṕıa de una

circunferencia.

2.27. Sea K un subconjunto compacto de Rn , n > 2 , tal que Rn\K
es conexo por caminos. Sea h : Rn → Sn \ {(1, 0. · · · , 0)} el homeomor-
fismo dado por h(x1. · · · , xn) = 1

1+‖x‖2 (‖ x ‖2 −1, 2x1, 2x2, · · · , 2xn) .

Demostrar que si x0 ∈ Rn \ K , entonces π1(Rn \ K, x0) ∼= π1(Sn \
h(K), h(x0)) .

2.28. Demostrar que si un subconjunto W de R3 es homeomorfo a
a la 2-bola abierta, entonces W no es entorno de ninguno de sus puntos
en R3 .

2.29. Sea X = (Sn−1×R) \ {x1, · · · , xk} , n ≥ 2 , donde x1, · · · , xn
son puntos de dicho producto. ¿Cuál es el grupo fundamental de X?

2.30. Considerar el espacio X = ([−2, 2]×[−1, 1])\{(−1, 0), (1, 0)} .

a) Calcular una presentación, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .

b) Estudiar si ({−2, 0, 2} × [−1, 1]) ∪ ([−2, 2] × {−1, 1}) es un
retracto de X .

c) ¿Es X homeomorfo a Y = ([−2, 2]× [−1, 1]) \ {(0, 0)}?

2.31. Denotemos por K = [−1, 1] con la topoloǵıa usual. Sea X =
(∂K × ∂K ×K) ∪ (K ×K × ∂K) .

a) Calcular una presentación, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .

b) ¿Es X un retracto de K3?
c) ¿Es X del mismo tipo de homotoṕıa que la 2-esfera menos

cuatro puntos?
d) ¿Es X homeomorfo a la 2-esfera menos cuatro puntos?

2.32. Sea C = {(x, y, z)|x2 +y2 = 1} el cilindro infinito. Considerar
el espacio X = C \ {(1, 0, 0)} .

a) Calcular una presentación, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .
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b) Estudiar si la inclusión i : X → C induce un isomorfismo en el
grupo fundamental.

c) ¿Es el espacio X un retracto de C?
d) ¿Es el espacio X homeomorfo a R2?

2.33. Denotemos por K = [−1, 1] con la topoloǵıa usual. Sea X =
((({0} × ∂K) ∪ (∂K × {0}))×K) ∪ (K ×K × ∂K) .

a) Calcular una presentación, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .

b) ¿Es K ×K × {−1} un retracto de X?
c) ¿Es K ×K × {−1} un retracto por deformación de X?
d) ¿Es X del tipo de homotoṕıa de un grafo finito?





CAṔıTULO 5

SUPERFICIES

Una superficie es un espacio topológico Y tal que cada y ∈ Y tiene
un entorno homeomorfo a una 2-bola (ver ejemplo 1.7). En este caṕıtu-
lo estudiamos la clasificación de las superficies compactas conexas y
Hausdorff. Si quitamos la condición de Hausdorff tenemos numerosos
ejemplos un tanto patológicos que dificultan la obtención de un teorema
de clasificación. Sin embargo la condición de conexión se puede eliminar
ya que el problema se reduce a clasificar cada una de sus componen-
tes. Cuando eliminamos la condición de compacidad la clasificación se
complica bastante de modo que en este caso la cardinalidad de la clase
de superficies módulo homeomorfismo deja de ser contable. Además en
este caso es conveniente imponer la condición de segundo numerable
ya que en el caso no segundo contable hay de nuevo muchos ejemplos
que también se suelen considerar patológicos.

Hay un teorema de Radó [R25] cuya demostración viene reprodu-
cida en el libro de Ahlfors y Sario [1] que asegura una superficie que
sea Hausdorff y segundo contable es triangulable. Es por ello que en
este caṕıtulo supondremos de partida que las superficies que queremos
clasificar son triangulables.

1. Conjuntos semi-simpliciales

Definición 1.1. Llamaremos conjunto semi-simplicial a un par
(X,S) donde S es una familia de subconjuntos finitos de X que verifica
las siguientes propiedades:

(i) Si x ∈ X entonces {x} ∈ S,
(ii) si τ ∈ S entonces τ 6= ∅,

(iii) si ∅ 6= τ ⊂ σ ∈ S, entonces τ ∈ S .

Si σ = {x0, · · · , xn} es un elemento de S, diremos que σ es un n-
śımplice y n es la dimensión de σ . Dado un conjunto semi-simplicial
(X,S), diremos que tiene dimensión m si m es el máximo de las dimen-
siones de sus śımplices. Para el caso que S sea infinito puede ocurrir que
la dimensión del conjunto semi-simplicial sea∞ . Es conveniente obser-
var que en un conjunto semi-simplicial (X,S) la familia de los śımplices
S determina el conjunto X al considerar śımplices de dimensión cero.
Aśı que en ocasiones un conjunto semi-simplicial se denotará únicamen-
te mediante S . También con el fin de simplicar la notación si T ⊂ S,
en general T no es un conjunto semi-simplicial, sin embargo si a T se

79
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se añaden todas las caras de sus śımplices, entonces el resultado śı que
es un conjunto semi-simplicial < T > que es un subconjunto de S .
Diremos que < T > es el conjunto simplicial generado por T .

Si (v0, · · · vn) son vectores de un espacio vectorial real de dimensión
finita, consideremos el conjunto

|(v0, · · · vn)| = {λ0v0 + · · ·λnvn|
n∑
i=0

λi = 1, 0 ≤ λi ∈ R}

provisto de la topoloǵıa usual. Si (v0, · · · vn) son linealmente indepen-
dientes diremos que |(v0, · · · vn)| es un n-śımplice y en otro caso diremos
que es un n-śımplice degenerado. Para 0-śımplices utilizaremos el nom-
bre de vértices, para 1-śımplices, aristas y para 2-śımplices, cáras.

Definición 1.2. Sea V el espacio vectorial libre sobre el conjun-
to X, llamaremos realización canónica de un conjunto semi-simplicial
(X,S) al conjunto

|(X,S)| = {λ0v0 + · · ·λnvn|
n∑
i=0

λi = 1, 0 ≤ λi ∈ R, {v0, · · · , vn} ∈ S}

provisto con la topoloǵıa final generada por las inclusiones asociadas a
cada {v0, · · · vn} ∈ S

|(v0, · · · vn)| ⊂ |(X,S)| .

Definición 1.3. Una triangulación de un espacio topológico Y es
un homeomorfismo φ : |(X,S)| → Y . Diremos que un espacio es trian-
gulable si admite una triangulación. Llamaremos espacio triangulado a
un espacio topológico Y junto con una triangulación φ : |(X,S)| → Y .

Definición 1.4. Una aplicación de conjuntos semi-simpliciales f :
(X,S)→ (Y, T ) es una aplicación f : X → Y tal que si σ ∈ S, entonces
f(σ) ∈ T . Una aplicación f : (X,S) → (Y, T ) de conjuntos semi-
simpliciales, induce una aplicación continua |f | : |(X,S)| → |(Y, T )|,
llamada realización de f , dada por

|f |(λ0v0 + · · ·λnvn) = λ0f(v0) + · · ·λnf(vn),
n∑
i=0

λi = 1, 0 ≤ λi ∈ R

Sean ϕ : |(X,S)| → X̄ , φ : |(Y, T )| → Ȳ espacios triangulados. Una
aplicación continúa ḡ : X̄ → Ȳ diremos que es una aplicación simplicial,
si existe una aplicación semi-simplicial g : (X,S)→ (Y, T ) tal que ḡ =
ϕ−1|f |φ .

Si una aplicación f : (X,S)→ (Y, T ) de conjuntos semi-simplicales
verifica que f es inyectiva, diremos que (X,S) es un subconjunto semi-
simplicial de (Y, T ) . Notemos que un subconjunto S ′ ⊂ S determina
un subconjunto semi-simplical (X ′, 〈S ′〉) donde X ′ = ∪σ′∈S′σ′ y 〈S ′〉 =
{τ ∈ S|τ ⊂ σ ∈ S ′} .
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Dado un conjunto finito, X = {v0, · · · , vn} llamaremos también
n-śımplice al conjunto semi-simplicial S formado por todos los subcon-
juntos no vaćıos de X .

Definición 1.5. Un camino semi-simplicial de n vértices es un
conjunto semi-simplicial de la forma (X,S) con X = {v0, · · · , vn} y

S = {{v0}, · · · , {vn}, {v0, v1}, {v1, v2}, · · · , {vn−1, vn}} .

Una circunferencia semi-simplicial de n vértices es un conjunto semi-
simplicial de la forma (X,C) con X = {v0, · · · , vn} y

C = {{v0}, · · · , {vn}, {v0, v1}, {v1, v2}, · · · , {vn−1, vn}, {vn, v0}} .

Llamaremos camino a un espacio topológico que admita una triangula-
ción mediante un camino semi-simplicial y similarmente definimos una
circunferencia topológica.

Definición 1.6. Sea (X,S) un conjunto semi-simplicial y σ ∈ S,
llamaremos estrella de σ al subconjunto semi-simplicial {τ ∈ S|∃ρ ∈
S , τ ∪ σ ⊂ ρ} . Llamaremos halo de σ al subconjunto semi-simplicial
{τ ∈ S|∃ρ ∈ S , τ ∪ σ ⊂ ρ , τ ∩ σ = ∅} .

En las siguientes secciones se van a considerar con frecuencia trian-
gulaciones de discos, es decir homeomorfismos de la forma φ : |(X,S)| →
D2 .

2. Complejos celulares

Definimos a continuación la noción de complejo celular que tam-
bién se denomina CW-complejo. Es una noción que admite como casos
particulares los espacios topológicos triangulados. En general, un espa-
cio triangulado finito admite descomposiciones celulares con un menor
número de células. Este hecho favorece el cálculo de homoloǵıas y coho-
moloǵıas, ya que las matrices de incidencia son más pequeñas. En la
siguiente sección veremos que las superficies compactas y Haussdoff ad-
miten descomposiciones celulares sencillas y además estas estructuras
de complejos celulares permiten su clasificación módulo homeomorfis-
mo.

Dadas dos aplicaciones continuas f : A → X, g : A → Y , diremos
que un cuadrado commutativo

A
f //

g

��

X

p

��
Y

q // Z

es la suma amalmagada de f y g, si Y tX
q+p // Z es la aplicación

cociente inducida por las relaciones f(a) ∼ g(a) , a ∈ A .



82 5. SUPERFICIES

Definición 2.1. Un complejo celular (CW-complejo) consiste en
un espacio topológico X junto con una filtración X0 ⊂ X1 ⊂ X2 · · · ⊂
X que satisface las siguientes propiedades:

(i) X0 es un espacio discreto, y, para n ≥ 1, existen un conjunto
de ı́ndices An (posiblemente vaćıo), aplicaciones de pegamien-
to {ϕα : Sn−1

α → Xn−1|α ∈ An} y aplicaciones caracteŕısticas
{φα : Dn

α → Xn|α ∈ An} (donde Sn−1
α es una (n − 1)-esfera

y Dn
α un n-disco) de modo que el siguiente cuadrado es una

suma amalgamada:

tα∈AnSn−1
α

Σϕα //

��

Xn−1

��
tα∈AnDn

α

Σφα // Xn

(ii) X =
⋃
n∈NX

n y además F es cerrado en X si y sólo si F ∩Xn

es cerrado en Xn para todo n ≥ 0 .

Cada φα(Dn
α) se llama n-célula de X (o n-celda) y Xn es el n-

esqueleto de X. Si existe n tal que Am es vaćıo para todo m > n,
diremos que X tiene dimensión finita y llamaremos dimensión de X a
dim X = min {n| para todo m > n,Am = ∅} . En oro caso, diremos
que dim X = ∞ . Utilizaremos también, la terminoloǵıa de vértices,
aristas y caras para las 0-células, 1-células y 2-células, respectivamente.

Es importante observar que un espacio triangulado φ : |(X,S)| → Y
admite de modo natural una filtración Y 0 ⊂ Y 1 · · · ⊂ Y 2 · · · ⊂ Y , don-
de Y n es la unión de la familia de subconjuntos {φ(|σ|)| dimensión σ ≤
n} . Si para cada σ ∈ S tomamos un homeomorfismo θσ : Dn → |σ|,
donde n es la dimensión de σ, entonces las aplicaciones caracteŕısticas
y de pegamiento dadas por φσ = φθσ y ϕσ = φσ|∂Dn (∂Dn = Sn−1) de-
terminan en Y una estructura natural de espacio celular.

Definición 2.2. Sea X un complejo celular con un número finito
de células. Llamaremos caracteŕıstica de Euler al siguiente entero

ξ(X) = |A0| − |A1|+ |A2| − · · ·+ (−1)dimX |AdimX |
donde |Ai| denota el cardinal del conjunto.

Una de las propiedades importantes de la caracteŕıstica de Euler es
que es no depende de la descomposición celular que se considere en el
espacio topológico. Una demostración de esta propiedad se puede ver
en cualquier libro que desarrolle la homoloǵıa singular, por ejemplo en
el libro de Massey [25].

PROBLEMAS

2.1. Probar que si X e Y tienen estructura de CW-complejo, en-
tonces X × Y admite una estructura de CW-complejo cuya topoloǵıa
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es más fina que la topoloǵıa producto. Estudiar condiciones suficien-
tes para que el CW-complejo X × Y tenga precisamente la topoloǵıa
producto.

2.2. Probar que si A es un subcomplejo de X, entonces el cociente
X/A admite una estructura natural de CW-complejo.

2.3. Sean (X, x0) e (Y, y0) son CW-complejo basados y sean X∨Y =
{(x, y) ∈ X × Y |x = x0 o y = y0}, X ∧ Y = (X × Y )/(X ∨ Y ) .
Probar que X ∨ Y , X ∧ Y admiten una estructura de CW-complejo.

2.4. Sea X un CW-complejo y define su cono como el espacio CX =
(X × I)/(X × {1}) y si (X, x0) es un CW-complejo basado define su
cono reducido por C̃X = (X×I)/((X×{1})∪({x0}×I)) . Probar que
el cono y el cono reducido tienen estructura de CW-complejo. Además
probar que salvo homeomorfismo X es subcomplejo de su cono, y para
el caso basado de su cono reducido.

2.5. Sea X un CW-complejo y define su suspension como el espacio
SX = CX/X y si X es un CW-complejo basado define su suspensión
reducida por S̃X = C̃X/X . Probar que la suspensión y la suspensión
reducida tienen estructura de CW-complejo.

2.6. Probar que la suspención y la suspensión reducida de Sn es
Sn+1.

2.7. Probar que Sn ∧ Sm = Sn+m.

2.8. Dar una estructura de CW-complejo a un grafo.

2.9. Dar una estructura de CW-complejo a cada superficie compac-
ta

2.10. Dar una estructura de CW-complejo a R y a Rn .

2.11. Dar una estructura de CW-complejo a Sn que tenga 2(n+ 1)
celdas.

2.12. Dar una estructura de CW-complejo al espacio proyectivo real
P n(R).

2.13. Dar una estructura de CW-complejo al espacio proyectivo
complejo y cuaterniónico P n(C), P n(H).

2.14. Considerar S∞ el espacio reunión de la filtración S0 ⊂ S1 ⊂
S2 ⊂ · · · y similarmente los espacios P∞(R), P∞(C), P∞(H) . Probar
que tienen una estructura natural de CW-complejo.

2.15. Probar que S∞ es un espacio contractible.

2.16. Supongamos que A es un subcomplejo de X y que A es con-
tractible. Probar que existe una retracción r : X → A .

2.17. Sean Xn , Y n los n-esqueletos de dos CW-complejos X, Y
que son homotópicamente equivalentes y que no tienen (n+ 1)-celdas.
Probar que Xn , Yn son también homotópicamente equivalentes.
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3. Clasificación de las superficies trianguladas

En esta sección damos el teorema de clasificación para superficies
trianguladas. Partiendo de una cara de una superficie triangulada co-
nexa se le van adjuntado nuevas caras hasta que se consigue un disco
triangulado con un número par de aristas en su borde, identificando
éstas de dos en dos se recompone la superficie original. Incluimos a
continuación una demostración muy esquemática que sigue los pasos y
construcciones dadas en los libros de Massey [24] e Ivorra [20].

Definición 3.1. Una superficie semi-simplical es un conjunto semi-
simplicial (X,S) de dimensión 2 veficando las siguientes propiedades:

a) cada arista incide exactamente con dos caras, y
b) el halo de cada vértice es una circunferencia semi-simplicial.

Definición 3.2. Una superficie triangulada es un espacio topológi-
co Σ junto con un homeomorfismo φ : |(X,S)| → Σ, donde (X,S) es
una superficie semi-simplical.

Teorema 3.1. Sea Σ una superficie triangulada conexa. Entonces
Σ es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco triangu-
lado, cuyo borde es una circunferencia con un número par (mayor o
igual que 4) de aristas, identificando las aristas del borde por parejas.

Demostración. Tomemos una cara c1 de Σ y consideremos una
de sus aristas a2 . Por la definición 3.2 , a2 debe ser la arista de otra
cara c2 . Notemos que c1 distinta de c2 ya que al ser Σ una superfi-
cie triangulada, dos caras distintas no pueden compartir tres vértices.
Luego el conjunto semi-simplicial determinado por c1 y c2 es isomor-
fo a formado por la triangulación de un disco D2 que tiene dos caras
(triángulos) que comparten una arista. Notemos que el borde del disco
está formado por 3 + 1 aristas.

Veamos que se puede encontrar una ordenación c1, · · · , cn de todas
las caras de Σ y una elección de aristas a2, · · · , an de manera que para
i ∈ {2, · · · , n} , existe un único j ∈ {1, . . . , i− 1} tal que ai es la única
arista común de ci y cj . Para ello consideremos ordenaciones del tipo
anterior en las intervengan m caras con 2 ≤ m ≤ n . En el párrafo
anterior hemos visto que al menos existe una ordenación de este tipo
para m = 2 . Por un lado es bien conocido que si dos subconjuntos
conexos tienen intersección no vaćıa, su reunión es conexa. De aqúı se
sigue que si tenemos una ordenación del tipo anterior, c1, · · · cm con
elección de aristas a2, · · · , am , se tiene por inducción que su reunión es
conexa. Para ello hay que tener en cuanta que cualquier cara es conexa
y que para k ∈ {2, · · · ,m} , ck ∩ (c1 ∪ · · · ∪ ck−1) es conexa. Por otro
lado, puesto que cada cara es compacta y Σ es Hausdorff, entonces cada
cara es cerrada, y en consecuencia, la reunión (c1∪· · ·∪ cm) es cerrada.

Además podemos afirmar que existe una de estas ordenaciones en
la que intervienen todas las caras de Σ . En caso contrario, a partir
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de una cara que no estuviera en una ordenación maximal, podŕıamos
construir una nueva ordenación cuya reunión de caras seŕıa cerrada y
disjunta a la anterior. Teniendo en cuenta que hay un número finito
de caras, podŕıamos descomponer la superficie en una suma disjunta
y finita de cerrados. La existencia de esta descomposición contradice
la hipótesis de que la superficie Σ sea conexa. Por lo tanto existe una
ordenación de este tipo en la que intervienen todas las caras de Σ .
Podemos observar que el número de caras de una superficie es par, ya
que el número de aristas por dos es igual al número de caras por tres.

Observemos que se tienen las siguientes propiedades:
Si D y D′ son dos discos triangulados y a, a′ dos aristas de los

bordes de D y D′ e identificamos a con a′ de modo simplicial, entonces
D tD′/a = a′ es también un disco triangulado.

Una aplicación simplicial exhaustiva entre conjuntos semi-simpliciales
finitos, induce en su realización una aplicación cociente.

Para una ordenación de longitud 2 hemos visto que existe un dis-
co triangulado D2 y una aplicación simplicial exhaustiva. φ2 : D2 →
c1 ∪ c2 . Supongamos por inducción que φm : Dm → c1 ∪ · · · ∪ cm es
una aplicación simplicial exhaustiva, donde Dm es un disco triangula-
do. Si aumentamos en un grado la longitud de la ordenación podemos
extender φm de modo simplicial a φm+1 : Dm+1 → c1 ∪ · · · ∪ cm ∪ cm+1

enviando el único nuevo vértice de Dm+1 al vértice de cm+1 que no
está en am+1 . La aplicación simplicial final φn : Dn → c1 ∪ · · · ∪ cn
tiene la propiedad de que induce una biyección entre los conjuntos de
2-śımpĺıces. Ahora, si tomamos una arista de Σ, determinan dos caras
ci y cj de Σ que a su vez, determinan dos caras c′i y c′j de Dn . Tenemos
dos posibilidades, si c′i y c′j se cortan en una arista a′, entonces a′ se
aplica por medio de φn en a y además es la única arista que se aplica
en a. En otro caso, si las caras c′i y c′j no se cortan o se cortan en un
punto, existen dos aristas a′i y a′j que se aplican en a y además están
en el borde de Dn .

Notemos también que una ordenación del tipo anterior c1, · · · cn con
elección de aristas a2, · · · , an determina un disco con n caras, 1 + 2n
aristas de las cuales n+ 2 están en el borde y n+ 2 vértices que están
todos en el borde. Recordemos que además n debe ser par y 2n + 1
múltiplo de 3.

�

Sea Σ una superficie triangulada conexa, entonces por el teorema
anterior Σ es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un dis-
co triangulado, cuyo borde es una circunferencia con un número par
(mayor o igual que 4) de aristas, identificando éstas por parejas.

A cada pareja de aristas del borde del disco que se identifican para
formar en la superficie una sola arista le podemos asociar una letra.
También podemos elegir una orientación en la arista de la superficie
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que inducirá orientaciones en cada una de las aristas de la pareja que
se ha identificado. Por otro lado, vamos a tomar una orientación (por
ejemplo la de las agujas del reloj) en la circunferencia borde del disco.
Si la orientación de una de las aristas de la pareja y la propia de la
circunferencia coinciden pondremos a la letra exponente positivo +1 y
un -1 en caso contrario.

Una pareja de aristas diremos que es de primera especie si tiene
exponentes de signo contrario, y si son del mismo signo diremos que es
de segunda especie.

Ahora, si realizamos la lectura de la circunferencia siguiendo su
orientación y empezando en uno de sus vértices tendremos una palabra
del tipo aba−1cb · · · . En este caso la pareja asociada a la letra a es
de primera especie y la asociada a la letra b es de segunda especie.
Denotemos con letras mayúsculas A,B, · · · a subpalabras formadas
por aristas consecutivas de la palabra asociada a la circunferencia.

Veamos en primer lugar que la superficie se puede obtener mediante
una identificación asociada a una palabra de tipo AB, donde A =
x1x1 · · · xrxr y B no contiene parejas de segunda especie.

Las construcciones que se realizan a continuación determinan dis-
cos con una descomposición celular que inducen una estructura celular
en el cociente, pero que, en general, ya no son superficies trianguladas.
Éstas se podŕıan llevar a cabo mediante triangulaciones (con un poco
más de cuidado) pero como el objetivo es la clasificación módulo ho-
meomorfismo, es suficiente considerar superficies topológicas en las que
de modo natural se consideran adecuadas descomposiciones celulares
o, equivalentemente, estructuras de complejos celulares.

Lema 3.1. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admi-
te una lectura destrógira de la forma ABxCDxE, entonces se puede
construir un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura de la forma
AyDB−1yC−1E y tal que el cociente obtenido por identificaciones de
parejas de aristas sigue siendo el mismo.

Demostración. Tomemos una nueva arista y que empieza al final
de A y acaba en el final de C, véase Figura 1. Cortando por y se obtie-
nen dos discos AyDxE ∼ EAyDx y Cy−1Bx. Aplicando una simetŕıa
al segundo disco se obtiene uno nuevo cuyo borde es x−1B−1yC−1 .
Pegando el primer con el último disco por la arista x se obtiene el disco
EAyDB−1yC−1 ∼ AyDB−1yC−1E . �

Teorema 3.2. Sea Σ una superficie triangulada conexa. Entonces
Σ es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco triangu-
lado, cuyo borde es de la forma AB, donde A = x1x1 · · ·xrxr (r puede
ser 0) y B no contiene parejas de segunda especie.

Demostración. Supongamos que el borde del disco es de la forma
A′B′xC ′xD′ donde A′ o es vaćıo o es una sucesión de parejas de aristas
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Figura 1.

de segunda especie y supongamos que B′ es no vaćıa y x es la primera
arista de segunda especie que aparece después de A′. Tomemos un
arco simple (o un camino triangulado), y, que corte al disco y que
empiece al final de A′ y termine al final de C ′ . Aplicando el lema
anterior (con D vaćıo) se obtiene un un disco cuyo borde es de la
forma A′yB′−1yC ′−1D′ . Con esta operación hemos conseguido que la
primera arista de segunda especie aparezca después de A′ . Tomando
ahora un arco simple z que empiece después de A′ y termine después
de B′−1 y aplicando de nuevo el lema se obtiene un disco cuyo borde es
A′zzB′C ′−1D′ . De modo que hemos conseguido un nuevo A′′ = A′zz
que tiene un nuevo par de aristas de segunda especie. Reiterando las
veces necesarias este proceso se llega a que finalmente la lectura del
borde es de la forma AB donde A es una sucesión de parejas de segunda
especie y B no contiene aristas de segunda especie.

�

Dos parejas de aristas de primera especie x, x−1 e y, y−1 diremos
que son de segundo tipo si x, x−1 no son consecutivas y tampoco lo
son y, y−1 y además y, y−1 están en distintas componentes conexas del
complemento de x ∪ x−1 en el borde del disco.

Lema 3.2. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admite
una lectura destrógira de la forma ABxCDx−1E. Entonces se puede
construir un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura de la forma



88 5. SUPERFICIES

A

B
x C

D

x

E

y

A

y

D

x

E

B

x C

y

A

y

D

x

E

B

x C

y

A

y D

x

E
B

C

y

Figura 2.

AyDCy−1BE y tal que el cociente obtenido por identificaciones de
parejas de aristas sigue siendo el mismo. Además el nuevo disco contiene
en el borde el mismo número de aristas y las mismas aristas de segunda
especie que el inicial.

Demostración. Tomemos una nueva arista que empieza al fi-
nal de A y acaba en el final de C, véase Figura 2. Cortando por
y se obtienen dos discos AyDx−1E ∼ EAyDx−1 y xCy−1B. Pegan-
do el primer con el último disco por la arista x se obtiene el disco
EAyDCy−1B ∼ AyDCy−1BE . �

Teorema 3.3. Sea Σ una superficie triangulada conexa. Entonces
Σ es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco trian-
gulado, cuyo borde es de la forma ABC, donde A = x1x1 · · ·xrxr y
B = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s y C no contiene aristas de segunda es-
pecie y tampoco pares de aristas de primera especie y de segundo tipo.

Demostración. Aplicando el teorema previo al anterior se pue-
de suponer que el borde del disco es de la forma AB′′ donde B′′

no contiene aristas de segunda especie. Supongamos que B′′ = B′C ′

donde B′ es vaćıo o ya contiene algún “conmutador”. Supongamos
que C ′ = DaEbFa−1Gb−1H donde el par de parejas a, a−1 y b, b−1

son de segundo tipo. Aplicando el lema anterior de modo consecutivo
AB′′DaEbFa−1Gb−1H se puede reemplazar porAB′′cFEbc−1DGb−1H,



3. CLASIFICACIÓN DE LAS SUPERFICIES TRIANGULADAS 89
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Figura 3. Identificación de un par de aristas consecu-
tivas de primera especie

AB′′cFEdDGc−1d−1H, AB′′eDGFEde−1d−1H y finalmente por el dis-
co cuyo borde es AB′′efe−1f−1DGFEH . De este modo, hemos exten-
dido B′′ con un nuevo conmutador. Como el número de pares de parejas
de aristas es finito se llega a una una lectura de la forma ABC donde
C no contiene aristas de segunda especie y tampoco pares de parejas
de primera especie de segundo tipo.

�

Lema 3.3. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admite
una lectura destrógira de la forma Dxx−1 con D no vaćıo. Entonces
se puede construir un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura que se
reduce a D y tal que el cociente obtenido por identificaciones de parejas
de aristas sigue siendo el mismo. Además, el nuevo disco contiene en el
borde dos aristas menos de primera especie que el inicial.

Demostración. Basta considerar la identificación inducida por la
pareja de aristas x, x−1, véase la Figura 3 . �

Teorema 3.4. Sea Σ una superficie triangulada conexa. Entonces
Σ es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco trian-
gulado, cuyo borde es de la forma ABC, donde A = x1x1 · · ·xrxr,
B = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s y C = u1u
−1
1 · · ·utu−1

t de modo que
r, s, t ≥ 0 y r + s+ t > 0 .

Demostración. En primer lugar aplicaremos el Teorema anterior
para obtener un disco cuyo borde es de la forma ABC ′ donde C ′ no
contiene parejas de aristas de segunda especie ni pares de parejas de
aristas de primera especie y de segundo tipo. Supongamos que la pri-
mera arista de C ′ es x, entonces C ′ tiene que tener un x−1 . Si x, x−1

son consecutivas, tomamos C1 = xx−1 y reducimos C ′ en dos aristas.
Si no son consecutivas, tomamos una arista y entre x y x−1 entonces se
debe cumplir que y−1 esté también entre x y x−1 ya que C ′ no contiene
pares de parejas de segundo tipo. Si y, y−1 son consecutivas aplicamos
el lema anterior y de nuevo hemos reducido C ′ en dos aristas; en otro
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Figura 4. Suma conexa de dos superficies S y S ′

caso se toma una nueva arista z entre y e y−1 se aplica de nuevo el
argumento anterior y se sigue aśı hasta que aparezcan dos aristas de
primera especie consecutivas que se pueden eliminar aplicando el lema
anterior.

Por lo tanto, en cada paso de consigue reducir el tamaño de C ′ y C1

puede ir incrementando su tamaño con pares de aristas consecutivas de
primera especie.

Queda por lo tanto, finalmente, un disco cuya lectura es de la desea-
da forma ABC . �

Es conveniente considerar la siguiente construcción: si S , S ′ son su-
perficies y D, D′ son discos contenidos en ellas, la suma conexa S#S ′ de
S y S ′ se obtiene identificando S \ IntD con S ′ \ IntD′ mediante un ho-
meomorfismo entre los bordes de los discos, véase la Figura 4. Se puede
probar de modo riguroso que la suma conexa módulo homeomorfismo
no depende ni de los discos ni del homeomorfismos elegidos.

Lema 3.4. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admite
una lectura destrógira de la forma EFG de manera que todas las aristas
E y las de F comparten en el cociente un único vértice, y cada arista
de EF tiene a su pareja también en EF . Entonces, se puede construir
un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura de la forma FEG y tal
que el cociente obtenido por identificaciones de parejas de aristas es
homeomorfo al cociente del disco inicial.

Demostración. Tomemos un arco simple t que corte al disco y
que vaya del punto final de F al inicial de E. Es importante observar
que las condiciones impuestas en el enunciado hacen que t en el cociente
tenga un complementario con dos componentes conexas; es decir, que
la circunterencia t divide a la superficie en dos componentes. Cortemos
el disco para obtener dos discos D1 , D2 con bordes EFt , t−1G .
Tomemos un arco simple cerrado t′ en D1 con inicio y final en el punto
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final de E que bordee un disco D. Si pegamos un disco D′ al cociente
de D1 y un disco D′′ al cociente de D2 a lo largo de t tenemos que la
superficie se ha descompuesto como la suma conexa de (D1 ∪ D′)/ ∼
con (D2∪D′′)/ ∼ a través de los discos D′ y D′′ . Sabemos que la clase
de homeomorfismo de la suma conexa no depende de los discos que
se remuevan ni tampoco del homeomorfismo elegido entre los bordes
resultantes. Entonces en (D1 ∪D′)/ ∼ quitamos el disco D y cortamos
por E y F para obtener un nuevo disco D′1 cuyo borde es FEt′. En
(D2 ∪ D′′)/ ∼ volvemos a quitar el mismo disco D′′ para obtener de
nuevo D2 con borde t−1G . Identificando las arcos t′ y t se obtiene
finalmente un nuevo disco cuyo borde tiene por lectura FEG y su
cociente es homeomorfo al cociente del primer disco cuyo borde era
EFG . �

Teorema 3.5. Sea un disco con identificaciones en el borde deter-
minadas por una palabra de la forma A′aabbccB′C donde A′, B′ y C son
del tipo del teorema anterior. Entonces se puede sustituir el disco por
uno nuevo de modo que la lectura de su borde es A′zzf−1e−1feB′C de
modo que los cocientes son homeomorfos. Es decir, que la subpalabra
aabbcc se ha podido reemplazar por un par de aristas de primera es-
pecie y un conmutador zzf−1e−1fe, y del mismo modo ésta última se
puede sustituir por la anterior.

Demostración. Tomemos la palabra A′aabbccB′C y le aplicamos
el lema 3.1 se puede reemplazar por un nuevo disco cuya lectura es
A′ada−1dccB′C . A continuación aplicamos de nuevo el lema 3.1 para
obtener A′ada−1zd−1zB′C . Seguidamente, le aplicamos el lema 3.2 y
ahora tenemos A′eza−1e−1azB′C . De nuevo aplicando el lema 3.2 se
obtiene A′f−1e−1fezzB′C . Finalmente, aplicando el lema 3.4 llega-
mos a A′zzf−1e−1feB′C . De este modo que tres parejas de segunda
especie se han reemplazado por una pareja de segunda especie y un
conmutador.

�

Teorema 3.6. Sea Σ una superficie triangulada conexa. Entonces
Σ es homeomorfa a un cociente obtenido a partir de un disco con una
descomposición celular, cuyo borde es de la forma ABC, donde A =
x1x1 · · · xrxr y B = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s y C = u1u
−1
1 · · ·utu−1

t

de modo que r, s, t ≥ 0, r + s + t > 0 . Además se puede suponer
que t ∈ {0, 1} y que dos de las tres variables r, s, t son nulas. Esto es,
podemos decir que una superficie triangulada conexa tiene una única
(r, s, t)-representación canónica de uno de los siguientes tipos:

(i) Un disco cuyo borde es de la forma C = u1u
−1
1 (r = 0, s =

0, t = 1) , ver la Figura 5.
(ii) Un disco cuyo borde es de la formaB = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s

(r = 0, s > 0, t = 0) , veáse la Figura 6.
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Figura 5. Disco representando la superficie orientable
de género 0 llamada esfera
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Figura 6. Discos representando superficies orientables
de género 1,2, . . ., llamadas toro, doble toro,. . .

(iii) Un disco cuyo borde es de la forma A = x1x1 · · ·xrxr, (r >
0, s = 0, t = 0) , véase la Figura 7.

Además si dos superfices trianguladas tienen la misma (r, s, t)-represen-
tación canónica, entonces son homeomorfas.

Demostración. Por el teorema 3.4, sabemos que una superficie
se puede representar mediante un disco cuyo borde admite una lectura
de la forma ABC con r+s+t > 0 . Si AB es vaćıo, del lema 3.3 se sigue
que podemos representar la superficie mediante un disco cuyo borde es
de la forma C = u1u

−1
1 con (r = 0, s = 0, t = 1) . En el caso que AB

sea no vaćıo, o equivalentemente r + s > 0, podemos aplicar t veces el
lema 3.3 para obtener una nueva representación mediante un disco cuyo
borde es de la forma AB . Si A es vaćıo, entonces el borde del disco es
de la forma B = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s , con (r = 0, s > 0, t = 0) .
Si A es no vaćıo, podemos aplicar el teorema 3.5 de manera que la
superficie se puede representar por un disco cuyo borde es de la forma
A′ = x1x1 · · ·xr′xr′ con (r′ > 0, s = 0, t = 0) .
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Figura 7. Superficies no orientables de género 1,2,
. . ., llamadas plano proyectivo, botella de Klein . . . (en
la representación, al plano proyectivo le falta un punto y
la botella tiene una autointersección en forma de circun-
ferencia)

Por otra parte, si suponemos que dos superfices admiten represen-
taciones canónicas diferentes, vamos a ver que no son homeomorfas.
Para ello, calculemos la abelianización del grupo fundamental de las
superficies de tipo (i), (ii) y (iii) que denotaremos por Σ(0,0,1), Σ(0,s,0),
Σ(r,0,0), respectivamente.

Aplicando la proposición 2.2 del caṕıtulo 4 se obtiene:

(i) ab(π1(Σ(0,0,1))) ∼= 0 .
(ii) ab(π1(Σ(0,s,0))) ∼= ⊕2s

1 Z .
(iii) ab(π1(Σ(r,0,0))) ∼= Z/2⊕r−1

1 Z .

Si dos de las representaciones canónicas corresponden a superficies ho-
meomorfas, entonces tendŕıan grupos fundamentales isomorfos y tam-
bién lo seŕıan sus abelianizaciones. Pero en la familia de grupos que
acabamos de describir no existen dos de ellos que sean isomorfos.

�

Teorema 3.7. Sea Σ una superficie triangulada conexa. Entonces
Σ es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco con una
descomposición celular, cuyo borde es de la forma ABC, donde A =
x1x1 · · ·xrxr, B = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s y C = u1u
−1
1 · · ·utu−1

t de
modo que r+ s+ t > 0 . Además, se puede suponer que r ∈ {0, 1, 2} y
t ∈ {0, 1} se modo que r + s > 0 si y sólo si t = 0 y r + s = 0 si y sólo
si t = 1 . En estos casos diremos que se trata de la (r, s)-representación
canónica de Σ . Una superficie tiene una única (r, s)-representación de
los siguientes tipos:
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(i) Un disco cuyo borde es de la forma C = u1u
−1
1 , (r = s = 0, t =

1) .
(ii) Un disco cuyo borde es de la formaB = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s ,
(r = 0, s > 0, t = 0) .

(iii) Un disco cuyo borde es de la forma AB con A = x1x1, B =
y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s , (r = 1, s ≥ 0, t = 0) .
(iv) Un disco cuyo borde es de la forma AB con A = x1x1x2x2,

B = y1z1y
−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s , (r = 2, s ≥ 0, t = 0) .

Además, si dos superficies tienen la misma (r, s)-representación, enton-
ces son homeomorfas.

Demostración. Basta tener en cuenta el teorema anterior y que
las superficies que se representan por disco cuyo borde es de la forma
A = x1x1 · · ·xrxr, aplicando el teorema 3.5, se pueden representar por
un disco cuyo borde es de la formaA′B′ conA′ = x1x1 oA′ = x1x1x2x2 .

�

Corolario 3.1. Las representaciónes canónicas verifican para r+
s+ t > 0

(i) Σ(0,0,1) ∼= Σ(0,0)

(ii) Σ(0,s,0) ∼= Σ(0,s)

(ii) Σ(r,0,0) ∼= Σ(r−2E[(r−1)/2],E[(r−1)/2])

Definición 3.3. Las superficies anteriores se denominan y denotan
del siguiente modo:

(i) Σ(0,0,1) ∼= Σ(0,0) es la 2-esfera S2.
(ii) Σ(0,s,0) ∼= Σ(0,s) es la superficie orientable de género s. Para

s = 1 se llama toro T 2, para s = 2 doble toro, . . .
(ii) Σ(r,0,0) ∼= Σ(r−2E[(r−1)/2],E[(r−1)/2]) es la superficie no orientable

de género r. Para r = 1 se denomina plano proyectivo real P 2,
para r = 2 botella de Klein K2.

Corolario 3.2. Sea Σ(r,s,t) una superficie triangulada conexa obte-
nida a partir de un disco con una descomposición celular, cuyo borde es
de la formaABC, dondeA = x1x1 · · ·xrxr yB = y1z1y

−1
1 z−1

1 · · · yszsy−1
s z−1

s

y C = u1u
−1
1 · · ·utu−1

t de modo que r + s+ t > 0 . Entonces

(i) Si r + s = 0, Σ(r,s,t) ∼= Σ(0,0,1) ∼= Σ(0,0)

(ii) Si r + s > 0, r = 0, Σ(r,s,t) ∼= Σ(0,s,0) ∼= Σ(0,s)

(iii) Si r+s > 0, r > 0, Σ(r,s,t) ∼= Σ(2s+r,0,0) ∼= Σ(r−2(E[(r−1)/2]),s+E[(r−1)/2],0)

Demostración. El abelianizado del grupo fundamental de Σ(r,s,t)

es presisamente el grupo

(i) Si r + s = 0, ab(π1Σ(r,s,t)) ∼= 0
(ii) Si r + s > 0, r = 0, ab(π1Σ(r,s,t)) ∼= ⊕2s

1 Z
(iii) Si r + s > 0, r > 0, ab(π1Σ(r,s,t)) ∼= Z/2⊕2s+r−1

1 Z
�
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Definición 3.4. Una orden total para un n-śımplice {v0, · · · , vn}
es una relación de orden < tal que dados vi 6= vj, entonces o vi < vj o
vj < vi . Un orden total en el conjunto {v0, · · · , vn} determina una úni-
ca n-tupla (v0, · · · , vn) Dos ordenes totales (vi0 , · · · , vin), (vj0 , · · · , vjn)
diremos que están relacionados si la signatura de la permutación asocia-
da σ, σ(vik) = vjk es igual a 1. Llamaremos orientación de un n-śımplice
a una de las clases de equivalencia de la relación anterior.

Notemos que con la definición anterior un 0-śımplice sólo admite
una orientación, no obstante, a veces es conveniente asociar a cada
vértice v dos orientaciones que serán denotas por v,−v . Es fácil ver
también que para n > 0, un n-simplice admite dos orientaciones. Para
dar una orientación a una n-śımplice {v0, · · · , vn} es suficiente con ele-
gir un ordén total en el conjunto de sus vértices y considerar la corres-
pondiente clase de equivalencia [(vi0 , · · · , vin)]. Para n > 0, Es conve-
niente notar que si en una orientación [(vi0 , vi1 , vi2 · · · , vin)] realizamos
una transposición [(vi1 , vi0 , vi2 · · · , vin)] se obtiene exactamente la otra
orientación. Es frecuente utlilizar la notación [(vi1 , vi0 , vi2 · · · , vin)] =
−[(vi0 , vi1 , vi2 · · · , vin)] y se dice que son dos orientaciones opuestas.
Para n > 0, un n-śımplice orientado [(vi0 , · · · , vin)] induce de manera
natural orientaciones en cada una de sus caras

(−1)k[(vi0 , · · · , vik−1
, vik+1

, · · · vin)] .

Definición 3.5. Una orientación de una superficie semi-simplicial
consiste en la elección de una orientación en cada una de sus caras de
modo que para arista las orientaciones inducidas por las dos caras ad-
yacentes sean opuestas. Una superficie semi-simplicial diremos que es
orientable si admite una orientación. Una superficie semi-simplicial jun-
to con una orientación diremos que es un una superficie semi-simplicial
orientada.

Definición 3.6. Una superficie diremos que es orientable si admite
una triangulación mediante una superficie semi-simplicial orientable.
En otro caso diremos que no es orientable.

El siguiente resultado se puede probar, por ejemplo, mediante técni-
cas homológicas. Aqúı lo utilizaremos pero no se incluye su demostra-
ción:

Teorema 3.8. Si Σ es una superficie orientable y admite una
triangulación mediante una superficie semi-simplicial (X,S), entonces
(X,S) es orientable.

Corolario 3.3. Las representaciónes canónicas verifican:

(i) Σ(0,0,1) ∼= Σ(0,0) es orientable,
(ii) Σ(0,s,0) ∼= Σ(0,s) es orientable,
(ii) Σ(r,0,0) ∼= Σ(r−2E[(r−1)/2],E[(r−1)/2]) no es orientable.
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Corolario 3.4. Dos superficies triangulables conexas y compactas
son homeomorfas si y sólo si tienen caracteŕıstica de euler y el mismo
tipo de orientabilidad.

PROBLEMAS

3.1. Sea D un disco, cuyo borde tiene una CW-descomposición for-
mada por 2n aristas. Probar que formamos n parejas de aristas, las
orientamos e identificamos cada pareja de aristas mediante homeomor-
fismos compatibles con la orientación, entonces el cociente es una su-
perficie conexa y compacta.

3.2. Considerar los conjuntos semi-simpliciales generados por las
caras triangulares

(i) 123 124 134 234
(ii) 124 245 235 135 156 126 236 346 134 456

(iii) 124 245 235 356 136 146 457 578 568 689 469 479 178 128 289
239 379 137

(iv) 124 235 346 457 561 672 713 134 245 356 467 571 612 723
(v) 123 256 341 451 156 268 357 468 167 275 379 475 172 283 385

485.
(vi) 124 235 156 236 134 245 135 126 346 456
(vii) 124 245 235 356 361 146 457 578 658 689 649 679 187 128 289

239 379 137
(viii) 124 236 134 246 367 347 469 459 698 678 457 259 289 578 358

125 238 135

Probar que son superficies semi-cimpliciales y encontrar sus represen-
taciones canónicas.

3.3. Encontrar las representaciones canónicas de las superficies re-
presentadas por discos con aristas identificadas por parejas y cuya lec-
tura es la siguiente:

(i) abcdec−1da−1b−1e−1,
(ii) a1 · · · ana−1

1 · · · a−1
n−1an , n > 0,

(iii) a1 · · · ana−1
1 · · · a−1

n−1a
−1
n , n > 0.

3.4. Demostrar que P 2#P 2#P 2 ∼= P 2#T 2, donde P 2 es el plano
proyectivo real y T 2 denota el toro.

3.5. Si S2 es la 2-esfera, T 2 el toro, P 2 el plano proyectivo y K2

la botella de Klein, demostrar que toda superficie compacta conexa
Hausdorff es homeomorfa a una de las siguientes sumas conexas:

(i) S2#T 2# · · ·(s) #T 2, s ≥ 0.
(ii) P 2#T 2# · · ·(s) #T 2 , s ≥ 0.

(iii) K2#T 2# · · ·(s) #T 2, s ≥ 0.
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Figura 8. Superficies no orientables inmersas en el es-
pacio euclidiano

3.6. Calcular las representaciones canónicas de la suma conexa

P 2# · · ·(n) P 2#T 2 · · ·(m) #T 2 .

3.7. Sean S1, S2 superficies compactas. Probar que

ξ(S1#S2) = ξ(S1) + ξ(S2)− 2 .

3.8. Probar que

(i) ξ(S2) = 2,
(ii) ξ(P 2) = 1,

(iii) ξ(T 2) = 0.

3.9. Probar que

(i) ξ(S2#T 2# · · ·(s) #T 2) = 2− 2s,
(ii) ξ(P 2#T 2# · · ·(s) #T 2) = 2− s,

(iii) ξ(K2#T 2# · · ·(s) #T 2) = −2s.

3.10. Clasifica las superfices de la Figura 8 inmersas en el espacio
euclidiano con algunas intersecciones.

4. Clasificación de las superficies trianguladas con borde

Una superficie con borde es un espacio topológico Γ tal que cada
punto p ∈ Γ tiene un entorno que es homeomorfo a una 2-bola o a una
semi-2-bola, ver ejemplos 1.7, 1.8. En esta sección damos la noción de
superficie triangulada con borde. Partiendo de una superficie triangu-
lada compacta y conexa con borde Γ, se pueden pegar varios discos a
través de las componentes del borde para obtener una superficie trian-
gulada compacta y conexa Γ̃. Dos superficies con borde compactas y
conexas Γ1, Γ2 son homeomorfas si y sólo si tienen el el mismo núme-
ro de componentes en su borde y Γ̃1, Γ̃2 son homeomorfas. Se incluye
en esta sección algunas propiedades de las superficies con borde y el
resultado mencionado que permite clasificar las superficies con borde.
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Definición 4.1. Sea Γ una superficie con borde. Un punto p ∈ Γ
diremos que es un punto del borde si tiene un entorno homeomorfo a
una semi-2-bola. Se dice que es un punto del interior si tiene un entorno
homeomorfo a una 2-bola. Denotaremos por ∂Γ el subconjunto formado
por los puntos que están en el borde y por Γo el subconjunto de los
puntos del interior.

Proposición 4.1. Si Γ una superficie con borde, entonces

∂Γ ∩ Γo = ∅ .
Demostración. Sea p ∈ Γo, entonces p tiene una base de entornos

B(n) tales que B(n) \ {p} es 0-conexo, su grupo fundamental es ćıclico
infinito y si B(m) ⊂ B(n), la inclusión B(m)\{p} ⊂ B(n)\{p} induce
un isomorfismo en el grupo fundamental. Supongamos que p ∈ ∂Γ, para
n = 1, existe un entorno N tal que N \ {p} es 0-conexo, tiene grupo
fundamental trivial y además existe m tal que B(m)\{p} ⊂ N \{p} ⊂
B(1)\{p} . Ello implica que isomomorfismo del ćıclico infinito inducido
por la inclusión B(m) \ {p} ⊂ B(1) \ {p} factoriza a través del grupo
trivial. Esta contradicción viene de suponer que p ∈ ∂Γ, luego se tiene
que p 6∈ ∂Γ . �

Definición 4.2. Una superficie semi-simplical con borde es un con-
junto semi-simplicial (X,S) de dimensión 2 veficando las siguientes
propiedades:

a) cada arista incide exactamente con una o dos caras, y
b) el halo de cada vértice es una circunferencia semi-simplicial o un

camino semi-simpliccial

Definición 4.3. Una superficie triangulada con borde es un espacio
topológico Σ junto con un homeomorfismo φ : |(X,S)| → Σ, donde
(X,S) es una superficie semi-simplical con borde.

Proposición 4.2. Sea φ : |(X,S)| → Σ una superficie triangulada.
Entonces ∂Σ = φ(∪{|a|| a es una arista que incide con una sólo cara}) .
El conjunto semi-simplicial generado por las aristas que inciden con una
sola cara es verifica que el halo de cada vértice está formado por dos
puntos. Si además Σ es compacta, se tiene que este conjunto semi-
simplicial es la reunión de un número finito de circunferencias semi-
simpliciales.

Dada una circunferencia semi-simplicial, generada por aristas

{{v0, v1}, {v1, v2}, · · · , {vn, v0}},
se puede construir un nuevo conjunto semi-simplicial que lo llamaremos
cono desde w y que es el generado por las caras

{{w, v0, v1}, {w, v1, v2}, · · · , {w, vn, v0}} .
La realización de un cono de una circunferencia semi-simplicial es un
disco topológico. De su construcción de deduce que el halo del nuevo
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vértice es un circunferencia semi-simplicial y el halo de uno del resto
de los vértices es un camino semi-simplicial de dos aristas.

Sea Γ una superficie con borde compacta triangulada y supongamos
que su borde ∂Γ tiene m componentes B1, · · ·Bm. Sabemos que cada
Bi, es una circunferencia semi-simplicial, entonces considerando nuevos
vértices w1, · · · , wm se puede construir una nueva superficie compacta
triangulada Γ̃, tomando los correspondientes conos desde los nuevos
vértices. Es fácil comprobar que el conjunto semi-simplicial aśı cons-
truido satisface las propiedades a) y b) de la definición 3.2 .

Nos apoyaremos en el sigiente lema técnico para probar un teorema
que clasifica superfices con borde:

Lema 4.1. Sea Γ una superficie triangulada compacta y conexa y
sean D1, · · · , Dm discos disjuntos contenidos en Γ . Si D′1, · · · , D′m es
otra familia de discos disjuntos contenidos en Γ, entonces existe un
homeomorfismo θ : Γ→ Γ tal que θ(Di) = D′i, i ∈ {1, · · · ,m} .

Teorema 4.1. Sean Γ y Σ superficies con borde trianguladas co-
nexas y compactas, de modo que el número de componentes de sus
bordes sea n,m, respectivamente. Entonces Γ y Σ son homeomorfas si
y sólo si n = m y Γ̃ y Σ̃ son homeomorfas.

Demostración. Si φ : Γ→ Σ es un homeomorfismo, se tiene que
φ(∂Γ) = ∂Σ . Entonces la construcción cono permite la construcción
de discos D1, · · · , Dm para Γ y D′1, · · · , D′m para Σ y extender φ a
un nuevo homeomorfismo ψ : Γ̃ → Σ̃ de modo que ψ(Di) = D′i, i ∈
{1, · · · ,m} . Reciprocamente, si ψ′ : Γ̃ → Σ̃ es un homoeomorfismo,
aplicado el lema anterior existe un homeomorfismo θ : Σ→ Σ de modo
que θψ′(Di) = D′i, i ∈ {1, · · · ,m} . Entonces ψ = θψ′ verifica que ψ|Γ
es un homeomorfismo de Γ en Σ . �

PROBLEMAS

4.1. Demostrar que la suma conexa de una banda de Möbius con
borde y un toro es homeomorfa a la suma conexa de una banda de
Möbius con borde y una botella de Klein.

4.2. Demostrar que la caracteŕıstica de Euler de una superficie com-
pacta Γ con borde que tenga k componentes en su borde satisface
ξ(Γ) ≤ 2− k .

4.3. Clasifica la superfice con borde de la Figura 9 inmersa en el
espacio euclidiano.
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Figura 9. Superficie con borde inmersa en el espacio
euclidiano y cuyo borde es el nudo trébol



CAṔıTULO 6

INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE NUDOS Y
ENLACES

Algunos autores dicen que la teoŕıa de nudos empezó en la primera
década del siglo XIX con Johann Frederich Carl Gauss (1775-1855),
ya que en su “analysis situs”se estudiaban las diferencias matemáticas
entre nudos simples y complejos. A finales del siglo XIX Lord Kelvin,
William Thomson (1824-1907) pensaba que el universo estaba lleno
de un fluido llamado Eter en el que se situaban los átomos, que según
Kelv́ın teńıan forma de nudo. Según esta teoŕıa una tabla de nudos seŕıa
la tabla de los elementos. P. G. Tait [T900], colaborador de Kelvin,
enumeró a los nudos según el numero de cruces de las proyecciones
planas y planteó algunos descubrimientos que han sido llamados desde
entonces las “Conjeturas de Tait”.

Señalaremos también que en 1953 James Watson y Francis Crick
descubrieron que el ácido deoxyribonucléico, DNA , aparećıa en forma
de doble hélice y anudado de diversas formas. Hoy en d́ıa, la teoŕıa de
nudos es una herramienta más en el estudio estructural de biopoĺımeros
como el DNA, el RNA y las protéınas. Todas estas moléculas son lo
suficientemente largas y flexibles como para formar nudos. Algunas
ĺıneas de investigación intentan relacionar los invariantes de nudos con
propiedades de estas moléculas.

La existencia de estudios sobre nudos y enlaces relacionados con
ciertos temas cient́ıficos hizo que el estudio de sus propiedades e inva-
riantes fuera abordado por algunos matemáticos. Citemos, entre otros,
a Dehn, Alexander, Reidemeister y Seifert que realizaron los prime-
ros trabajos sobre nudos. El primer texto sobre teoŕıa de nudos fue el
elaborado en 1932 por por Reidemeister [30] . Los primeros art́ıculos
en español sobre esta teoŕıa se deben a G. Torres1 y A. Plans 2. Un
libro clásico que ha contribuido a la difusión de la teoŕıa de nudos es
el titulado “Introduction to Knot Theory”de R.H. Crowell y R.H. Fox
[6] , cuya redacción se basó en un curso dado por Fox en 1956 en el
Haverford College.

1Sobre las superfiecies orientables extensibles en nudos, Bolet́ın de la Sociedad
Matemática Mexicana,vol 8, (1951) 1–14

2Aportación al estudio de grupos de homoloǵıa de los recubrimientos ćıclicos
ramificados correspondientes a un nudo, Revista de la Real Academia de Ciencias
Exactas, F́ısicas y Naturales de Madrid, vol 47, 161-193 (1953)
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1. Nudos y enlaces

Llamaremos nudo a un par (S3, K) donde K es homeomorfo a una
circunferencia S1 y en el caso que K sea homeomorfo a una reunión
disjunta de µ ≥ 2 circunferencias diremos que (S3, K) es un enlace .
Notemos que en este caso K = K1 ∪ · · · ∪Kµ y cada parte Ki , que es
homeomorfa a una circunferencia, diremos que es una componente del
enlace. Es decir que un nudo es un enlace con una sola componente.
Diremos que dos enlaces (S3, K1) , (S3, K2) son semejantes si existe un
homeomorfismo f : S3 → S3 tal que f(K1) = K2 .

Es importante recordar que S3 es homeomorfa a la compactificación
de Alexandroff R3∪{∞} de R3 . Por lo que podemos tomar en la clase
de homeomorf́ıa S3 = R3 ∪ {∞} .

Notemos también que una aplicación continua e inyectiva S1 →
S3 no puede ser exhaustiva ya que entonces tendŕıamos una biyección
continua de un compacto en un Hausdorff que también seŕıa cerrada
y en consecuencia un homeomorfismo. Sabemos que eso no es posible
ya que S3 es simplemente conexa y S1 no lo es. Por otro lado, dados
dos puntos p , q de S3 siempre existe un homeomorfismo de S3 que
transforma p en q . En consecuencia, un nudo siempre tiene un nudo
semejante contenido en R3 . En la Figura 1 tenemos a la izquierda el
nudo trivial y a la derecha el nudo trébol .
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Figura 1. Nudo trivial y nudo trébol

En la Figura 2, a la izquierda está el enlace de Hopf, donde la
curva se ha engrosado para formar toros macizos enlazados, y a la
derecha, el enlace denominado “anillos borromeos”, esta escultura de
Robinson está situada frente a la puerta del edificio de Matemáticas de
la Universidad de Zaragoza.

Sin embargo las clases de nudos y enlaces que estamos considerando
en todav́ıa muy amplia y puede contener nudos muy complejos que se
suelen denominar salvajes . Un ejemplo de este tipo es el que contiene la
Figura 3 . En este caso se repite el nudo trébol infinitamente generando
dos puntos de convergencia.

El estudio de nudos y enlaces salvajes es muy interesante, ahora
bien, en estas notas nos limitaremos al estudio de nudos con buenas
propiedades locales. Éstos los llamaremos regulares y su definición se
introduce a continuación.
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Figura 2. Enlace de Hopf y anillos borromeos

2 1. SUPERFICIES Y NUDOS

Para visualizar un nudo o un enlace utilizaremos un diagrama con-
sistente en la proyección del nudo contenido en R3 ya que podemos
suponer que S3 = R3 ∪ {∞} y que el nudo no pasa por el punto del
infinito.

Sin embargo las clases de nudos y enlaces que estamos considerando
en todav́ıa muy amplia y puede contener nudos muy complejos que se
suelen denominar salvajes . Un ejemplo de este tipo es el que contiene
la figura ?? .

El estudio de nudos y enlaces salvajes es muy interesante, ahora
bien en estas notas nos limitaremos al estudio de nudos con buenas
propiedades locales. Notemos que un punto p de una circunferencia
siempre tiene una base de entornos {Aδ|0 < δ < 1} de modo que cada
entorno existe un homeomorfismo u de dicho entorno en un intervalo
abierto (−δ, δ) de R . Un nudo α : S1 → R3 diremos que es regular si
para cada p ∈ S1 existe un entorno abierto U de α(p) y un homeomor-
fismo v : U → B(0, δ) tal que α−1(B(0, δ)) = Aδ y vαu−1(t) = (t, 0, 0) .

Para poder visualizar los nudos y los enlaces, en general se suele
utilizar la proyección del nudo sobre un plano. Puesto que mediante
un movimiento se puede conseguir que este plano sea {(x, y, 0)|(x, y) ∈

Figura 3. Nudo salvaje

Notemos que la circunferencia S1 se puede tomar como el cociente
S1 = R/Z , es decir r ∼ s si r− s ∈ Z . Denotemos por pr : R→ S1 la
aplicación cociente (En el caṕıtulo 3 utilizábamos p en vez de pr).

De este modo una aplicación continua α : R1 → R3 , que además
tenga periodo igual a 1, factoriza a una aplicación continua ᾱ : S1 →
R3 . Un nudo corresponde al caso de que la aplicación inducida ᾱ sea
inyectiva.

Notemos que un punto pr(t0) de una circunferencia siempre tiene
una base de entornos {pr(t0 − δ, t0 + δ)|0 < δ < 1/2} de modo que
(t0 − δ, t0 + δ) es homeomorfo a pr(t0 − δ, t0 + δ) . Un nudo inducido
por una aplicación (continua con periodo 1) α : R1 → R3 diremos que
es regular si para cada t ∈ R1 existe un entorno abierto U de α(t) y un
homeomorfismo v : U → B(0, δ) tal que α−1(B(0, δ)) = (t− δ, t + δ) y
vα(t) = (t, 0, 0) , para t ∈ (t− δ, t+ δ) .

Proposición 1.1. Sea (S3, K) un nudo regular con K ⊂ R3 .
Entonces

(i) R3 \K y S3 \K son conexos por caminos.
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(ii) Sea p0 ∈ R3 \ K , entonces el homomorfismo inducido por la
inclusión π1(R3 \K, p0)→ π1(S3 \K, p0) es un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que un espacio X es la reunión de
una familia de abiertos conexos por caminos U = {Ui|i ∈ I} . Un
camino de abiertos de U a V es una familia finita {Ui1 , · · ·Uir} tal que
Uik ∩ Uik+1

6= ∅ , 1 ≤ k < r, U = Ui1 , V = Uir . Diremos que U es
conexo si dados dos abiertos U, V ∈ U existe un camino de abiertos de
U a V . Es fácil de ver que X es conexo por caminos si y sólo si U es
conexo.

(i) Teniendo en cuenta queK es compacto y (S3, K) un nudo regular
existe un cubrimiento finito abierto K ⊂ U = U1 ∪ U2 ∪ · · ·Um tal que
cada Ui\K es homeomorfo a B(0, δ)\{(t, 0, 0)|−δ < t < δ} , denotemos
Um+1 = U1 . Además se puede suponer que (Ui \K)∩ (Ui+1 \K) 6= ∅ ,
i ∈ {1, · · · ,m} . Puesto que Ui , Ui \ K son conexos por caminos,
se deduce que U,U \ K son también conexos por caminos. Por otro
lado, existe r > 0 tal que cl(U) ⊂ B(0, r) . Puesto que D(0, 2r) \
U es compacto, podemos recubrirlo por una familia finita de bolas
{W1, · · · ,Wk} que no corten a K . Teniendo en cuenta que R3 = U ∪
(W1 ∪ · · · ∪Wk) ∪ (R3 \D(0, r)) es conexo por caminos se sigue que la
familia de abiertos {U,W1, · · · ,Wk,R3 \D(0, r)} es conexa. Pero ahora
facilmente se obtiene que la familia de abiertos {U\K,W1, · · · ,Wk,R3\
D(0, r)} es también conexa y puesto que R3 \ K = (U \ K) ∪ (W1 ∪
· · · ∪ Wk) ∪ (R3 \ D(0, r)) utilizando el argumento dado el en inicio
de esta demostración se concluye facilmente que R3 \K es conexo por
caminos. De modo análogo se puede ver que S3 \K es también conexo
por caminos.

(ii) Tomemos r > 0 tal que K ⊂ B(0, r) ⊂ D(0, r) y sea X1 =
R3 \K , X2 = (R3 \D(0, r)) ∪ {∞}. Notemos que X2 tiene el tipo de
homotoṕıa de un punto, y X1∩X2 tiene el tipo de homotoṕıa de una 2-
esfera (por ejemplo la de radio 2r). Aplicando el teorema de Seifert-van
Kampen (caṕıtulo 4, teorema 2.1), se sigue que π1(X1, p0) → π1(S3 \
K, p0) es un isomorfismo, donde p0 ∈ X1 ∩X2 . �

En la proposición anterior hemos impuesto la condición de que el
nudo (S3, K) fuera regular, para probar que R3 \ K , S3 \ K son co-
nexos por caminos. Esta condición se puede omitir y el resultado sigue
siendo válido. Una demostración de este hecho se puede abordar me-
diante los teoremas de dualidad que verifican las teoŕıa de homoloǵıa y
cohomoloǵıa. Una demostración de este resultado puede verse en [7] .

Definición 1.1. Llamaremos grupo fundamental de un nudo (S3, K)
al grupo fundamental π1(S3\K, p0) o equivalentemente π1(R3\K, p0) pa-
ra un punto base p0 .

Ejemplo 1.1. El grupo fundamental del nudo trivial es el grupo
ćıclico infinito.
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Tomemos en la clase de homeomorf́ıa de S1 el represesentante R/Z
y tomemos la aplicación continua σ : R→ R3 dada por

σ(t) = (cos 2πt, sen 2πt, 0)

que es periódica e induce una aplicación continua e inyectiva S1 → R3

que representa el nudo trivial (S3, K) . Veáse en la Figura 4 el nudo
trivial dibujado en gris oscuro.
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Figura 4. Generadores del nudo trivial

Tomemos los siguientes subespacios de R3 \ K

X1 = {(x, y, z) ∈ R3 \ K|x ≤ 1

2
}

X2 = {(x, y, z) ∈ R3 \ K|x ≥ −1

2
}

X1 ∩X2 = {(x, y, z) ∈ R3 \ K|− 1

2
≤ x ≤ 1

2
}

Es fácil ver que X1 y X2 tienen el tipo de homotopia de una circunfe-
rencia y por lo tanto π1(X1) ∼= 〈a1〉 , π1(X2) ∼= 〈a2〉 . Si tomamos el
punto base p0 = (0,0,0) las clases a1 a2 se pueden representar por el
lazo α dado por

α(t) = (0, 1, 0) + (0, cos 2π(t− 1

2
), sen 2π(t− 1

2
))

En la Figura 4 está representado por el lazo vertical colocado más hacia
la derecha (color verde).

El grupo fundamental de X1 ∩ X2 es el grupo libre generado por
dos elementos π1(X1 ∩ X2) ∼= 〈a, b〉 donde a está representado por el
lazo α y b por el lazo β dado por

β(t) = (0,−1, 0) + (0, cos−2πt, sen−2πt)

En la Figura 4 está representado por el lazo vertical colocado más hacia
la izquierda (color azul).

Los homomorfismos inducidos por las inclusiones

(φ1)∗ : π1(X1 ∩X2) → π1(X1) , (φ2)∗ : π1(X1 ∩X2) → π1(X2)
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Es fácil ver que X1 y X2 tienen el tipo de homotopia de una circunfe-
rencia y por lo tanto π1(X1) ∼= 〈a1〉 , π1(X2) ∼= 〈a2〉 . Si tomamos el
punto base p0 = (0,0,0) las clases a1 a2 se pueden representar por el
lazo α dado por

α(t) = (0, 1, 0) + (0, cos 2π(t− 1
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En la Figura 4 está representado por el lazo vertical colocado más hacia
la derecha (color verde).

El grupo fundamental de X1 ∩ X2 es el grupo libre generado por
dos elementos π1(X1 ∩ X2) ∼= 〈a, b〉 donde a está representado por el
lazo α y b por el lazo β dado por

β(t) = (0,−1, 0) + (0, cos−2πt, sen−2πt)

En la Figura 4 está representado por el lazo vertical colocado más hacia
la izquierda (color azul).

Los homomorfismos inducidos por las inclusiones

(φ1)∗ : π1(X1 ∩X2)→ π1(X1) , (φ2)∗ : π1(X1 ∩X2)→ π1(X2)

verifican

(φ1)∗(a) = (φ1)∗(b) = a1 , (φ2)∗(a) = (φ2)∗(b) = a2 .
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Aplicando el teorema de Seifert-van Kampen se obtiene

π1(R3 \K) ∼= 〈a1, a2|a1 = a2〉 ∼= 〈a1〉

que es el grupo ćıclico infinito.

Podŕıamos mirar a un nudo orientado (oS3, o
′
K) como áquel deter-

minado por la imagen de una circunferencia orientada +S1 mediante
una aplicación continua e inyectiva en la 3-esfera orientada oS3 (o en
o′′R3), donde hemos denotado con o, o′, o′′ una de las dos posibles orien-
taciones {+,−} que tienen la variedades S3 , S1 o R3 . Si en vez una
coṕıa tomamos µ ≥ 2 copias de +S1, el par (oS3, o

′
K) se denomina enla-

ce orientado. Dos enlaces orientados (o
1
S3,o

′1
K1) , (o

2
S3,o

2
K2) son equi-

valentes si existe un homeomorfismo h : S3 → S3 tal que h(K1) = K2

y además h preserva las orientaciones. Un método para definir orienta-
ciones consiste en introducir homoloǵıa singular y analizar variedades
topológicas compactas y conexas de dimensión m y cuyo grupo m-ésimo
de homoloǵıa sea isomorfo a un ćıclico infinito, de modo que se puede
tomar como orientación de una variedad compacta y conexa a cada
uno de los dos generadores del grupo ćıclico infinito. En el caso que no
sea conexa, se toma una orientación para cada una de sus componen-
tes. Existen también técnicas adecuadas para extender estos métodos
homológicos para definir orientaciones en variedades no compactas.

En la Figura 5 vemos un nudo trébol orientado (+S3,+ T ) y a la
derecha su imagen (−S3,− T ) reflejada en un espejo. La imagen de un
un nudo mediante una reflexión la llamaremos imagen especular del
nudo. Una reflexión invierte las orientaciones de modo que (+S3,+ T )
es equivalente a (−S3,− T ) y por lo tanto también se tiene que (S3,+ T )
es semejante a (S3,− T ) . Una pregunta interesante es la de averiguar si
el nudo orientado (+S3,+ T ) es equivalente a (+S3,− T ) . La respuesta
es que no son equivalentes y la demostración se puede abordar a través
de adecuados polinomios asociados a nudos orientados.

Math 300 1995 D1
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Figura 5. Nudo trébol y su imagen en un espejo

Por el contrario si en vez del nudo trébol tomamos la figura ocho,
+O (el nudo 41), y su imagen en un espejo, −O, se obtiene que el nudo
orientado (+S3,+O) es equivalente a (+S3,−O) . Está afirmacióm se
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puede probar considerando la composición de homeomorfismos que se
indican en la Figura 6

Figura 2.5: Equivalencia del 8 dextrógiro y levógiro

2.1 Lema. Un nudo es anfiqueiral si y solo si existe un homeomorfismo que
preserva la orientación de R3 en R3 que manda a K en su imagen especular.

Demostración. Usar las reglas de composición. En otras palabras, K es an-
fiqueiral si y solo si es equivalente a su imagen especular.

2.3. Nudos invertibles

De la misma manera que todo homeomorfismo de R3 en si mismo preserva o
invierte la orientación, también lo hace todo homeomorfismo de K en si mismo.
Dando una dirección al nudo K, f preserva o invierte la orientación si el orden
de los puntos de K se conserva o es invertido.

Definición. Un nudo K es invertible si existe un homeomorfismo de R3 en si
mismo que preserva la orientación, tal que la restricción h|K es un homeomor-
fismo que invierte la orientación de K en si mismo.

En este caso, el trébol y el 8 son invertibles, solo hay que darles la vuelta
como se muestra en la Figura 2.6.

2.4. Nudos dóciles vs. nudos salvajes

Vamos a restringir nuestro estudio a una clase de nudos que se comportan
bien.

11

Figura 6. En nudo Figura Ocho es anfiqueiral

Aquelos nudos que son equivalentes a su imagen especular se lla-
man anfiqueirales (aquirales, ‘achiral’). Otros nudos anfiqueirales son
los nudos 63, 83, 89, 812, 817, 818 de la tabla 21 . Se puede probar que el
polinomio de Jones de un nudo anfiqueiral es simétrico V (t) = V (t−1)
y puesto que el polinomio de Jones de un trébol dextrógiro ( V (t) =
t−4 + t−3 + t−1) no es simétrico, se obtiene que el nudo trébol no es
anfiqueiral.

En la Figura 7, incluimos los dos rosetones de la ermita románica-
protogótica de San Bartolomé (cerca de Burgo de Osma) Bartolomé,
situada en el cañon de Rio Lobos, que formó parte de lo que fue el
monasterio templario de San Juan de Otero. Se trata de del nudo primo
10123 y de su imagen especular.

En la Figura 8 vemos un nudo trébol orientado (+S3,+ T ) y en la
derecha (+S3,− T ) hemos cambiado la orientación en T pero mantenien-
do la orientación de S3 . El nudo orientado (+S3,+ T ) es equivalente
a (+S3,− T ) . Para verlo basta con realizar un giro de 180 grados so-
bre un eje vertical. El nudo que verifica esta propiedad decimos que es
invertible, aśı que el nudo trébol es invertible. La primera familia de
nudos no invertibles fue estudiada por H.F. Trotter en 1964.

Sin embargo en estas notas no vamos a abordar el estudio de nudos
orientados módulo equivalencia, sino el de nudos módulo semejanza.
Para una un estudio más completo de nudos, que analice diversos in-
variantes polinómicos, el lector puede utilizar las referencias [6, 13].

2. Presentación de Wirtinger de un nudo

Para visualizar un nudo o un enlace utilizaremos un diagrama con-
sistente en la proyección sobre un plano del nudo contenido en R3 ya
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Figura 7. Estrella pitagórica con proporciones áureas
y en forma del nudo primo 10123Math 300 1995 D1

For the figure-eight we find x1 and x2 are separated by x3, at a right-hand crossing,
so the top row of the matrix is −1, t, 1− t, 0.

x1

x2

x4 x3

x1

x2

x4 x3

Figura 8. Nudos trébol con orientaciones opuestas

En la clase de semejanza de un nudo siempre existe un representante
verificando las siguientes condiciones:

(i) Salvo para un número finito F = {q1, · · · qn} de puntos del dia-
grama se tiene que proy−1(q)∩K , q ∈ pr(K) tiene un único elemento.

(ii) Para cada, qi , pr−1(qi) ∩K tiene exáctamente dos puntos p+
i ,

p−i .
Los puntos {p−1 , · · · p−n } se pueden ordenar en coherencia con la

orientación determinada por la circunferencia. Estos puntos dividen
a la imagen de la circunferencia en n arcos

A(p−1 , p−2 ), A(p−2 , p−3 ), · · · , A(p−n , p−1 )

Figura 7. Estrella pitagórica con proporciones áureas
y en forma del nudo primo 10123 y su imagen especular.
Rosetones de la ermita de San Bartolomé.Math 300 1995 D1

For the figure-eight we find x1 and x2 are separated by x3, at a right-hand crossing,
so the top row of the matrix is −1, t, 1− t, 0.

x1

x2

x4 x3

x1

x2

x4 x3

Figura 8. Nudos trébol con orientaciones opuestas

que podemos suponer que S3 = R3 ∪ {∞} y que el nudo no pasa por
el punto del infinito.

Mediante un movimiento se puede conseguir que este plano sea
{(x, y, 0)|(x, y) ∈ R2} . La imagen obtenida la llamaremos diagrama
del nudo . Para cada punto q de diagrama, si proy: R3 → R2 deno-
ta la proyección, proy(x, y, z) = (x, y), podemos considerar la fibra
proy−1(q) ∩K , q ∈ pr(K) .

En la clase de semejanza de un nudo siempre existe un representante
que tiene un diagrama regular; es decir, que se verifican las siguientes
condiciones:

(i) Salvo para un número finito F = {q1, · · · qn} de puntos del dia-
grama se tiene que proy−1(q)∩K , q ∈ pr(K) tiene un único elemento.

(ii) Para cada, qi , pr−1(qi) ∩K tiene exáctamente dos puntos p+
i ,

p−i .
Los puntos {p−1 , · · · p−n } se pueden ordenar en coherencia con la

orientación determinada por la circunferencia. Estos puntos dividen
a la imagen de la circunferencia en n arcos

A(p−1 , p
−
2 ), A(p−2 , p

−
3 ), · · · , A(p−n , p

−
1 )

Donde A(p−i , p
−
i+1) denota el arco orientado determinado por los puntos

p−i , p
−
i+1 . Es conveniente utilizar la notación p−n+1 = p−1 .
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(iii) Para cada i ∈ {1, · · · , n} existen puntos de la imagen de la
circunferencia ui

+, ui
−, vi

+, vi
− , véase la Figura 9 tales que el arco

A(ui
+, ui

−) baja desde el plano z = 0 hasta el plano z = −1, los arcos
A(ui

−, pi
−) , A(pi

−, vi
−) están en el plano z = −1 y forman la parte

inferior del cruce y finalmente el arco A(vi
−, vi

+) vuelve a subir al
plano z = 0 . Por otro lado, el resto de la imagen de la circunferencia
está contenida en el plano z = 0 .

Denotemos por c(K) el número mı́nimo de puntos de cruce de todos
los diagramas regulares El número c(K) es un invariante de nudos. Es
conocido que el nudo trivial es el unico nudo que posee diagramas
regulares tales que c(D) = 0, 1, 2. El nudo trébol (ya sea dextrógiro o
levógiro) tiene c(K) = 3. Mas aún, entre todos los nudos y enlaces es
el único con c(K) = 3.

u
+

i
v
+

i

u
−

i
p
−

i
v
−

i

A D

B C

Figura 9. Cruces a distinto nivel

La presentación de Wirtinger asocia un generador a cada uno de
los n arcos

A(p−1 , p
−
2 ), A(p−2 , p

−
3 ), · · · , A(p−n , p

−
1 )

de modo que tenemos un generador ai por cada arco A(p−i , p
−
i+1) El

cruze asociado a el punto p−i determina una relación ri . En el cruce
intervienen tres arcos, el correspondiente a paso superior, el que entra
por debajo hasta p−i y el que sale desde este punto, debajo del cruce.
Supongamos que los generadores asociados a éstos arcos sean aj , ai ,
ai+1 . En la Figura 10 hemos dibujado un pequeño cuadrado. Se elige
un vértice del cuadrado, por ejemplo, el superior derecho, y un sentido
de giro, digamos el contrario a las agujas del reloj. Cuando un arco
entra en el cuadrado podemos considerar un exponente de valor 1 y en
el caso que salga tomaremos el exponente −1 . De este modo si damos
una vuelta por el borde de cuadrado empezando en el vértice elegido
y siguiendo el orientación prefijada, en el cuadrado de la izquierda se
genera la siguiente palabra

rii = a1
ja

1
i a
−1
j a−1

i+1
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y en el de la derecha
rdi = a−1

j a1
i a

1
ja
−1
i+1

Notemos que cada cruce genera una relación del tipo anterior.
Si hubieramos elegido otro vértice del cuadrado o otro sentido de

giro se obtienen relaciones distintas. Sin embargo es fácil de ver que si
consideramos dos éstas relaciones distintas siempre se verifica que una
de ellas es consecuencia de la otra.

ai ai+1

•
aj

aj

ai ai+1

•
aj

aj

•
aj

aj

ai+1ai

Figura 10. Izquierda: a1
ja

1
i a
−1
j a−1

i+1, Derecha: a−1
j a1

i a
1
ja
−1
i+1

Utilizando la notación empleada en los párrafos anteriores se tiene:

Teorema 2.1. Sea un nudo (S3, K) de modo que satisface las con-
diciones (i), (ii) y (iii) anteriores. Una presentación del grupo funda-
mental del nudo viene dada por

〈a1, · · · an|r1, · · · , r̂i, · · · rn〉
donde se puede eliminar una de las relaciones ya que cualquiera de ellas
en consecuencia de las demás. La notación r̂i significa que la relación
ri se ha suprimido.

Demostración. Tomando la métrica cartesiana, ver el ejemplo
1.11 del caṕıtulo 1, ponemos considerar un entorno

N = {x ∈ R3|ρ(x,K) <
1

3
} .

Entonces R3 \ N es un retracto por deformación fuerte de R3 \ K .
En consecuencia π1(R3 \N) ∼= π1(R3 \K) . Aśı que calcularemos una
presentación del grupo fundamental π1(R3 \N) .

Consideremos los subconjuntos

X1 = {(x, y, z) ∈ R3 \N |z > −1}

X2 = {(x, y, z) ∈ R3 \N |z < −1 +
1

3
}

X1 ∩X2 = {(x, y, z) ∈ R3 \N | − 1 < z < −1 +
1

3
}
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Se tiene que X1 tiene el tipo de homotoṕıa del semiespacio con m
túneles X ′1 = {(x, y, z) ∈ R3 \ N |z ≥ −1 + 1

3
} donde cada uno de sus

m túneles tiene la forma representada en la Figura 11 . Es decir que el
grupo fundamental de X1 es el grupo libre generado por m elementos
a1, · · · , am . El lazo que genera el elemento aj está asociado al arco
A(p−j , p

−
j+1) de modo que se representa en la Figura 11 .

Figura 11. Generador aj asociado al arco A(p−j , p
−
j+1)

El subespacio X2 tiene el tipo de homotoṕıa de X ′2 = {(x, y, z) ∈
R3 \N |z ≤ −1− 1

3
} que es un semiespacio, cuyo grupo fundamental es

trivial.
El subespacio X1 ∩X2 tiene el tipo de homotoṕıa de un plano con

m agujeros, que corresponden a los rectángulo determinados por los
túneles, véase la Figura 10. Su grupo fundamental es el grupo libre com
m generadores b1, · · · , bm . El homomorfismo inducido por la inclusión
(φ1)∗ : π1(X1 ∩ X2) → π1(X1) verifica que (φ1)∗(bi) = a1

ja
1
i a
−1
j a−1

i+1 si

corresponde al tipo de cruce de la izquierda, o, (φ1)∗(bi) = a−1
j a1

i a
1
ja
−1
i+1

si su tipo es el de la derecha.
El hecho de que una relación sea siempre una consecuencia de las

demás, se debe a que un adecuado producto la relaciones anteriores (o
sus inversas, o sus conjugadas) se puede representar por un lazo que
contiene en su interior al diagrama del nudo.

�

Ejemplo 2.1. El grupo del nudo trebol, que esta representado en
la Figura 12, tiene la siguiente presentación de Wirtinger.

〈x1, x2, x3|r1, r2, r3〉
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r
1

x
1

r
3

x
3

r
2

x
2

Figura 12. Nudo trébol

La primera relación r1 viene dada por

r1 = x−1
2 x3x2x

−1
1

y corresponde al tipo de relación de la derecha de la Figura 10 . Las
demás se obtienen del mismo modo

r2 = x−1
3 x1x3x

−1
2

r3 = x−1
1 x2x1x

−1
3

Notemos que: (x3r2x
−1
3 )(x2r1x

−1
2 )(x1r3x

−1
1 ) = 1 . De esta igualdad

se desprende que cualquiera de estas relaciones es consecuencia de las
demás.

Consideremos las siguientes equivalencias
〈x1, x2, x3|r1, r2, r3〉
≡ 〈x1, x2, x3|x−1

2 x3x2x
−1
1 , x−1

3 x1x3x
−1
2 , x−1

1 x2x1x
−1
3 〉

≡ 〈x1, x2, x3|x−1
2 x3x2 = x1 , x

−1
3 x1x3 = x2 , x

−1
1 x2x1 = x3〉

≡ 〈x1, x2|x−1
2 x−1

1 x2x1x2 = x1 , x
−1
1 x−1

2 x1x1x
−1
1 x2x1 = x2〉

≡ 〈x1, x2|x−1
2 x−1

1 x2x1x2 = x1 , x
−1
1 x−1

2 x1x2x1 = x2〉
≡ 〈x1, x2|x2x1x2 = x1x2x1 , x1x2x1 = x2x1x2〉
≡ 〈x1, x2|x2x1x2 = x1x2x1〉

De este modo podemos considerar que la presentación del grupo
fundamental del nudo trébol es la siguiente:
〈x1, x2|x2x1x2 = x1x2x1〉
Consideremos el grupo simétrico S3 de ordén 3, de modo que si

primero aplicamos una permutación σ y después otra τ denotamos a
la composición por στ . Es bien conocido que las transposiciones (ij)
generan el grupo y que no es conmutativo. En efecto (12)(23) = (132) 6=
(23)(12) = (123) .

Si definimos ϕ(x2) = (13) = y ϕ(x1) = (23) = se tiene que

ϕ(x2x1x2) = (13)(23)(13) = (12) = (23)(13)(23) = ϕ(x1x2x1) .
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De este modo ϕ extiende a un epimorfismo del grupo fundamental del
trébol en el grupo simétrico de orden tres que no es abeliano. Luego
el grupo fundamental del trébol no es abeliano. Puesto que el grupo
fundamental de nudo trivial es el ćıclico infinito que śı que es abeliano,
tenemos que el nudo trivial es distinto del nudo trébol.

PROBLEMAS

2.1. Encontrar la presentación de Wirtinger del grupo fundamentaL
del nudo de cinco hojas, que esta representado en la Figura 13.

Math 300 1995 D1
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r
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Nudo de cinco pétalos

r
1

x
5

r
2

x
5

r
3

x
5

Figura 13. Nudo de cinco hojas

Solución: Este nudo tiene la siguiente presentación de Wirtinger.

〈x1, x2, x3, x3, x5, x5|r1, r2, r3, r4, r5〉
La primera relación r1 viene dada por

r1 = x3x5x
−1
3 x−1

1

y corresponde a tipo de relación de la izquierda de la Figura 10 . Las
demás, que se obtienen del mismo modo, son las siguientes:

r2 = x4x1x
−1
4 x−1

2

r3 = x5x2x
−1
5 x−1

3

r4 = x1x3x
−1
1 x−1

4

r5 = x2x4x
−1
2 x−1

5

Una de estas relaciones es una consecuencia de las demás. Notemos
que: r1r4r2r5r3 = 1 . De esta igualdad se desprende que cualquiera de
ellas es consecuencia de las demás.
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2.2. Encontrar la presentación de Wirtinger del grupo fundamentaL
del nudos representados en la Figura 14, salvo las del primero y el
tercero que ya han sido estudiadas.

Figura 14. Nudos primos con tres, cuatro, cinco y seis
cruces dobles

2.3. Encontrar la presentación de Wirtinger del grupo fundamentaL
del nudo primo representado en la Figura 7.

3. Nudos tóricos

Del mismo modo que la circunferencia S1 se puede tomar como el
cociente R/Z , el toro se puede tomar como el cociente T = S1× S1 =
R× R/Z× Z .

Consideremos la aplicación E : R2 → R3 definida por
E(φ, ψ) = (2 cos 2πφ, 2 sen 2πφ, 0)

+ (cos 2πψ cos 2πφ, cos 2πψ sen 2πφ, sen 2πψ) =

= (2 cos 2πφ+ cos 2πψ cos 2πφ, 2 sen 2πφ+ cos 2πψ sen 2πφ, sen 2πψ)

Se tiene que E factoriza a través de dicho cociente para determinar una
inyección continua Ē de S1× S1 en R3 . Si ahora consideramos α(t) =
(n,m)t = (nt,mt) , donde (n,m) es una pareja de enteros primos entre
si, la composición Eα : R → R3 factoriza a una inyección continua
Eα : S1 → R3 de modo que el diagrama siguiente es conmutativo:

S1 Eα //

Ēᾱ %%KKKKKKKKKK R3

Ē(S1 × S1)

in

99ssssssssss

donde ᾱ : S1 → S1 × S1 es la inducida por α e in es la inclusión.
Llamaremos nudo tórico de tipo K(n,m) al inducido por la aplica-

ción é
Eα(t) = (2 cos 2πnt, 2 sen 2πnt, 0)

+ (cos 2πmt cos 2πnt, cos 2πmt sen 2πnt, sen 2πmt)
Notemos que la aplicación ᾱ : S1 → S1 × S1 induce el los grupos

fundamentales el homomorfismo (ᾱ)∗ : π1(S1)→ π1(S1×S1) , de modo
que si denotamos π1(S1) ∼= 〈c〉 , π1(S1 × S1) ∼= 〈a, b|ab = ba〉 se tiene
que (ᾱ)∗(c) = anbm .

En la figura 15, hemos incluido los nudos K(2, 3) y K(3, 2) . Aunque
parezcan nudos distintos se trata de dos representaciones distintas del
nudo trébol.
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Figura 15. Izquierda: K(2, 3) . Derecha: K(3, 2)

Teorema 3.1. El grupo fundamental de un nudo tórico de tipo
(n,m) admite la presentación siguiente

π1(R3 \K(n,m)) ∼= 〈a, b|an = bm〉

Demostración. Sea K la imagen del la circunferencia del nudo
tórico K = K(n,m) y sea A la imagen del la aplicación periódica
(2 cos 2πnt, 2 sen 2πnt, 0) que constituye el “ánima”del toro que con-
tiene al nudo tórico. Tomando la distancia euclideana, ver el ejem-
plo 1.11 del caṕıtulo 1, podemos considerar un entorno suficientemen-
te pequeño para que no tenga autointersecciones y además no corte
al “anima”del toro. N = {x ∈ R3|d(x,K) < ε} . Entonces R3 \ N
es un retracto por deformación fuerte de R3 \ K . En consecuencia
π1(R3 \ N) ∼= π1(R3 \K) . Aśı que calcularemos una presentación del
grupo fundamental π1(R3 \N) .

Consideremos los subconjuntos

X1 = {(u ∈ R3 \N |d(u,A) < 1 +
ε

2
}

X2 = {u ∈ R3 \N |d(u,A) > 1− ε

2
}

X1 ∩X2 = {u ∈ R3 \N |1− ε

2
< d(u,A) < 1 +

ε

2
}

Se tiene que X1 tiene el tipo de homotoṕıa de un toro mazizo. Es decir
que el grupo fundamental de X1 es el grupo libre generado por un
elemento a .

El subespacio X2 tiene el tipo de homotoṕıa de otro toro macizo,
cuyo grupo fundamental es libre y está generado por b.

El subespacio X1 ∩ X2 tiene el tipo de homotoṕıa de una circun-
ferencia. Su grupo fundamental es el grupo libre genrado por c . El
homomorfismo inducido por la inclusión (φ1)∗ : π1(X1 ∩X2)→ π1(X1)
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verifica que (φ1)∗(c) = an y el homomorfismo inducido por la otra
inclusión (φ2)∗ : π1(X1 ∩X2)→ π1(X2) satisface que (φ1)∗(c) = bm .

En consecuencia, una presentación del grupo fundamental funda-
mental del nudo tórico de tipo K(n,m) es la siguiente:

π1(R3 \K(n,m)) ∼= 〈a, b|an = bm〉
�

Notemos que para un nudo tórico, podemos considerar la presen-
tación anterior y también la de Wirtinger. Aplicando, el teorema de
Tietze, se puede encontrar una sucesión finita de equivalencias de Tiet-
ze que tranformen una presentación en otra.

Ejemplo 3.1. Hermos visto que grupo del nudo trebol, que está re-
presentado en la Figura 12, tiene la siguiente presentación de Wirtinger:
〈x1, x2|x2x1x2 = x1x2x1〉

Pero por otra parte, como se ve en la Figura 15, al ser también el
nudo tórico K(3, 2) por el teorema anterior su grupo fundamental es
isomorfo a
〈a, b|a3 = b2〉
Notemos que para a = x1x2 y b = x1x2x1 se tiene que
a3 = x1x2x1x2x1x2 = x1x2x1x1x2x1 = b2

Por lo que las presentaciones anteriores son equivalentes.

4. Nudos primos y alternantes

En la teoŕıa de números y estudio de polinomios, la existencia de
una operación permite la definición de elementos primos como aquellos
que no se pueden descomponer en factores más sencillos. La noción
de primo es un concepto eficaz y con numerosas aplicaciones. Por otro
lado, el encuentro de aspectos comunes en contextos diferentes, permite
a veces transportar entre ellos algunas nociones y técnicas.

A continuación explicaremos como se puede construir la suma de
dos nudos, esto nos permite definir el concepto de nudo primo, de ma-
nera que un nudo arbitrario esencialmente solo se puede descomponer
como una suma de nudos primos.

Dados dos nudos, en los que las imágenes de las circunferencias
están orientadas, se procede a colocarlos juntos (véase la Figura 17),
después se suprime un pequeño arco en cada uno de ellos y finalmente
se adjuntan dos nuevos arcos orientados de modo que determinen una
orientación coherente en la suma con las que se dispońıa inicialmen-
te (véase la Figura 18). La suma de nudos, también se conoce como
composición y suma conexa de nudos.

La suma de nudos, es conmutativa, asociativa y el nudo trivial actúa
como elemento neutro. Existen nudos que tienen la propiedad adicio-
nal de que si se descomponen como suma de otros dos, entonces uno
de ellos es trivial y el otro es el propio nudo, éstos se llaman nudos
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4. UNA REPRESENTACIóN DE NUDOS CON CURVAS DE CLASE C1 13

Figura 9. Algunos nudos y enlaces tóricos

Figura 16. Algunos nudos y enlaces tóricos

Math 300 1995 D1

Polynomial Invariants for Knots

cinque-foil

Nudo de cinco pétalos

Math 300 1995 D1

Polynomial Invariants for Knots

cinque-foil

Nudo de cinco pétalosFigura 17. El nudo treból más el nudo de cinco hojas

primos En 1949, Schubert probó que todo nudo se puede descompo-
ner esencialmente de modo único como suma de nudos primos. Esta es
la razón por la cual las tablas de clasificación de nudos normalmente
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Figura 18. Suma del los nudos trébol y cinco hojas

únicamente contienen nudos primos. Atendiendo al número de cruces
hemos adjuntado en la Figura 21 los nudos primos con menos de 9
cruces, de los 49 nudos primos de 9 cruces se incluyen 36 y también
contiene en la parte inferior enlaces primos con menos de nueve cruces
y con una dos o tres componentes.

Es frecuente utilizar algunas codificaciones para trabajar con dia-
gramas de nudos y enlaces. Por ejemplo, el código de Gauss del dia-
grama un nudo o enlace L con n cruces se obtiene del modo siguiente:
1) Numera los cruces de L de 1 a n de modo arbitrario. 2) Ordena las
componentes del enlaces de modo arbitrario. 3) Camina a lo largo de
la primera componente tomando nota de los números de los cruces que
van pasando. Si lo cruzas por encima, anota el número del cruce pero
si lo pasas por debajo anota con signo menos el número del cruce. 4)
Si quedan más componentes repite el proceso anterior.

Por ejemplo, en la Figura 12, para el trébol disponemos de tres
vértices: 1, 2 ,3. Su código de Gauss será (1,-3,2,-1,3,-2). Si tomamos el
nudo de la Figura 13, cuyo diagrama tiene cinco vert́ıces, le podemos
asociar el código de Gauss (-1, 4,-2,5,-3,1,-4,2,-5,3).

Notemos que en el código de Gauss los vértices del diagrama apa-
recen dos veces, cada vez con un signo distinto. Observemos que en
el dos los primeros ejemplos, los signos cambian alternativamente de
positivo a negativo, pero ello no sucede en los diagrama de los nudos
de la Figura 19.

Estos ejemplos facilitan la introducción de la siguiente noción. Un
nudo alternante es aquél que tiene un diagrama de modo que si descri-
bimos una vuelta completa al mismo, se van alternando los pasos sobre
el nivel con los pasos bajo el nivel. Equivalentemente, podemos decir
que en el código de Gauss del diagrama los signos se van alternando.
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Podemos resumir en la siguiente tabla el número de nudos alter-
nantes y no alternantes en función del número de cruces.

Número de nudos primos alternantes y no alternantes
No cruces 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...

Alternantes 1 1 2 3 7 18 41 123 367 1288 4878 ...
No alternantes 0 0 0 0 0 3 8 42 185 888 5110 ...

Los tres nudos no alternantes de ocho cruces son 819, 820, 821 mos-
trados en la Figura 19
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Figura 20. Tabla de nudos y enlaces

Figura 19. Nudos no alternantess

Es también frecuente el uso de la siguiente codificación de diagra-
mas planos de nudos y enlaces basada en sucesiones de cruces bajo
nivel. Pensemos en el diagrama plano como un grafo donde los cruces
se pueden interpretar como vértices. De este modo la aristas o arcos
quedan bien determinadas. Ahora se procede del siguiente modo: Eli-
ge una arista y una orientación de la imagen del nudo y describe una
vuelta completa a nudo, numerando las aristas que vayas encontrando.
Después describe una segunda vuelta y cada vez que encuentres un
cruce bajo el nivel, asocia un śımbolo de la forma X[i, j, k.l] ,o bien
Xijkl , que significa que cuando pasas del arco i al k queda a la derecha
el j y a la izquierda el l . Equivalentemente, que si estás en el arco i
y antes del cruce bajo nivel y se toma la orientación contraria a las
aguas del reloj, de modo consecutivo los arcos que inciden en el cruce
son i, j, k, l . El nudo del Institulo Miller, que es la imagen en un espejo
del nudo 62 , aparece en la Figura 20 y tiene el siguiente código:

PD[X[1, 9, 2, 8], X[3, 10, 4, 11], X[5, 3, 6, 2],

X[7, 1, 8, 12], X[9, 4, 10, 5], X[11, 7, 12, 6]] .

Donde X[1, 9, 2, 8] significa que cuando se pasa del tramo 1 al 2 se
encuentran el tramo 9 a la derecha y 8 a la izquierda.

Numerando los vértices (cruces) del nudo anterior se obtiene:

V1 ' X[1, 9, 2, 8], V2 ' X[5, 3, 6, 2], V3 ' X[3, 10, 4, 11],

V4 ' X[9, 4, 10, 5], V5 ' X[11, 7, 12, 6], V6 ' X[7, 1, 8, 12]

El código de Gauss del nudo del Instituto Miller es el siguiente:

(−1, 2,−3, 4,−2, 5,−6, 1,−4, 3,−5, 6)
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Figure 2. Our notation for planar diagrams

In[2]:= ?PD
PD[v1, v2, ...] represents a planar diagram whose vertices are v1,
v2, .... PD also acts as a "type caster", so for example, PD[K]
where K is is a named knot (or link) returns the PD presentation of
that knot.

In[3]:= ?X
X[i,j,k,l] represents a crossing whose lower strand connects i and k
and whose upper strand connects j and l.

Thus, for example, let us compute the determinant of the above knot:

In[4]:= K = PD[
X[1,9,2,8], X[3,10,4,11], X[5,3,6,2],
X[7,1,8,12], X[9,4,10,5], X[11,7,12,6]

];

In[5]:= Alexander[K][-1]

Out[5]= -11

4.1.1. Some further details.

In[6]:= ?P
P[i,j] represents a bivalent vertex whose adjacent edges are i and j
(i.e., a "Point" between the segment i and the segment j).

For example, we could add an extra “point” on the Miller Institute knot, splitting edge 12 into
two pieces, labeled 12 and 13:

In[7]:= K1 = PD[
X[1,9,2,8], X[3,10,4,11], X[5,3,6,2],
X[7,1,8,13], X[9,4,10,5], X[11,7,12,6], P[12,13]

];

At the moment, many of our routines do not know to ignore such “extra points”. But some do:

In[8]:= Jones[K][q] == Jones[K1][q]

Figura 20. Sucesión de cruces

Otra notación que también se utiliza es la de Dowker. Para la ima-
gen orientada de un nudo alternantes con n cruces, se procede del si-
guiente modo: Nos situamos en cualquier cruce y lo etiquetamos con el
1, después empezamos a avanzar siguiendo la rama que va por debajo
hasta el siguiente cruce que etiquetamos con un dos, seguimos al mismo
procedimiento hasta recorrer dos veces los n cruces. De este modo cada
cruce tiene dos numeraciones, una impar y otra par. Podemos generar
una fila con los números impares utilizados, y colocar debajo otra fila
con los correspondientes pares. Por ejemplo, para el nudo de la Figura
20, podemos utilizar la numeración anterior que determina las dos filas
siguientes:

1, 3, 5, 7, 9, 11
8, 10, 2, 12, 4, 6

Este procedimiento se puede extender para nudos no alternantes asig-
nando valor positivo a los pares que si están en la rama superior de
cruce y negativo si están en la rama inferior.

5. Superficie de Seifert de un nudo

Hemos estudiado superficies y también nudos y enlaces, nos pode-
mos preguntar sobre las relaciones entre superficies y nudos. Uno de las
relaciones más interesantes viene dado por el siguiente resultado que
probó Seifert.

Teorema 5.1. Dado un nudo (R3, K) , existe una superficie conexa
compacta y orientable S cuyo borde es precisamente K .

6. Software sobre nudos

Haremos una descripción de algunos programas sobre nudos y enla-
ces que se pueden obtener libremente en Internet. No se han realizado
búsquedas intensivas, es por ello que pueden existir programas impor-
tantes que no hayan sido mencionados.
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6.1. Knot Theory. Para la aplicación MATHEMATICA se pue-
de utilizar el paquete “KnotTheory” de Dror Bar-Natan que se encuen-
tra en la página web:

http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/index.html.
Con este paquete su autor ha producido la mayor parte del “Knot

Atlas” anterior. El manual de este paquete se encuentra en
http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/Manual/

Este programa de Mathematica calcula los polinomios de Alexander-
Conway, Jones, HOMFLY-PT, Kauffman, otros invariantes de tipo fi-
nito (Vassiliev) y la homoloǵıa de Khovanov. Dibuja diagramas planos
mediante el comando DrawPD, aunque la versión actual genera la ima-
gen del nudo en un espejo. Incluye también una función TubePlot que
dibuja un tubo del radio que se indique alrededor de la imagen del
nudo. Los nudos tóricos de la Figura 15 han sido construidos con el
programa anterior.

El paquete anterior suele utilizar la codificación basada en sucesio-
nes de los cruces bajo nivel mencionada en la sección anterior.

6.2. Knotscape. “Knotscape” es una gran herramienta para cal-
cular nudos que fue desarrollada por Jin Hoste y Morwen Thistleth-
waite con Jeff Weeks

6.3. KhoHo. Es un programa para calcular y estudiar la homo-
loǵıa de Khovanov. Ha sido realizado por Alexander Shumakovitch y
puede descargarse, y redistribuirse libremente bajo el nombre de GPL
v.2, de

http://www.geometrie.ch/KhoHo .

6.4. Knot Plot. La aplicación Knot Plot, cuyo responsable es
Robert Scharein, es una aplicación con la cual se pueden obtener imáge-
nes muy bonitas sobre nudos y enlaces. La aplicación se instala con
falicidad y tiene numerosos ejemplos con nudos y enlaces muy espec-
taculares. Contiene el catálogo de nudos y enlaces del Apendice C del
libro de D. Rolfsen “Knots and Links” [31] y también una colección
de nudos y enlaces tóricos. Para su instalación y diversas informacio-
nes relacionadas con nudo y enlaces, se puede visitar su página web
personal:

http://www.cecm.sfu.ca/~scharein/

También se puede acceder a un servidor de nudos y enlaces que
provee información sobre cada nudo de la base de datos y además
se pueden visualizar de forma “suave” o en versiones poligonales que
pueden ser equiláteras.

6.5. Knotlilus. Una de las aplicaciones que se pueden utilizar a
través de un interface html es el programa Knotlilus. Se introduce el
código Gauss del nudo o se puede seleccionar un nudo de una base de
datos que contiene los nudos alternantes primos cuyo número de cruces

http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/index.html
http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/Manual/
http://www.geometrie.ch/KhoHo
http://www.cecm.sfu.ca/~scharein/
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mı́nimo es 22. El interface web y el programa que dibuja los nudos ha
sido escrito por R. Furmaniak bajo la dirección de S. Rankin y O. Flint.
El programa ha utilizado “Prime Alternating Knot Generator”(PAKG)
para producir la base de datos hasta los 22 cruces. La versión actual ha
sido escrita por Peter de Vries (2003) basada en una versión preliminar
de J. Schermann in 1999. A esta aplicación se puede acceder desde la
página web siguiente:

http://srankin.math.uwo.ca/cgi-bin/retrieve.cgi/html/start.

html

PAKG genera nudos primos alternantes asociados a un determina-
do número de cruces, para ello aplica varios operadores a la colección
completa de nudos primos alternantes asociados al anterior número de
cruces.

Es interesante observar que en está pagina para cada nudo existen
imágenes de sus diagrama planos en distintos formatos (también xy-
pic, que se puede utilizar para incluirlo en documentos elaborados con
tex).

7. Algunas páginas web sobre nudos y enlaces

La siguiente página sugiere unos cuantos hiperenlaces relacionados
con nudos y enlaces:

http://www.maths.warwick.ac.uk/~bjs/MA3F2-page.html Es un
curso sobre teorŕıa de nudos.

http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/

various/OtherLinks.html

http://www2.math.uic.edu/~kauffman/

Las siguientes contienen información sobre curvatura total de nudos
y enlaces:

http://www.ma.utexas.edu/~og/curvature.html,
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/knot-curvature.

html,
http://www.chem.utoronto.ca/~rkapral/Papers/knotsfn/node5.

html.
La siguiente contiene sucesiones importantes de enteros, en particu-

lar están sucesiones del siguiente tipo. Sucesión cuyo n-ésimo término
es el número de nudos primos con n cruces.

http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html

http://srankin.math.uwo.ca/cgi-bin/retrieve.cgi/html/start.html
http://srankin.math.uwo.ca/cgi-bin/retrieve.cgi/html/start.html
http://www.maths.warwick.ac.uk/~bjs/MA3F2-page.html
http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/various/OtherLinks.html
http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/various/OtherLinks.html
http://www2.math.uic.edu/~kauffman/
http://www.ma.utexas.edu/~og/curvature.html
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/knot-curvature.html
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/knot-curvature.html
http://www.chem.utoronto.ca/~rkapral/Papers/knotsfn/node5.html
http://www.chem.utoronto.ca/~rkapral/Papers/knotsfn/node5.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html
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Figura 21. Tabla de nudos y enlaces primos





CAṔıTULO 7

ESPACIOS RECUBRIDORES

La noción de aplicación recubridora (cubierta) se ha visto en la
definición 1.3 del caṕıtulo 3 .

En este caṕıtulo clasificamos las aplicaciones recubridoras de algu-
nos espacios en términos de su grupo fundamental. Incluimos los teo-
remas de clasificación para el caso más usual de espacios conexos por
caminos, localmente conexos y semilocalmente simplemente conexos.
Además de las versiones más clásicas basadas en la familia de subgru-
pos de grupo fundamental presentamos las versiones equivalentes en
términos de representaciones del grupo fundamental.

En la última sección hemos abordado el caso en el que se elimina la
condición de semilocalmente simplemente conexo. Hemos completado
los resultados de Spanier [34] con nuevas versiones formuladas a través
de representaciones continuas del grupo fundamental provisto de una
adecuada topoloǵıa.

1. Propiedades de elevación

Ya hemos visto algunas propiedades de elevación para caminos y ho-
motoṕıas. De estas propiedades se desprende que el grupo fundamental
de la cubierta se puede considerar como un subgrupo del espacio recu-
bierto. Más exactamente:

Proposición 1.1. Sea p : X → Y una aplicación recubridora y
x ∈ X un punto base. Entonces p∗ : π1(X, x) → π1(Y, p(x)) es un
homomorfismo inyectivo. El subgrupo p∗(π1(X, x)) está formado por
aquellos elementos representados por lazos cuya elevación empezando
en x es también un lazo.

Demostración. Sea f : I → X un lazo basado en x y supongamos
que p∗[f ] = 1 , entonces existe una homotoṕıa F : I × I → Y tal que
F∂0 = pf , F∂1 = ep(x) F (0, t) = p(x) , F (1, t) = p(x) para t ∈ I .
Aplicando la propiedad de elevación de las homotoṕıas, proposición
1.2 del caṕıtulo 3, se obtiene una homotoṕıa F̃ : I × I → X tal que
F∂0 = f . Puesto que (0× I)∪ (I × 1)∪ (1× I) es conexo, y su imagen
está contenida en p−1p(x) , F̃ (0, 0) = x y {x} es una componente
conexa de p−1p(x) se tiene que F̃ ((0 × I) ∪ (I × 1) ∪ (1 × I)) = {x} .
Por lo tanto f '∂I ex , entonces [f ] = 1 . En consecuencia p∗ es un
monomorfismo.

125



126 7. ESPACIOS RECUBRIDORES

Sea ahora un elemento a de p∗(π1(X, x)), supongamos que a = [pf ]
donde f es un lazo de X basado en x . Si a = [g] donde g es un lazo de
Y basado en p(x) . Entonces existe una homotoṕıa G : I × I → Y tal
que G∂0 = pf , G∂1 = g , G(0, t) = p(x) , G(1, t) = p(x) para t ∈ I .
Aplicando la propiedad de elevación de las homotoṕıas, se obtiene una
homotoṕıa G̃ : I × I → X tal que G̃∂0 = f . Puesto que 0 × I es
conexo, su imagen está contenida en p−1p(x) , G̃(0, 0) = x y {x} es
una componente conexa de p−1p(x) se tiene que G̃(0× I) = {x} . Por
lo tanto G̃∂1 = gx . Teniendo en cuenta que 1× I es conexo, su imagen
está contenida en p−1p(x) , G̃(1, 0) = x y {x} es una componente
conexa de p−1p(x) se tiene que G̃(1 × I) = {x} . Entonces gx(1) =
G̃(1, 1) = x . Luego gx es un lazo. �

Proposición 1.2. Sea p : X → Y una aplicación recubridora. Si
Y es localmente conexo, entonces X es localmente conexo. Si Y es
localmente conexo por caminos, entonces X es localmente conexo por
caminos.

Demostración. Recordemos que si z es un punto de un espacio
topológico Z y W es un entorno abierto de z , entonces Z es localmente
conexo (por caminos) en z si y sólo si W es localmente conexo (por
caminos) en z .

Puesto que p es una aplicación recubridora, se tiene que p es un ho-
meomorfismo local. Por lo tanto, dado x ∈ X existe un entorno abierto
U tal que p(U) es un abierto de Y y además p|U : U → p(U) es un
homeomorfismo. Si Y es localmente conexo (por caminos), se obtiene
que p(U) es localmente conexo (por caminos). Luego U es localmente
conexo por caminos. Por lo tanto X es localmente conexo (por cami-
nos) en x , para cada x ∈ X . Entonces X es localmente conexo (por
caminos). �

Proposición 1.3. Sea p : (X, x) → (Y, y) una aplicación recubri-
dora y φ : (Z, z) → (Y, y) una aplicación continua. Supongamos que
Z es conexo por caminos y localmente conexo. Entonces existe una
elevación φ̃ : (Z, z)→ (X, x) si y sólo si φ∗(π1(Z, z)) ⊂ p∗(π1(X, x))

Demostración. Si existe elevación, se tiene que pφ̃ = φ, entonces
φ∗(π1(Z, z)) = p∗φ̃∗(π1(Z, z)) ⊂ p∗(π1(X, x)) .

Supongamos ahora que φ∗(π1(Z, z)) ⊂ p∗(π1(X, x)) . Sea ahora un
punto z′ ∈ Z , teniendo en cuenta que Z es conexo por caminos, existe
un camino f en Z tal que f(0) = z y f(1) = z′ . Definamos φ̃ : (Z, z)→
(X, x) por φ̃(z′) = (φf)x(1) . Veamos que está bien definida. Sea g otro
camino de z a z′ , entonces tomemos (φḡ)(φf)x(1) la única elevación de φḡ
que empieza en (φf)x(1) , recordemos que ḡ denota el camino opuesto
al camino g . Entonces se tiene que p((φf)x · (φḡ)(φf)x(1)) = (p(φf)x) ·
(p(φḡ)(φf)x(1)) = (φf) · (φḡ) = φ(f · ḡ) . Puesto que (φf)x · (φḡ)(φf)x(1) es
la elevacion de un un lazo que representa un elemento de p∗(π1(X, x)) ,
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applicando proposición 1.1, se tiene que dicha elevación es también un
lazo que termina en x . Entonces x = (φḡ)(φf)x(1)(1) . En consecuencia

(φg)x = φḡ(φf)x(1) . Por lo tanto (φg)x(1) = (φḡ)(φf)x(1)(0) = (φf)x(1) .

Es decir, la definición de φ̃(z′) no depende del camino elegido entre z
y z′ .

Veamos que φ̃ es continua en z′ . Sea V un entorno abierto conexo de
φ(z′) tal que p trivializa sobre V . Entonces sea U la única componente

de p−1(V ) que contiene a φ̃(z′) . Puesto que φ es continua existe un

entorno conexo W de z′ tal que φ(W ) ⊂ V . Por lo tanto, φ̃(W ) ⊂
p−1(V ), y como φ̃(z′) ∈ U , se tiene que φ̃(W ) ⊂ U . Entonces p|U φ̃|W =

φ|W , por lo tanto φ̃|W = φ|W (p|U)−1 es continua. Aśı que φ̃ es continua

en cada z′ ∈ Z . Consecuentemente φ̃ es continua.
�

Proposición 1.4. Sea p : X → Y una aplicación recubridora y su-
pongamos que una aplicación continua φ : Z → Y tiene dos elevaciones
φ1, φ2 : Z → X que coinciden en un punto de Z . Entonces si Z es
conexo, estas elevaciones coinciden en todo Z .

Demostración. Sea A = {z ∈ Z|φ1(z) = φ2(z)} . Notemos que
A es no vacio. Además si a ∈ A entonces existen U entorno abierto
de φ1(a) = φ2(a) en X y W entorno abierto de a en Z tales que
φ1(W ) ⊂ U , φ2(W ) ⊂ U y p|U es homeomorfismo. Entonces p|Uφ1|W =
φ|W = p|Uφ2|W . Por lo tanto φ1|W = φ|W (p|U)−1 = φ2|W . Luego
W ⊂ A . Entonces A es un abierto no vacio de Z .

Sea B = {z ∈ Z|φ1(z) 6= φ2(z)} . Si b ∈ B entonces existen W
entorno abierto de b en Z , U1 , U2 abiertos de X y V abierto de Y
tales que φ1(W ) ⊂ U1 , φ2(W ) ⊂ U2 , p(U1) = p(U2) = V , p es trivial
sobre V y U1 ∩ U2 = ∅ . Luego W ⊂ B . Entonces B es un abierto de
Z ., A ∪ B = Z y A ∩ B = ∅ . Aplicando que Z es conexo se obtiene
que A = Z . Por lo tanto φ1 = φ2 .

�

PROBLEMAS

1.1. Sea p : X → Y una aplicación recubridora con fibras finitas.
Probar que X es Hausdorff si y sólo si Y es Hausdorff. Similarmente
para la propiedad de compacidad.

1.2. Probar que pn : S1 → S1 definidas por pn(z) = zn son aplica-
ciones recubridoras para n 6= 0 entero . Estudiar bajo que condiciones
la aplicación pn tiene una elevación respecto la aplicación pm .

1.3. Sea pn : C\{0} → C\{0} la aplicación definida por pn(z) = zn .
Probar que pn es una aplicación recubridora para n 6= 0 entero.

1.4. Sea pn : C → C la aplicación definida por pn(z) = zn . Deter-
minar los enteros n para los que pn es una aplicación recubridora .
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1.5. Sea la aplicación exponencial exp: C → C \ {0} . Probar que
exp es una aplicación recubridora. Si U es un abierto simplemente
conexo de C \ {0} , probar que para cada entero k ≥ 0 existe una
sección de exp definida en U que es precisamente la rama k-ésima de
la función logaŕıtmica Log.

1.6. Probar que si f : RP 2 → S1 es continua y p : X → S1 es una
aplicación recubridora de S1 , entonces existe una elevación de f .

1.7. Se suele llamar circunferencia polaca Σ o a la formada por una
parte de la gráfica de y = sen(1/x) , el segmento {0}× [−1,1] y un arco
conectando ambas piezas. Colapsando segmentos verticales se obtiene
una aplicación f : Σ → S1 . Probar que f no tiene una elevación para
la aplicación recubridora R → S1 . Probar que la conexión local por
caminos es una hipótesis necesaria en las condiciones que se dan para
el criterio de elevación en la proposición 1.3 .

1.8. Probar que si f : S2 → R2 es continua, entonces existe x ∈ S2

tal que f(x) = f(−x) .

1.9. Probar que en cada instante existen una pareja de puntos
ant́ıpodas en la superficie de la tierra con la misma temperatura y
presión atmosférica.

1.10. Probar que si dividimos una esfera en tres ‘regiones’ , entonces
al menos una de ellas contiene a dos puntos ant́ıpodas.

1.11. Probar que si un pastel tiene tres tipos de ingredientes lo
podemos cortar con un cuchillo en dos trozos con la misma, digamos,
nata, bizcocho y chocolate, en cada uno de ellos.

1.12. Sea G un grupo topológico, conexo por caminos y localmente
conexo por caminos y p : (G′, e′) → (G, e) una aplicación recubridora
con G′ espacio conexo por caminos. Probar que existe una única estruc-
tura de grupo en G′ tal que e′ sea elemento neutro y p homomorfismo.

1.13. Sea pn : S1 → S1 la aplicación recubridora definida por pn(z) =
zn , n 6= 0 entero . Teniendo en cuenta que S1 tiene estructura de gru-
po topológico, estudiar la estructura de grupo inducida en el espacio
recubridor (problema anterior) y calcular Ker(pn) .

1.14. Probar que un espacio recubridor de un grafo es un grafo.

2. Acción del grupo fundamental de la base en la fibra

En esta sección se analiza una construcción que asocia a cada apli-
cación recubridora de un espacio Y , que tenga buenas condiciones de
conectividad local, un π-conjunto, donde π es el grupo fundamental de
Y (grupoide en el caso no conexo). En consecuencia aquellos proble-
mas, que se puedan formular mediante objetos y morfismos y que sean
invariantes por isomorfismos, es suficiente resolverlos en uno de los dos
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contextos. El uso de π-conjuntos a derecha puede sustituirse por el de
π-conjuntos a izquierda ya que ello depende de los convenios notaciones
que se hayan establecido. Empezaremos la sección con la definición de
π-conjunto a derecha y la correspondiente noción de morfismo.

Dado un conjunto F y un grupo π , una estructura sobre F de
π-conjunto a derecha consiste en una acción a derecha de π sobre F ;
es decir, una aplicación θ : F × π → F , (x, g) → x · g , que verifica,
(x · g) · h = x · (gh) , x · 1 = x , donde x ∈ F , g, h ∈ π . Equivalen-
temente, esta estructura viene determinada por el antihomomorfismo
θ : π →Aut(F ) , definido por θ(g)(x) = θ(x, g) = x · g , donde Aut(F )
denota el grupo de la biyecciones (permutaciones) de F en F . Un mor-
fismo de π-conjuntos a derecha es una aplicación ϕ : F → F ′ tal que
ϕ(x · g) = ϕ(x) · g para x ∈ F y g ∈ π . Equivalentemente que para
cada g ∈ π se verifique que el diagrama

F
θ(g)

//

ϕ

��

F

ϕ

��
F ′

θ′(g)

// F ′

sea conmutativo. Si además ϕ es una biyección diremos que ϕ es un
isomorfismo de π-conjuntos a derecha. Denotaremos por Autπ(F ) el
grupo de los isomorfismos de π-conjuntos de F en F .

Sea p : X → Y una aplicación recubridora y tomemos un punto
base y ∈ Y , entonces podemos definir la siguiente acción a derecha del
grupo fundamental π1(Y, y) en p−1(y) :

p−1(y)× π1(Y, y)→ p−1(y), x · [f ] = fx(1),

donde f es un lazo basado en y y x ∈ p−1(y) . Es fácil observar que
efectivamente es una acción a derecha y diremos que p−1(y) es un π =
π1(Y, y)-conjunto a derecha asociado a la aplicación recubridora p .

Sean ahora p : X → Y y p′ : X ′ → Y dos aplicaciones recubrido-
ras y φ : X → X ′ una aplicación continua sobre Y ; es decir, verifi-
ca p′φ = p . Una aplicación del tipo anterior diremos también que es
una transformación recubridora. Veamos que φ|p−1(y) : p−1(y)→ p′−1(y)
es un morfismo de π = π1(Y, y)-conjuntos a derecha. En efecto, si
x ∈ p−1(y) , φ|p−1(y)(x · [f ]) = φ(fx(1)) = (φfx)(1) = fφ(x)(1) =
φ(x) · [f ] = φ|p−1(y)(x) · [f ] .

La construcción anterior asocia a cada aplicación recubridora sobre
Y un π-conjunto a derecha y a cada morfismo recubridor un morfismo
de π-conjuntos a derecha. Además se verifica que

idX |p−1(y) = idp−1(y)

para una aplicación recubridora p : X → Y , además si p : X → Y ,
p′ : X ′ → Y y p′′ : X ′′ → Y son aplicaciones recubridoras y φ : X → X ′ ,
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φ′ : X ′ → X ′′ son aplicaciones continuas sobre Y , entonces

φ′φ|p−1(y) = φ′|p′−1(y)φ|p−1(y)

de donde se concluye que esta construcción es un funtor de la categoŕıa
de aplicaciones recubridoras sobre Y en la categoŕıa de los π-conjuntos
a derecha con π el grupo fundamental de Y .

Observación 2.1. Es interesante notar que si el espacio Y es co-
nexo por caminos, si en vez de tomar un punto base y se toma otro
y′ , entonces los π-conjuntos asociados p−1(y) , p−1(y′) son isomorfos.
La construcción anterior tendrá su mayor utilidad para el caso que el
espacio Y sea conexo por caminos. En casos más generales se puede
proceder o bien a tomar un punto base en cada componente conexa
y construir varios π-conjuntos o arternativamente y de manera más
efectiva, se puede considerar el grupoide fundamental y acciones de
grupoides en conjuntos.

Definición 2.1. Sea F un π-conjunto a derecha, dado x ∈ F se
llama sugbrupo de isotroṕıa de x a el subgrupo πx = {g ∈ π|x · g = x} .

Proposición 2.1. Sea Y un espacio y p : X → Y una aplicación
recubridora. Para cada x ∈ p−1(y) , y ∈ Y , se tiene que el subgrupo
de isotroṕıa de x es precisamente p∗(π1(X, x)) .

Demostración. Sea a ∈ π1(Y, p(x)) y supongamos que a = [f ] .
Entonces aplicando la proposición 1.1 se tiene que a está en p∗(π1(X, x))
si y sólo si x = fx(1) = x · a es decir si y sólo si a está en el grupo de
isotroṕıa de x . �

Definición 2.2. Sea F un π-conjunto a derecha, dados x, x′ ∈ F
diremos que están en la misma órbita si existe g ∈ π tal que x′ = x · g .
Nótese que esta relación es de equivalencia de modo que F se puede
poner como suma disjunta de sus órbitas. Un π-conjunto a derecha se
dice transitivo si tiene una sola órbita. Si A ⊂ F , diremos que F es
transitivo en A si para cada x, x′ ∈ A existe un g ∈ π tal que x′ = x ·g .
Equivalentemente, diremos que θ : π →Aut(F ) es una representación
transitiva si dados x, y ∈ F existe g ∈ G tal que θ(g)(x) = y .

Proposición 2.2. Sea F un π-conjunto a derecha y supongamos
que x, x′ ∈ F están en la misma órbita; es decir, existe g ∈ π tal
que x′ = x · g . Entonces si el grupo de isotroṕıa de x es H , se
tiene que el grupo de isotroṕıa de x′ es g−1Hg . Además los grupos
de isotroṕıa de los elementos de la órbita de x son exactamente los
subgrupos conjugados de H .

Demostración. Notemos que a está en el grupo de isotroṕıa de
x′ si y sólo si x′ ·a = x′ si y sólo si (x ·g) ·a = x ·g si y sólo si gag−1 ∈ H
si y sólo si a ∈ g−1Hg . �



2. ACCIÓN DEL GRUPO FUNDAMENTAL DE LA BASE EN LA FIBRA 131

Proposición 2.3. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos
y localmente conexo por caminos y sea p : X → Y una aplicación re-
cubridora. Sean {Xα|α ∈ A} las componentes conexas por caminos de
X y pα la restricción de p a Xα . Entonces cada pα : Xα → Y es una
aplicación recubridora. Además cada componente por caminos corta a
la fibra p−1(y) donde y es el punto base de Y y si x, x′ ∈ p−1(y) se
tiene que x y x′ están en las misma componente conexa por caminos si
y sólo si x y x′ están en la misma órbita.

Demostración. Podemos suponer que p trivializa sobre un cubri-
miento cuyos miembros V son abiertos y conexos. Si p−1V = ti∈I(V )Ui
se tiene que cada Ui es conexo por caminos. Notemos que p−1

α V =
Xα ∩ p−1V = Xα ∩ ti∈I(V )Ui = ti∈I(V )Xα ∩ Ui = ti∈IαUi , donde
Iα(V ) = {i ∈ I(V )|Xα ∩ Ui 6= ∅} . Por lo tanto pα es también una
aplicación recubridora.

Sea x0 ∈ Xα . Puesto que Y es conexo por caminos, existe un camino
g en Y de p(x0) a y . Entonces el camino gx0 está contenido en Xα y
gx0(1) está en la fibra de y . Si x, x′ punto de la misma fibra están en la
misma componente, existe un camino f tal que f(0) = x y f(1) = x′ .
Entonces si a = [pf ] ∈ π1(Y, y) se tiene que x · a = (pf)x(1) = f(1) =
x′ . Luego x, x′ están en la misma órbita. Rećıprocamente si x′ = x · a
con a = [g] entonces gx es un camino tal que gx(0) = x y gx(1) = x′ .
Por lo tanto están en la misma componente por caminos. �

Corolario 2.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sea p : X → Y una aplicación recubri-
dora. Entonces X es conexo por caminos si y sólo si p−1(y) es transitivo.
Además si X es conexo por caminos los subgrupos {p∗(π1(X, x))|x ∈
p−1(y)} forman una clase de conjugación completa.

Demostración. Como consecuencia de la proposición anterior,
el número de componentes conexas de X está en correspondencia bi-
uńıvoca con el conjunto de órbitas de p−1(y) . Entonces X es conexo
por caminos si y sólo si p−1(y) tiene una órbita; es decir, si y sólo si
p−1(y) es transitivo.

Por otra parte la familia de subgrupos {p∗(π1(X, x))|x ∈ p−1(y)} se-
gún se desprende de la proposición 2.1 son los grupos de isotroṕıa de
los elementos de una órbita que, como consecuencia de la proposición
2.2 , efectivamente forman una clase de conjugación completa �

Teorema 2.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sean p : X → Y , p′ : X ′ → Y apli-
caciones recubridoras. Entonces la correspondencia que asocia a cada
morfismo recubridor φ : X → X ′ el morfismo de π-conjuntos a derecha
φ|p−1(y) : p−1(y)→ p′−1(y) es una biyección.

Demostración. Sean φ, φ′ : X → X ′ dos morfismos recubridores
tales que φ|p−1(y) = φ′|p−1(y) . Sea Xα una componente conexa por
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caminos de X . Entonces por la proposición 2.3 , existe un punto xα ∈
Xα ∩ p−1(y) . Por lo tanto φα = φ|Xα , φ′α = φ′|Xα son elevaciones de
pα = p|Xα que coinciden en el punto xα . Aplicando la proposición 1.4
se tiene que φα = φ′α y esto sucede para cada componente conexa por
caminos. Entonces φ = φ′ .

Sea ahora una morfismo de π-conjuntos a derecha θ : p−1(y) →
p′−1(y) . Entonces si Xα es una componente conexa por caminos y
xα ∈ Xα ∩ p−1(y) , se tiene que el grupo de isotroṕıa de xα está con-
tenido en el de θ(xα) ; es decir, (pα)∗(π1(Xα, xα)) = p∗(π1(X, xα)) ⊂
p′∗(π1(X ′, θ(xα))) . Aplicando proposición 1.3 se tiene que existe una
aplicación continua φα : Xα → X ′ tal que p′φα = pα y φα(xα) = θ(xα) .
Puesto que φα|Xα∩p−1(y) y θ|Xα∩p−1(y) son morfismos de π-conjuntos,
el π-conjunto inicial es transitivo y ambos morfismos coinciden en un
punto, entonces son iguales. Tomando ahora la suma disjunta de ele-
vaciones φ = Σφα se tiene que φ es un morfismo recubridor tal que
φ|p−1(y) = θ .

�

Definición 2.3. Sea H un subgrupo de G . Se llama normalizador
de H en G al subgrupo N(H) = {g ∈ G|gH = Hg} . Nótese que H es
un subgrupo normal si y sólo si su normalizador es G .

Proposición 2.4. Sea F un π-conjunto a derecha transitivo, x ∈
F y πx su grupo de isotroṕıa. Para cada h ∈ N(πx) la aplicación

ĥ : F → F definida por ĥ(x · g) = (x · h) · g está bien definida y es
un morfismo de π-conjuntos a derecha. Además la aplicación inducida
N(πx)/πx →Autπ(F ) , [h]→ ĥ es un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que x · g = x · g′ , entonces g′g−1 ∈
πx . Puesto que h ∈ N(πx) se sigue que hg′g−1h−1 ∈ πx . En consecuen-
cia, x · (hg′g−1h−1) = x, o equivalentemente (x ·h) · g′ = (x ·h) · g′ . Por

lo tanto ĥ no depende del elemento g elegido y está bien definida. Por
otra parte se tiene que ĥ((x · g0) · g1) = ĥ(x · (g0g1)) = (x · h) · (g0g1) =

((x ·h) ·g0) ·g1 = ĥ(x ·g0) ·g1 . Por lo tanto se tiene que ĥ es un morfismo
de π-conjuntos.

Si h, h′ ∈ N(πx) , entonces ĥh′(x · g) = (x · (hh′)) · g = (x ·h) ·h′g =

ĥ((x · h′g) = ĥ((x · h′) · g) = ĥ(ĥ′(x · g)) = ĥĥ′(x · g) . Por lo tanto la
aplicación inducida N(πx) →Autπ(F ) es un homomorfismo. Notemos

que ĥ(x·g) = x·g para todo g si y sólo si (x·h)·g = x·g si y sólo si x·h =
x si y sólo si h ∈ πx . Por lo tanto queda inducido un monomorfismo
N(πx)/πx →Autπ(F ) . Por otro lado si θ : F → F es un morfismo de
π-conjuntos a derecha se tiene que por ser F transitivo existe h ∈ π tal
que x · h = θ(x) . Entonces θ(x · g) = θ(x) · g = (x · h) · g = ĥ(x · g) .

Aśı que θ = ĥ y se obtiene que N(πx)/πx →Autπ(F ) es un isomorfismo.
�
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Corolario 2.2. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sea p : X → Y una aplicación recubri-
dora con X conexo por caminos. Entonces el grupo de transformaciones
recubridoras de p : X → Y es isomorfo aN(p∗(π1(X, x)))/p∗(π1(X, x)) .

Notemos que si F es un π-conjunto a derecha, también se le puede
dar estructura de Autπ(F )-conjunto a izquierda a través de la acción
Autπ(F )×F → F que aplica (θ, x) en θ(x) , donde θ es un isomorfismo
de π-conjuntos y x un elemento de F .

De modo similar, si tenemos una aplicación recubridora p : X →
Y en X queda inducida de modo natural una acción a izquierda de
Aut(p : X → Y ) que aplica (ϕ, x) en ϕ(x) , donde ϕ es una transfor-
mación recubridora y x un elemento de X .

Definición 2.4. Un π-conjunto a derecha transitivo F se dice que
es normal (regular) si la acción a izquierda de Autπ(F ) en F es tran-
sitiva. Sea una aplicación recubridora p : X → Y con X conexo por
caminos, diremos que es normal (regular) si la acción a izquierda de
Aut(p : X → Y ) en X es transitiva en cada fibra.

Corolario 2.3. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sea p : X → Y una aplicación recu-
bridora con X conexo por caminos. Entonces p es normal si y sólo si
p−1(y) es normal si y sólo si para x ∈ p−1(y) se tiene que p∗(π1(X, x))
es un subgrupo normal de π1(Y, p(x)) .

Demostración. Por el corolario 2.1 se tiene que p−1(y) es tran-
sitivo. Por el teorema 2.1 se tiene que Aut(p : X → Y ) es isomorfo a
Autπ(F ) , donde F = p−1(y) es el π-conjunto asociado. Supongamos
que la acción a izquierda de Aut(p : X → Y ) en cada fibra es transi-
va, entonces la acción de Autπ(F ) en F es transiva. Rećıprocamente,
si x′, z′ ∈ p−1(y′) entonces tomemos un camino f en Y de y a y′ .
Sean fx, f z las únicas elevaciones tales que fx(0) = x , fx(1) = x′ y
f z(0) = z , f z(1) = z′ . Puesto que la acción de Autπ(F ) en F es
transitiva se tiene que existe φ ∈Aut(p : X → Y ) tal que φ(x) = z .
Entonces φ(x′) = φ(fx(1)) = (φfx)(1) = f z(1) = z′ . Por lo tanto la
acción de Aut(p : X → Y ) en cada fibra es transitiva.

Teniendo en cuenta que p−1(y) es transitivo, aplicando el corolario
2.1 se obtiene que los subgrupos {p∗(π1(X, x))|x ∈ p−1(y)} forman una
clase de conjugación completa. Por otro lado, puesto que la acción de
Autπ(F ) en F es transiva, se tiene que dos puntos distintos tienen los
mismos grupos de isotroṕıa. Por lo tanto, cada subgrupo p∗(π1(X, x)) es
normal en π1(Y, p(x))) . Rećıprocamente, si éste subgrupo es normal,
como consecuencia del corolario 2.2 se tiene que Aut(p : X → Y ) es
isomorfo a π1(Y, p(x)))/p∗(π1(X, x)) . Dados dos elementos x, x′ ∈ F ,
teniendo en cuenta que F es transitivo, existe h ∈ π1(Y, y) tal que
x · h = x′ . Ahora por el modo como se define el isomorfismo anterior
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se sigue que para ĥ ∈Aut(p : X → Y ) se tiene que ĥ(x) = x′ . Por lo
tanto F es normal.

�

PROBLEMAS

2.1. Sea X̃ un grafo con 1-celdas orientadas de tipo a y de tipo b
de tal modo que en cada vértice llegan y salen una 1-celda orientada de
tipo a y otra de tipo b. Sea X = S1

a ∨ S1
b y consideremos la aplicación

que aplica todos los vértices de X̃ en el único vértice de X y cada
1-celda orientada de tipo a sobre la 1-celda orientada de S1

a y las de
tipo b sobre la de S1

a . Probar que p es una aplicación recubridora y
que todo recubridor conexo de X es del tipo anterior.

Para cada uno de los siguientes grafos recubridores

a) Calcular los subgrupos p∗π1(X̃, v) , donde v es un vértice de
X̃ ,

b) Describir la estructura de π-conjunto del conjunto de los vérti-
ces de X̃ .
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2.2. Sea X el subsespacio de R2 formado por las cicunferencias
tangentes al eje OX de centro (0, 1/n) y de radio 1/n , donde n es un
entero positivo . Probar que si p : X̃ → X es una aplicación recubridora
entonces X̃ no es simplemente conexo.

2.3. Determinar el grupo de transformaciones de la cubierta uni-
versal de un espacio conexo, localmente conexo por caminos y semilo-
calmente simplemente conexo.

2.4. Determinar el grupo de transformaciones de las aplicaciones
recubridoras de los problemas 1.2 , 1.3 .
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3. Clasificación de las aplicaciones recubridoras

En primer lugar veamos que los π-conjuntos a derecha transitivos
salvo isomorfismo son isomorfos a π-conjuntos de clases a derecha aso-
ciadas a un subgrupo del grupo π .

Proposición 3.1. Sea F un π-conjunto a derecha transitivo, x ∈
F y πx su grupo de isotroṕıa. Consideremos el π-conjunto a derecha
πx\π = {πxg|g ∈ π} , donde la acción se define por πxg · h = πxgh .
Entonces la aplicación Φ: πx\π → F definida por Φ(πxg) = x · g es un
isomorfismo de π-conjuntos.

Demostración. En efecto del hecho que F sea transitivo se de-
duce que Φ es exhaustiva. Supongamos ahora que Φ(πxg) = x · g =
x · g′ = Φ(πxg

′) . Entonces, g′g−1 ∈ πx . Por lo tanto πxg = πxg
′ . �

Corolario 3.1. Sean F , F ′ π-conjuntos a derecha transitivos y
supongamos que x ∈ F y x′ ∈ F ′ . Entonces F es isomorfo a F ′ si y
sólo si πx y πx′ son subgrupos conjugados.

Demostración. Si existe un isomorfismo θ : F → F ′ de π-conjuntos
a derecha, entonces el grupo de isotroṕıa πx es el grupo de isotroṕıa
πθ(x) . Utilizando que F ′ es trasitivo aplicando la proposición 2.2 se
obtiene que πx es conjugado de πx′ .

Supongamos ahora que πx es conjugado de πx′ ; es decir, existe h ∈ π
tal que πx = hπx′h

−1 . Aplicando la proposición anterior 3.1 se infiere
que F es isomorfo a πx\π y F ′ es isomorfo a πx′\π . Consideremos
la aplicación θ : πx\π → πx′\π dada por θ(πx′g) = πxhg . Veamos
que está bien definida si πx′g = πx′g

′ entonces g′g−1 ∈ πx′ . Luego
hg′g−1h−1 ∈ πx entonces πxhg

′ = πxhg . Además es un morfismo de π-
conjuntos. En efecto θ(πx′g0 ·g1) = πxhg0g1 = πxhg0 ·g1 = θ(πx′g0) ·g1 .
Facilmente se comprueba que θ es un isomorfismo. Por lo tanto F es
isomorfo a F ′ . �

Definición 3.1. Un espacio se dice que es localmente simplemente
conexo si cada punto tiene una base de entornos simplemente conexos.
Un espacio X se dice que es semilocalmente simplemente conexo si
cada punto x tiene una base de entornos {U} tal que el homomorfismo
inducido por la inclusión π1(U, x)→ π1(X, x) es trivial.

Teorema 3.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos, lo-
calmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces para cada subgrupo H de π1(Y, y) existe una aplicación re-
cubridora pH : (XH , xH)→ (Y, y) tal que XH es conexo por caminos y
(pH)∗(π1(XH , xH)) = H .

Demostración. Consideremos el grupoide fundamental ΠY y sea
el conjunto X = {a ∈ Π1Y |d(a) = y}. Sea la aplicación c : X → Y



136 7. ESPACIOS RECUBRIDORES

donde c es la aplicación codominio del grupoide. Consideremos la si-
guiente relación de equivalencia en el conjunto X , dos de sus ele-
mentos a, b están relacionados si c(a) = c(b) y ab−1 ∈ H . Denote-
mos por XH el conjunto cociente, [a] la clase de equivalencia de a
y pH : XH → Y la aplicación inducida pH([a]) = c(a) . Para cada
W abierto de Y y cada a ∈ XH tal que c(a) ∈ W , consideremos
W [a] = {[a iW∗ (w)]|w ∈ Π1W , c(a) = d(w)} donde iW : W → Y es la
inclusión canónica.

Notemos que si W ⊂ U , [c] ∈ U [a] con c(c) ∈ W , entonces
W [c] ⊂ U [a] . En efecto, [c iW∗ w] = [a iU∗ u i

W
∗ w] = [a iU∗ (u (iWU )∗w)]

donde iWU : W → U es la inclusión canónica y w ∈ Π1W , u ∈ Π1U .
Tomemos ahora la siguiente familia de subconjuntos B = {W [a]|W

abierto conexo por arcos y tal que π1(W, y′)→ π1(Y, y′) es trivial para
y′ ∈ W} . Veamos que existe una única topoloǵıa que tiene como base
la familia anterior. Claramente la reunión de los miembros de la familia
es el espacio total. Por otra parte si [c] ∈ U [a] ∩ V [b] , sea W ⊂ U ∩ V
tal que W entorno abierto de c(c) y además W es conexo por caminos
y π1(W, y′) → π1(Y, y′) es trivial para y′ ∈ W . Entonces por lo que
acabamos de probar se tiene que W [c] ⊂ U [a]∩V [b] . Consecuentemente
existe una única topoloǵıa que tiene a la familia B como base. Puesto
que pH(W [a]) = W se sigue que pH es continua y abierta. Además si
y′ ∈ W se tiene que

p−1
H (W ) = ∪[a]∈p−1

H (y′)W [a] .

Esta reunión es disjunta ya que si [c] ∈ W [a] ∩W [b] entonces W [c] =
W [a] = W [b] .

Sean ahora dos elementos [a iW∗ (w)], [a iW∗ (w′)] ∈ W [a] tales que
pH([a iW∗ (w)]) = pH([a iW∗ (w′)]) , entonces

a iW∗ (w′)(iW∗ (w))−1a−1 = a iW∗ (w′w−1)a−1 = aa−1 = 1 .

Por lo tanto [a iW∗ (w)] = [a iW∗ (w′)] . De aqúı se tiene que pH |W [a] : W [a]→
W es un homeomorfismo. Por lo tanto pH es una aplicación recubrido-
ra. �

Proposición 3.2. Sea F un π-conjunto a derecha y sea Y un es-
pacio basado, conexo por caminos, localmente conexo por caminos y
semilocalmente simplemente conexo. Entonces existe una aplicación
recubridora p : X → Y tal que F y p−1(y) son π-conjuntos a derecha
isomorfos.

Demostración. El π-conjunto F es la suma de sus órbitas Fα que
son π-conjuntos transitivos. Por el teorema 3.1 existe una aplicación
recubridora pα : Xα → Y con Xα conexo. Entonces p = Σαpα : ΣαXα →
Y es una aplicación recubridora tal que p−1(y) = Σαp

−1
α (y) ∼= ΣαFα =

F . �
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Definición 3.2. Diremos que una aplicación recubridora p : X →
Y es la cubierta universal si X es simplemente conexo.

Teorema 3.2. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos, lo-
calmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y módulo iso-
morfismos sobre Y está en correspondencia biuńıvoca con las
clase de los π-conjuntos a derecha módulo isomorfismos de π-
conjuntos.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos módulo isomorfismos sobre Y está en co-
rrespondencia biuńıvoca con la clase de π-conjuntos transitivos
módulo isomorfismos que a su vez es biyectiva al conjunto de
todos los subgrupos del grupo fundamental de Y módulo con-
jugación.

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y módulo isomor-
fismos sobre Y con fibra el espacio discreto F está en corres-
pondencia biuńıvoca con el conjunto de representaciones de la
forma πop →Aut(F ) , módulo conjugación, donde πop denota
el grupo opuesto del grupo fundamental del espacio basado Y .

(iv) La clase de las aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos de Y módulo isomorfismos sobre Y con
fibra el espacio discreto F está en correspondencia biuńıvoca
con el conjunto de representaciones transitivas de la forma
πop →Aut(F ) , módulo conjugación, donde πop denota el grupo
opuesto del grupo fundamental del espacio basado Y .

Demostración. Como consequencia de la proposición 3.2 y del
teorema 2.1, se tiene que para cada π-conjunto a derecha F existe una
aplicación recubridora p : X → Y tal que p−1y es isomorfo a F , donde
y es el punto base de Y . Por otro lado, se tiene que dadas cubiertas
p : X → Y , p′ : X ′ → Y son isomorfas si y sólo si p−1y es isomorfo a
p′−1y . De aqúı se obtiene de modo inmediato el resultado señalado en
(i). De hecho utilizando la noción de categoŕıa se puede dar una versión
más fuerte de este resultado como se indica el la observación 3.1 .

Aplicando el corolario 2.1 vemos que los espacios recubridores co-
nexos se corresponden con π-conjuntos transitivos. De aqúı se deduce
la primera parte de (ii). Por otra parte, como consecuencia de la pro-
posición 2.2 cada π-conjunto transitivo F tiene asociada una clase de
conjugación en la familia de los subgrupos de π . Ahora por el corolario
3.1 se tiene que dos π-conjuntos son isomorfos si y sólo si le corresponde
la misma clase de conjugación. También hay que tener en cuenta que
para cada subgrupo H de π se tiene que H\π , es un π-conjunto al
que le corresponde la clase de conjugación de subgrupos representada
por H . De este modo obtenemos la versión “clásica” del teorema de
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clasificación de los espacios recubridores conexos en términos de clases
de conjugación de subgrupos.

Aplicando el apartado (i) ya probado, se obtiene inmediatamente
que las aplicaciones recubridoras que tengan como fibra el espacio dis-
creto F se corresponden con los π-conjuntos a derecha que tengan como
conjunto subyacente F . Como hemos visto al principio de la sección 2
una estructura de π-conjunto a derecha viene dada por un homomor-
fismo θ : πop →Aut(F ) . Dos de estas estructuras θ, θ′ serán isomorfas
si y sólo si existe una biyección φ : F → F tal que para cada g ∈ π es
diagrama

F
θ(g)
//

φ
��

F

φ
��

F
θ′(g)

// F

es conmutativo. Equivalentemente, si la representación θ es conjugada
de la representación θ′ .

El apartado (iv) se deduce del corolario 2.1 y del lo que acabamos
de probar en (iii). �

Observación 3.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos,
localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo
con punto base y ∈ Y . Entonces el functor que asocia a una aplica-
ción recubridora p : X → Y el π-conjunto p−1(y) es una equivalencia
de categoŕıas. Denotemos por ApliRec(Y, y) la categoŕıa de las aplica-
ciones recubridoras sobre Y que tiene como morfismos las aplicaciones
continua sobre Y . Entonces ApliRec(Y, y) es equivalente a Conπ1(Y,y)

la categoŕıa de functores de π1(Y, y) en la categoŕıa de los conjuntos,
que es equivalente a la categoŕıa de π1(Y, y)-conjuntos, donde π1(Y, y)
se interpreta como el grupoide con un solo objeto y que tiene como
morfismos los elementos del grupo. Es decir, que con la notación ex-
ponencial anterior, el grupo fundamental π1(Y, y) se puede considerar
como el “logaritmo”de la categoŕıa de las aplicaciones recubridoras con
base la categoŕıa de los conjuntos.

No es dif́ıcil obtener una versión basada del teorema anterior. Un π-
conjunto a derecha basado (F, x) es un π-conjunto a derecha F en el que
además se ha tomado un punto base. Un homomorfismo ϕ : (F, x) →
(F ′, x′) de π-conjuntos a derecha basados es un homomorfismo de π-
conjuntos a derecha que preserva el punto base. Para un espacio basa-
do (Y, y) una aplicación recubridora basada es una aplicación continua
basada p : (X, x) → (Y, y) tal que p : X → Y es una aplicación re-
cubridora. Queremos hacer notar que si a una aplicación recubridora
basada p : (X, x) → (Y, y) se le hace corresponder de modo natural
un π-conjunto a derecha basado (p−1(y), x) . Una aplicación continua
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basada sobre (Y, y) es una aplicación continua sobre Y que preserva
puntos base.

Teorema 3.3. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos, lo-
calmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas de (Y, y)
módulo isomorfismos sobre (Y, y) está en correspondencia bi-
uńıvoca con las clase de los π-conjuntos a derecha basados
módulo isomorfismos de π-conjuntos basados.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras basadas con espacio re-
cubridor conexo por caminos módulo isomorfismos basados
sobre Y está en correspondencia biuńıvoca con la clase de
π-conjuntos transitivos basados módulo isomorfismos basados
que a su vez es biyectiva al conjunto de todos los subgrupos
del grupo fundamental de Y .

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas con espacio
recubridor conexo por caminos de (Y, y) módulo isomorfismos
basados sobre (Y, y) con fibra el espacio discreto basado (F, x)
está en correspondencia biuńıvoca con el conjunto de repre-
sentaciones transitivas de la forma πop →Aut(F ) , donde πop

denota el grupo opuesto del grupo fundamental del espacio
basado Y .

Demostración. Notemos que si tomamos puntos base x ∈ p−1(y) ,
x′ ∈ p′−1(y) , donde p : X → Y y p′ : X ′ → Y son aplicaciones recu-
bridoras y φ : X → X ′ es una transformación recubridora se tienen los
π-conjuntos basados (p−1(y), x) , (p′−1(y), x′) y además el morfismo in-
ducido φ|p−1(y) preserva el punto base. Rećıprocamente, si θ : (F, x)→
(F ′, x′) es un morfismo de π-conjuntos que preserva el punto base, en-
tonces en las aplicaciones recubridoras construidas en el teorema 3.1 y
la proposición 3.2 , quedan inducidos puntos bases de modo natural y
el teorema 2.1 determina una única transformación recubridora φ tal
que salvo isomorfismo natural se tiene que φ|p−1(y) = θ . Por lo tanto
puesto que θ preserva el punto base, también φ lo preserva. Teniendo en
cuenta que la correspondencia entre aplicaciones basadas y π-conjuntos
basados preserva y refleja isomorfismos se obtiene el resultado (i).

Como antes, aplicando el corolario 2.1 vemos que los espacios re-
cubridores conexos se corresponden con π-conjuntos transitivos. De
aqúı se deduce la primera parte de (ii). Por otra parte, a cada π-
conjunto transitivo basado (F, x) tiene asociado el subgrupo de iso-
troṕıa πx . Ahora por el corolario 3.1 y los argumentos empleados en
su demostración se tiene que dos π-conjuntos transitivos y basados son
isomorfos si y sólo si les corresponde el mismo subgrupo de isotroṕıa.
También hay que tener en cuenta que para cada subgrupo H de π se
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tiene que H\π , es un π-conjunto transitivo basado que tiene como gru-
po de isotroṕıa H . Obtenemos de este modo la versión “clásica” del
teorema de clasificación de los espacios recubridores conexos y basados
en términos de subgrupos.

Aplicando el apartado (i) ya probado, se obtiene inmediatamen-
te que las aplicaciones recubridoras que tengan como fibra el espacio
discreto basado (F, x) se corresponden con los π-conjuntos a derecha
basaos que tengan como conjunto basado subyacente (F, x) . Como en
el teorema anterior, dos de estas estructuras θ, θ′ serán isomorfas si y
sólo si existe una biyección φ : (F, x)→ (F, x) tal que para cada g ∈ π
es diagrama

F
θ(g)
//

φ
��

F

φ
��

F
θ′(g)

// F

es conmutativo. Puesto que φ(x) = x y F es transitivo se tiene que
φ = id . Consecuentemente, θ, θ′ serán isomorfas si y sólo si θ = θ′ .

�

Corolario 3.2. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos,
localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces son equivalentes:

(i) El grupo fundamental de Y tiene un subgrupo de ı́ndice dos,
(ii) El espacio Y tiene salvo isomorfismo al menos dos recubridores

de dos hojas, uno no conexo, que es el trivial, y otro conexo
por caminos,

(iii) El grupo fundamental de Y tiene una representación transitiva
en el grupo simétrico de orden dos,

Demostración. Sea π el grupo fundamental de Y y sea H un
subgrupo de ı́ndice dos. Entonces H\π es un π-conjunto trasitivo al
que le corresponde una aplicación recubridora de dos hojas y además
determina una representación transitiva en el grupo simétrico de orden
dos. �

Ejemplo 3.1. Los siguientes espacios tienen dos recubridores de
dos hojas:

a) La circunferencia S1 tiene dos recubridores de dos hojas. Uno
el trivial S1×{0, 1} → S1 la proyección canónica y otro conexo,
q : S1 → S1 definido por q(z) = z2 , donde en este caso S1

denota los complejos de módulo uno.
b) La banda de Moebius M = I × [−1, 1]/(0, t) ∼ (1,−t) .

Además del trivial tenemos el cubrimiento q : I/∂I× [−1, 1]→
M , q(s, t) = [(2s, t)] , para 0 ≤ s ≤ 1

2
y q(s, t) = [(2s−1,−t)] ,

para 1
2
≤ s ≤ 1 .
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c) El plano proyectivo real RP 2 tiene dos recubridores, de dos
hojas, el trivial y q : S2 → RP 2 definida por la identificación
de ant́ıpodas.

PROBLEMAS

3.1. Describir las representaciones del grupo fundamental de S1∨S1

asociadas a las aplicaciones recubridoras descritas en el problema 2.1

3.2. Clasificar salvo isomorfismo las aplicaciones recubridoras de
dos y de tres hojas de S1 ∨ S1 .

3.3. Describir el recubridor universal de S1 ∨ S1 .

3.4. Encontrar el espacio recubridor de S1 ∨ S1 tal que su grupo
fundamental satisface que p∗π1(X̃, ∗) es el subgrupo normal del grupo
fundamental de S1 ∨ S1 generado por los cubos de cada uno de sus
elementos.

3.5. Sean X̃ , Ỹ las cubiertas universales de espacios X e Y conexos
por caminos y localmente conexos por caminos. Demostrar que si X '
Y , entonces X̃ ' Ỹ .

3.6. Encontrar todos los espacios recubridores de RP 2 ∨ RP 2 .

3.7. Encontrar todos los espacios recubridores de {(x, y) ∈ R2|1 ≤
x2 +y2 ≤ 4} , dando explicitamente una aplicación recubridora de cada
clase.

3.8. Sea φ : R2 → R2 la tranformación lineal φ(x, y) = (2x, y/2) .
Esta tranformación determina una acción de Z en X = R2 \ {0} .
Describir el espacio de las órbitas y calcular su grupo fundamental.

3.9. Probar que, para todo entero positivo n, existe una superficie
conexa no compacta y un grupo de transformaciones G que es un grupo
abeliano libre de rango 2n y S/G es una superficie compacta orientable
de genero n .

3.10. Probar que un subgrupo de un grupo libre es libre.

4. Espacios localmente conexos por caminos

En esta sección damos una clasificación de las aplicaciones recubri-
doras eliminando la condición de semilocalmente simplemente conexo.
Mantenemos la condición de conexo por caminos y localmente conexo
por caminos. La condición de conexo por caminos se puede eliminar
fácilmente utilizando grupoides en vez de grupos o estudiando las apli-
caciones recubridoras inducidas sobre cada una de las componentes
conexas por caminos.

Dado un cubrimiento abierto G cuyos miembros son conexos por
caminos podemos considerar el subgrupo normal de π1(Y, y) generado
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por los elementos de la forma a ((iG)∗g) a−1 donde a ∈ Π1Y , d(a) = y ,
g ∈ π1(G, c(a)) , G ∈ G , e iG : G → Y es la inclusión canónica. Este
subgrupo normal lo denotaremos por π1(Y,G, y) . El siguiente teore-
ma es la clave para caracterizar los π1(Y, y)-conjuntos a derecha que
son realizables por alguna aplicación recubridora. Notése que su de-
mostración es casi identica a la teorema 3.1 . A pesar de ello, hemos
considerado oportuno su inclusión para poner en evidencia las dife-
rencias existentes y el papel que juegan los cubrimientos de abiertos
conexos por caminos.

Teorema 4.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y lo-
calmente conexo por caminos. Entonces si H es un subgrupo de π1(Y, y)
tal que existe un cubrimiento abierto G cuyos abiertos son conexos
por caminos y H k π1(Y,G, y) , entonces existe una aplicación recu-
bridora pH : (XH , xH) → (Y, y) tal que XH es conexo por caminos y
(pH)∗(π1(XH , xH)) = H .

Demostración. Consideremos el grupoide fundamental ΠY y sea
el conjunto X = {a ∈ Π1Y |d(a) = y}. Sea la aplicación c : X → Y
donde c es la aplicación codominio del grupoide. Consideremos la si-
guiente relación de equivalencia en el conjunto X , dos de sus ele-
mentos a, b están relacionados si c(a) = c(b) y ab−1 ∈ H . Deno-
temos por XH el conjunto cociente, [a] la clase de equivalencia de
a y pH : XH → Y la aplicación inducida pH([a]) = c(a) . Para ca-
da W abierto de Y y cada a ∈ X tal que c(a) ∈ W , consideremos
W [a] = {[a iW∗ (w)]|w ∈ Π1W , c(a) = d(w)} donde iW : W → Y es la
inclusión canónica. Es claro que si a′ ∈ X , c(a) = c(a′) y a′a−1 ∈ H ,
entonces W [a] = W [a′] .

Notemos que si W ⊂ U , [c] ∈ U [a] con c(c) ∈ W , entonces
W [c] ⊂ U [a] . En efecto, [c iW∗ w] = [a iU∗ u i

W
∗ w] = [a iU∗ (u (iWU )∗w)]

donde iWU : W → U es la inclusión canónica y w ∈ Π1W , u ∈ Π1U .
Tomemos ahora la siguiente familia de subconjuntos B = {W [a]|W

abierto conexo por caminos tal que existe G ∈ G , W ⊆ G y c(a) ∈ W} .
Veamos que existe una única topoloǵıa que tiene como base la familia
anterior. Claramente la reunión de los miembros de la familia es el
espacio total. Por otra parte si [c] ∈ U [a] ∩ V [b] , sea W ⊂ U ∩ V tal
que W entorno abierto de c(c) , W es conexo por caminos y además
W ⊂ G , para algún G ∈ G . Entonces por lo que acabamos de
probar se tiene que W [c] ⊂ U [a] ∩ V [b] . Consecuentemente existe
una única topoloǵıa que tiene a la familia B como base. Puesto que
pH(W [a]) = W se sigue que pH es continua y abierta. Además si y′ ∈ W
se tiene que

p−1
H (W ) = ∪[a]∈p−1

H (y′)W [a] .

Esta reunión es disjunta ya que si [c] ∈ W [a] ∩W [b] entonces W [c] =
W [a] = W [b] .
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Sean ahora dos elementos [a iW∗ (w)], [a iW∗ (w′)] ∈ W [a] tales que
pH([a iW∗ (w)]) = pH([a iW∗ (w′)]) , entonces

a iW∗ (w′)(iW∗ (w))−1a−1 = a iW∗ (w′w−1)a−1 ∈ π1(X,G, y) ⊆ H .

Por lo tanto [a iW∗ (w)] = [a iW∗ (w′)] . De aqúı se tiene que la restricción
pH |W [a] : W [a] → W es un homeomorfismo. Por lo tanto pH es una
aplicación recubridora. �

Al eliminar la condición de semilocalmente simplemente conexo
el problema de clasificación se aborda considerando únicamente los
π1(Y, y)-conjuntos a derecha que tienen grupos de isotroṕıa verifican-
do propiedades especiales respecto los subgrupos normales de la forma
π1(Y,G, y) . En este caso, en vez de una sola cubierta universal se dis-
pone de toda una familia de cubiertas universales que recubren al resto
de la cubiertas conexas por caminos.

Es conveniente considerar la noción de π-conjunto continuo. Sea un
conjunto F en el que podemos considerar la topoloǵıa discreta y un
grupo topológico π . Una estructura sobre F de π-conjunto continuo
a derecha consiste en una acción a derecha de π sobre F ; es decir,
una aplicación continua θ : F × π → F , (x, g) → x · g , que verifica,
(x · g) · h = x · (gh) , x · 1 = x , donde x ∈ F , g, h ∈ π .

Equivalentemente, esta estructura viene determinada por el an-
tihomomorfismo continuo θ : π →Autca(F ) , definido por θ(g)(x) =
θ(x, g) = x·g , donde Autca(F ) está provisto con la topoloǵıa compacto-
abierta.

Notemos que una base de la topoloǵıa compacto-abierta de Autca(F )
está dada por los sugbrupos de permutaciones que dejan fijo un con-
junto finito S de F ; es decir, B = {Fijos(S)|S ⊂ F , S finito} , donde
Fijos(S) = {θ ∈ Autca(F )|θ(s) = s , s ∈ S} . En el caso que F sea
finito se tiene que Fijos(F ) = {idF} . Esto implica que la topoloǵıa
compacto-abierta es presisamente la topoloǵıa discreta. En el caso que
F no sea finito, notemos que para S finito se tiene que Fijos(S) tiene
más de un elemento, basta tomar una transposición de dos puntos que
no esten en S . De aqúı se concluye que {idF} no puede ser abierto y en
consecuencia la topoloǵıa compacto-abierto no es la discreta. Entonces
Autca(F ) es discreto si y sólo si F es finito.

Análogamente se define la noción de morfismo de π-conjuntos con-
tinuos a derecha es una aplicación ϕ : F → F ′ tal que ϕ(x ·g) = ϕ(x) ·g
para x ∈ F y g ∈ π .

Definition 4.1. Sea (Y, y) un espacio basado conexo y localmente
conexo por caminos. Un subgrupo H se dice que es S-abierto si exis-
te un cubriminto abierto G tal que H ⊇ π1(Y,G, y) Consideremos in
π1(Y, y) la única estructura de grupo topológico que hace que una base
de entornos del elemento neutro es presisamente la familia de subgru-
pos normales π1(Y,G, y) . Puesto que la definición de estos subgrupos
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normales es debida a Spanier [34] lo llamaremos grupo fundamental
topológico de Spanier y lo denotatemos por πS

1 (Y, y) .

Proposición 4.1. Sea (Y, y) un espacio basado conexo y local-
mente conexo por caminos. Si tenemos un πS

1 (Y, y)-conjunto continuo
F , entonces para cualquier x ∈ F el grupo de isotroṕıa Hx de x es
S-abierto. Además se tiene un morfismo canónico φ : Hx\πS

1 (Y, y)→ F
tal que F es transitivo si y sólo si φ es un isomorfismo.

Teorema 4.2. Sea (Y, y) un espacio basado, conexo, localmen-
te conexo por caminos. Entonces para cada subgrupo S-abierto H de
π1(Y, y) existe una aplicación recubridora pH : (XH , xH) → (Y, y) tal
que XH es conexo por caminos y (pH)∗(π1(XH , xH)) = H .

También disponemos del resultado análogo a la proposición 3.2 para
π-conjuntos continuos a derecha.

Proposición 4.2. Sea F un π-conjunto continuo a derecha y sea
Y un espacio basado, conexo por caminos y localmente conexo por
caminos. Entonces existe una aplicación recubridora p : X → Y tal que
F y p−1(y) son π-conjuntos continuos a derecha isomorfos.

Ahora incluimos los teoremas de clasificación. Hemos estimado que
no es necesario desarrollar las demostraciones ya que es suficiente co-
piar la de los corresponcientes resultados obtenidas con la condición
adicional de semilocalmente simplemente conexo y aplicar el teorema
4.2 en vez del 3.1 y la proposicion 4.2 en vez de la 3.2 .

Teorema 4.3. Sea Y un espacio basado, conexo y localmente co-
nexo por caminos. Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y módulo isomor-
fismos sobre Y está en correspondencia biuńıvoca con las clase
de los π-conjuntos continuos a derecha módulo isomorfismos
de π-conjuntos.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos módulo isomorfismos sobre Y está en co-
rrespondencia biuńıvoca con la clase de π-conjuntos continuos
transitivos módulo isomorfismos que a su vez es biyectiva al
conjunto de todos los subgrupos S-abiertos del grupo funda-
mental topológico de Spanier de Y módulo conjugación.

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y módulo isomor-
fismos sobre Y con fibra el espacio discreto F está en corres-
pondencia biuńıvoca con el conjunto de representaciones con-
tinuas de la forma (πS)op → Autca(F ) , módulo conjugación,
donde (πS)op denota el grupo opuesto del grupo fundamental
topológico de Spanier del espacio basado Y .

(iv) La clase de las aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos de Y módulo isomorfismos sobre Y con
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fibra el espacio discreto F está en correspondencia biuńıvoca
con el conjunto de representaciones continuas transitivas de la
forma (πS)op → Autca(F ) , módulo conjugación.

De modo análogo al caso semilocalmente simplemente conexo se
tiene la clasificación para aplicaciones recubridoras basadas.

Teorema 4.4. Sea Y un espacio basado, conexo, localmente conexo
por caminos. Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas de (Y, y)
módulo isomorfismos sobre (Y, y) está en correspondencia bi-
uńıvoca con las clase de los π-conjuntos continuos a derecha
basados módulo isomorfismos de π-conjuntos continuos basa-
dos.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras basadas con espacio recu-
bridor conexo por caminos módulo isomorfismos basados so-
bre Y está en correspondencia biuńıvoca con la clase de π-
conjuntos continuos transitivos basados módulo isomorfismos
basados que a su vez es biyectiva al conjunto de todos los sub-
grupos S-abiertos del grupo fundamental topológico de Spa-
nier de Y .

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas con espacio
recubridor conexo por caminos de (Y, y) módulo isomorfismos
basados sobre (Y, y) con fibra el espacio discreto basado (F, x)
está en correspondencia biuńıvoca con el conjunto de represen-
taciones continuas transitivas de la forma (πS)op → Autca(F ) ,
donde (πS)op denota el grupo opuesto del grupo fundamental
topológico de Spanier del espacio basado Y .

Ejemplo 4.1. El pendiente Hawayano E es un espacio métrico
compacto formado por la unión de ćırculos tangentes en el mismo punto
y tal que la sucesión de sus radios converge a cero. En la Figuras 4, 4, 4
podemos ver las cubiertas conexas de dos hojas del pendiente Hawayano
que, salvo las dos circunfrencias de mayor radio, trivializan sobre todas
las circunferencias.

5. Espacios recubridores sobre espacios generales

Los resultados de la sección anterior, se han planteado para otras
clases de espacios y a través de distintas técnicas. Citaremos brevemen-
te algunas de ellas.

1) Artin y Mazur [AM67] probaron en su corolario 10.6, que si C es
un sitio localmente conexo (una generalización de topoloǵıa localmente
conexa), cerrado bajo coproductos arbitrarios y K es un hipercubri-
miento (ver sección 8 de [AM67], se trata de un objeto simplicial que
generaliza la noción de cubrimiento abierto), entonces la categoŕıa de
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Figura 1. 2-cubierta del pendiente Hawayano

morfismos localmente triviales sobre el objeto final de C , que son trivia-
les sobre K0 (aplicaciones recubridoras sobre un espacio que trivializan
sobre un abierto), es equivalente a la categoŕıa de aplicaciones simpli-
ciales recubridoras sobre el conjunto simplicial c0(K) (generalización
del conjunto simplicial llamado nervio de Čech).

De este modo si se asocia a un espacio localmente conexo la cate-
goŕıa distributiva localmente conexa de los haces del espacio. Para una
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Figura 2. 2-cubierta del pendiente Hawayano

categoŕıa de este tipo resulta que el proconjunto simplicial de los hiper-
cubrimientos resulta ser isomorfo al nervio de Čech de todos los cubri-
mientos abiertos del espacio. Como consecuencia de esta construcción
se puede obtener mediante el corolario anterior la clasificiación de las
aplicaciones recubridoras que trivializan sobre un cubrimiento abierto.

Notemos que este resultado es más fuerte que el obtenido en la
sección anterior ya que un espacio localmente conexo por caminos es
localmente conexo. Sin embargo mediante el procedimiento anterior el
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Figura 3. 2-cubierta del pendiente Hawayano

corolario 10.6 de Artin y Mazur no se puede aplicar al caso no local-
mente conexo.

Si aplicamos el grupo fundamental al proconjunto simplicial ante-
rior se obtiene los que denominaremos progrupo fundamental de Artin-
Marzur.

2) La noción de “overlay”fue introducida por Fox [Fox72]. Para
el caso en el que el espacio base sea localmente conexo o haya un
número finito de fibras ésta coincide con la de aplicación recubridora.
Fox utilizó invariantes de la teoŕıa de la forma, introducida por Borsuk,
para dar un resultado que clasifica “overlays” con fibras finitas sobre
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espacios metrizables. Notemos que Fox impone la condición de que el
espacio base sea metrizable pero no se exige la condición de localmente
conexo.

3) Si G es un grupo profinito, se puede considerar la categoŕıa de
G-conjuntos finitos continuos. Una categoŕıa se dice que es de Galois
si es equivalente a una del tipo anterior . Grothendieck [Gro71] dio
una descripción axiomática de estas categoŕıas y probó que el grupo
profinito G asociado es único salvo isomorfismo. Este resultado permite
definir el grupo fundamental profinito de un topos de Grothendieck co-
nexo y punteado como el grupo profinito determinado por la categoŕıa
de Galois de los objetos localmente constantes del topos. Por ejemplo,
si X es un espacio basado, conexo por caminos, localmente conexo por
caminos y semilocalmente simplemente conexo, entonces la categoŕıa
de aplicaciones recubridoras con fibras finitas es equivalente a la ca-
tegoŕıa de π-conjuntos finitos, como ya hemos visto en estos apuntes,
pero también será equivalente a la categoŕıa de π̂-conjuntos finitos con-
tinuos, siendo π̂ el grupo profinito del topos de los haces del espacio,
que resulta ser la compleción profinita de π . En el caso que X sea una
variedad algebraica no singular sobre el cuerpo de los complejos con
espacio asociado X(C) , entonces el grupo fundamental etale de X es
la complección finita del grupo fundamental de X(C) .

4) Moerdijk [M89] dio una caracterización de los topos de la forma
BG para G un grupo locálico prodiscreto. Probó que la categoŕıa de los
grupos locálicos prodiscretos es equivalente a la categoŕıa de progrupos
con transiciones exhaustivas. Para un espacio localmente conexo (cone-
xo) esta equivalencia lleva el progrupo fundamental de Artin-Mazur al
grupo locálico fundamental considerado por Moerdijk. De nuevo resulta
que está construcción no es aplicable a espacios que no sean locamente
conexos.

5) En [He98] se introdujo una nueva noción de proyección recu-
bridora que para espacios localmente conexos coincide con la noción
usual de aplicación recubridora. Con esta nueva noción se verifica que
el progrupoide fundamental π de un espacio X clasifica las proyeccio-
nes recubridoras. Es decir que la categoŕıa de proyecciones recubrido-
ras de un espacio (sin ninguna condición adicional) es equivalente a
la categoŕıa de π-conjuntos. Es importante observar que existen pro-
grupoides no isomorfos π, π′ que determinan categoŕıas de π-conjuntos
y π′-conjuntos equivalentes. Se conocen algunos resultados parciales
de que ciertas equivalencias entre los pro-grupoides π, π′ determinan
equivalencias de categoŕıas entre π-conjuntos y π′-conjuntos, pero se
desconoce las caracterizaciones precisas del tipo de equivalencia nece-
saria para que el rećıproco sea cierto. Una generalización de los resulta-
dos anteriores para ciertos fibrados con cociclos localmente constantes
puede verse en [B22].
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6) Una clasificación de “overlays” sobre un espacio topológico co-
nexo, utilizando resoluciones del espacio base formadas por retrac-
tos de entornos absolutos, puede verse en el trabajo de Mardešić-
Matijević [MM01] . En este art́ıculo, los “overlays” del espacio base
se presentan inducidos por cubiertas sobre los espacios que forman su
resolución. Un estudio de “overlays” de espacios obtenidos como ĺımi-
tes inversos de toros ha sido realizado por Eda, Mandić y Matijević en
[EMM].

7) Nuevos estudios sobre categoŕıas conexas atómicas pueden ver-
se en [Du03]. En este trabajo se prueba que un topos con un punto
es conexo y atómico es el topos clasificante de un grupo locálico que
es precisamente el grupo locálico de los automorfismos del punto. En
un trabajo posterior ([Du04]) establece un teorema que caracteriza un
topos de Galois como el topos clasificante de un grupoide conexo con es-
pacio discreto de objetos y con hom-sets espacios locálicos prodiscretos.
Anteriormente y en esta dirección, Joyal-Tierney ya hab́ıan desarrolla-
do una teoŕıa que culmina con un teorema que asegura que un topos
arbitrario es el topos clasificante de un grupoide locálico. Señalaremos
que otros trabajos sobre topos clasificantes de grupoides locálicos han
sido realizados por M. Bunge y I. Moerdijk. Estos resultados tienen
importantes aplicaciones a la teoŕıa de los aplicaciones recubridoras
debido a que una categoŕıa de este tipo, bajo ciertas condiciones sobre
el espacio base base, es un topos clasificante de un grupoide locálico.
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41. Zisman, M. Topoloǵıa algebraica elemental, Paraninfo, 1970.



Referencias de art́ıculos y monograf́ıas

AH99. Ardanza-Trevijano,S and Hernández, L.J. Fundamental progroupoid and
bundles with a structural category, Top. and its Appl. 92 (1999) 85-99.

B22. Ardanza-Trevijano,S and Hernández, L.J. Fundamental progroupoid and
bundles with a structural category, Top. and its Appl. 92 (1999) 85-99.

AM67. M. Artin and B. Mazur, Etale Homotopy, Springer Lect. Notes in Math.,
no. 100, Springer–Verlag, Berlin , 1967.

Du03. Dubuc, E. Localic Galois Theoy, Adv. in Math. 175 (2003) 144-167.
Du04. Dubuc, E. On the representation theory of Galois and Atomic Topoi, to

appear JPAA.
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