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INTRODUCCION

1. Algunos aspectos histéricos y actuales

El estudio de poliedros mediante técnicas topoldgicas para dimen-
siones 1 y 2 data al menos de los tiempos de Euler. Parece ser que
Listing, discipulo de Gauss, fue el primero en utilizar la palabra “to-
pologia”. En su libro “Vorstudien zur Topologie” (Estudios previos de
Topologia), de 1847, aludia a la Topologia como la doctrina que des-
cribe el modo en el que estan compuestos los objetos a base de puntos,
lineas, superficies, cuerpos y otros agregados, siempre sin mirar medi-
das ni cantidades.

La palabra homotopia fue utilizada por primera vez por Dehn y
Heegard en 1907, aunque el concepto de homotopia, como deformacién
continua de aplicaciones, ya habia sido utilizado por Jordan en 1866.

La nocién de grupo fundamental de un espacio fue introducida por
Poincaré en 1895, vedse figura 1. A él también le debemos una de las
méas famosas conjeturas en Topologia: “Si una 3-variedad compacta y
conexa tiene el mismo tipo de homotopia que una 3-esfera, entonces
también tiene el mismo tipo de homeomortia.”

FiGura 1. Jules Henry Poincaré

Esta conjetura ha sido seleccionada como uno de los siete principales
problemas matematicos méas importantes del siglo XXI por el Instituto
Matemaético Clay. Su resolucién lleva asociado un premio de un millén
de ddlares y son muy frecuentes los intentos de su demostracion.
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2 INTRODUCCION

El 11 de noviembre de 2002, el matemético ruso Dr. Grigori (Gris-
ha) Perelman, vedse figura 2, del Instituto Matemédtico Steklov, que
forma parte de la Academia Rusa de las Ciencias de San Petersbur-
go, puso a disposicion de la comunidad matematica su preprint “The
entropy formula for the Ricci Flow and its geometric implications”.
Este contiene una demostracién de la Conjetura de Geometrizacién de
Thurston que plantea una clasificacién precisa de 3-variedades y como
caso particular quedaria probada la conjetura de Poincare.

FicuraA 2. Grigory Perelman

En Abril de 2003, Perelman ofrecié un ciclo de conferencias en el
prestigioso “Massachusetts Institute of Technology”sobre los resultados
obtenidos acerca de las conjeturas de Thurston y de Poincare.

Puesto que en el momento de redactar estos apuntes el Instituto
Matematico Clay no ha confirmado la verosimilitud de los intentos de
demostracion existentes, el animoso lector puede encontrar motivador
el hecho de que después de la lectura de éstos, ya estara en condiciones
de iniciar sus propios caminos de investigaciéon para intentar resolver
uno de los siete principales problemas mateméticos del siglo XXI. Sin
embargo le aconsejamos que consulte previamente si el Instituto Ma-
tematico Clay ha emitido un veredicto definitivo sobre la demostraciéon
de Perelman o de otras posteriores que hayan podido aparecer.

2. Objetivos

A través de este texto se pretenden alcanzar los siguientes objetivos:

1) Que se conozcan los métodos bdsicos para transformar proble-
mas topoldgicos en problemas algebraicos e ilustrar como esta técnica
aporta buenos resultados en muchos casos importantes.

2) Una primera familiarizacién con espacios tan notables como las
superficies (o mas generalmente las variedades topoldgicas), los com-
plementos de nudos y enlaces y los poliedros.

3) La introduccién del grupo fundamental como una primera herra-
mienta algebraica que resuelve determinados problemas, dando ademas
adecuados algoritmos que permitan encontrar alguna de sus presenta-
ciones.
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4) Dar aplicaciones concretas que prueben la efectividad resolutiva
de los invariantes analizados, tales como la clasificacién de cubiertas y
superficies compactas y algunas familias de nudos.

5) Dar una visién del potencial de las aplicaciones que el grupo
fundamental tiene otros campos cientificos, tecnolégicos y artisticos.

3. Comentarios

Este texto esta basado en los apuntes que se elaboraron mientras
se impartia una asignatura denominada “Homotopia.®® la Licenciatura
de Matematicas de la Universidad de La Rioja en el curso 2002-2003.
En la seleccion de los contenidos fue determinate el factor del tiempo
disponible que era de tres horas durante nueve semanas, es decir de
unas 27 horas. Es ésta la razén que hace que que sélo se hayan incluido
algunas de las numerosas e importantes aplicaciones que tiene el grupo
fundamental. Sin embargo, los contenidos de aquel curso se han am-
pliado con la clasificacion de las aplicaciones recubridoras de espacios
localmente conexos.

Aunque se supone que el lector esta familiarizado con la topologia,
hemos incluido en la primera seccién del primer capitulo las definiciones
de espacio y aplicacién continua, las propiedades topolégicas que se uti-
lizan en este texto y los métodos de construccion bésicos: subespacios,
sumas disjuntas, productos y cocientes.

En el primer capitulo se introduce la relacion de homotopia y ho-
motopia relativas y se establece la nociéon de tipo de homotopia. Se
intenta que el lector construya homotopias utilizando argumentos de
geometria elemental. Para facilitar la comprension la nocién de tipo de
homotopia sera de gran ayuda la nociéon de retracto por deformacién
fuerte. Se proponen diversos problemas para desarrollar habilidades en
el uso de homotopias y deformaciones fuertes. Normalmente se inclu-
ye la solucién de muchos de los problemas propuestos. Sin embargo el
alumno debe intentar previamente encontrar su propia solucién. Hay
que aclarar que un problema puede tener soluciones correctas que sean
muy diferentes entre si.

El capitulo segundo se dedica al estudio del grupo fundamental de
un espacio. Hemos preferido introducir la nocién de grupoide funda-
mental ya que lleva exactamente el mismo esfuerzo que la de grupo
fundamental. Utilizando la nocién de grupoide fundamental se puede
probar mas facilmente que dos puntos base de un espacio arco-conexo
determinan grupos fundamentales isomorfos y también facilita el estu-
dio posterior de acciones en cubiertas. Hemos utilizado reiteradamente
el truco que asegura que un camino es homdtopo a sus reparametri-
zaciones. Sin embargo aconsejamos al lector que miré también las de-
mostraciones que aparecen en otros textos que construyen homotopias
definiendolas a trozos y utilizando argumentos geométricos muy basi-
Cos.
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Dedicamos el tercer capitulo al estudio de la nociéon de grado de
un lazo. Ello lo hacemos a través de la aplicacion recubridora univer-
sal de la circunferencia. Después de probar los teoremas de elevacién
de caminos y homotopias para cualquier aplicacion recubridora, proba-
mos que el grupo de la 1-esfera es isomorfo al grupo ciclico infinito. El
lector se puede sorprender del gran esfuerzo que lleva el célculo de gru-
po fundamental de la circunferencia. Sin embargo una vez establecido
el resultado y utilizando las técnicas que desarrollamos en el capitu-
lo siguiente se puede abordar el calculo de presentaciones de grupos
fundamentales de importantes espacios. Un método alternativo para
calcular el grupo fundamental de la circunfeencia hubiera consistido en
el uso de técnicas simpliciales que aproximan una aplicacion continua
por una simplicial y el uso de grupos generados por caminos de aristas.

Antes de dar métodos de calculo del grupo fundamental, consi-
derando que algunos lectores pueden no estar familiarizados con las
presentaciones de grupos, hemos estimado oportuno introducir algunos
minimos necesarios sobre grupos libres y presentaciones de grupos. Es
interesante mencionar el problema de las palabras y destacar las dificul-
tades que surgen al intentar probar que dos presentaciones determinan
grupos isomorfos.

Para poder realizar el calculo de presentaciones del grupo funda-
mental se incluye el teorema de Seifert-van Kampen. Ello permite que
bajo algunas condiciones se pueda calcular la presentacién de un espa-
cio que es la reunién de dos subespacios a partir de las presentaciones
de los subespacios y algunas propiedades de los generadores del gru-
po fundamental de la interseccion. En algunos ejemplos, es mas facil
obtener un espacio mediante un proceso de adjuncion de celdas. Por
este motivo es interesante utilizar el teorema de Seifert-van Kampen
para obtener una presentacion del grupo fundamental del espacio re-
sultante al adjuntar una n-celda cualquiera, n > 2, en funcién de la
presentacion del espacio inicial y de las propiedades del la aplicacion
amalgamadora. Este método suele determinar presentaciones mas sen-
cillas y es aplicable para calcular el grupo fundamental de cualquier
complejo de celdas.

La definicién de aplicacién recubridora se ilustra convenientemente
con algunos ejemplos como la cubierta universal de la circunferencia,
del toro y del plano proyectivo. Una de las aplicaciones més notable
de grupo fundamental es la clasificacion de aplicaciones recubridoras
(cubiertas). A continuacién, clasificamos mediante representaciones del
grupo fundamental, las aplicaciones recubridoras de un espacio que
verifique buenas condiciones de connectividad local.

Entre los diversos resultados sobre aplicaciones recubridoras y apli-
caciones entre cubiertas resaltaremos la estructura de m-conjunto que
tiene la fibra de una cubierta y el hecho que el grupo de superposiciones
de una cubierta es isomorfo al grupo de automorfismos de la estructura
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de m-conjunto que tiene la fibra. Este resultado nos indica la estrecha
relacion existente entre la categoria de las cubiertas de un espacio con
grupo fundamental 7 y la categoria de m-conjuntos.

Destacaremos también el caso de cubiertas regulares y su relacién
con grupos propiamentente discontinuos de homeomorfismos. Este caso,
en mi opinion, es muy interesante y tiene importantes aplicaciones en
geometria diferencial y riemanniana.

Finalizamos el estudio de cubiertas con los teoremas de clasifica-
cion. Introducimos la nocion de espacio localmente conexo por caminos
y semilocalmente simplemente conexo. Para estos espacios se prueba la
existencia de una cubierta universal y en este caso se pueden clasificar
las cubiertas del espacio en términos de clases de conjugacion de los
subgrupos del grupo fundamental. En estas notas desarrollamos la ver-
sion alternativa en términos de clases de isomorfismo de 7-conjuntos
(transitivos) que en el caso de cubiertas de n hojas se puede formular
en base a las representaciones transitivas del grupo fundamental en el
grupo simétrico de n cifras, médulo conjugacién.

Terminamos el dltimo capitulo, estudiando y clasificando las apli-
caciones recubridoras sobre un espacio localmente conexo por caminos,
para el que ya no se supone que satisface la condicion de ser semilo-
calmente simplemente conexo. Para ello utilizamos dotamos al grupo
fundamente una estructura adicional de grupo topoldgico y utilizamos
representaciones continuas de dicho grupo fundamental topolégico.

4. Algunas aplicaciones cientificas recientes

Los métodos topoldgicos estan siendo utilizados por diversos inves-
tigadores en algunas areas cientificas. Sefialaremos brevemente algunas
aplicaciones del grupo fundamental en las areas de Virologia y de la
Quimica de los Fullerenos.

Virologia: En esta ciencia ademas de estudiar la estructura poli-
edral de la envoltura del virus que se denomina capside en cuyo estudio
juega un papel interesante su estructura poliedral y el grupo de sus si-
metrias tiene también gran importancia el acido envuelto por la capside
de los virus, que se presenta como una madeja filamentosa de una o
mas hebras. La estructura de éstos acidos es susceptible de ser anali-
zada con técnicas topologico-geométricas, fundamentalmente teoria de
nudos. Véase la Figura 3. Existen actualmente trabajos en este senti-
do encaminados al analisis de los anudamientos o enlaces topologicos
que presenta un dcido viral (u otro tipo de dcido genético) y sus posi-
bles modificaciones en fenémenos de replicaciéon o en experimentos de
manipulaciéon genética. En estos apuntes se va a introducir el grupo
fundamental, una de las herramientas matematicas mas utilizada en
el estudio de estos anudamientos y enlaces. Se denomina grupo fun-
damental de un nudo el grupo fundametal de su complemento en el
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espacio euclidio (si se prefiere el complemento se puede tomar en la
3-esfera).

FI1GURA 3. Anudamientos del ADN

Quimica: Una reciente rama de la quimica, especialmente rica en
investigacion y en la que el uso de técnicas poliedrales es muy amplio, es
la de los fullerenos. Este campo se inicié con el descubrimiento en 1985
de la molécula C60, que fue bautizada con el nombre de buckminsterfu-
llereno, y abreviadamente se le llama fullereno, en honor del arquitecto
R. B. Fuller. Véase la Figura 4. Esta molécula consiste en 60 atomos
de carbono unidos mediante doce pentagonos y veinte hexagonos. Su
forma es la misma que la de un balén de fitbol y aproximadamente su
tamano es al del baléon como el de éste es al de la Tierra; en este caso
la estructura poliedral es muy simple, en el sentido de que consta de
un solo poliedro que es un icosaedro truncado.

FiGUuRrA 4. Fullereno C60

Del carécter tetravalente del carbono C resultan cuatro posibles
situaciones de un vértice que denotaremos por 31, 22, 211 y 1111 .
En la mayoria de los fullerenos todos los enlaces son del tipo 211; en
consecuencia, sus grafos asociados tienen la propiedad de que cada
vértice incide con tres aristas (grafos 3-regulares). En estos grafos se
pueden distinguir los enlaces dobles coloreando la familia de aristas que
se corresponden con los mismos.
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Es interesante senalar que a cada grafo 3-regular se le puede asociar
su grupo de isometrias y, si se tienen aristas coloreadas (enlaces dobles),
tomar entonces el subgrupo de aquéllas que las preservan. De este mo-
do a cada grafo con aristas coloreadas le hemos asociado una pareja de
grupos. Observemos que si en el mismo grafo 3-regular cambiamos de
familia de aristas coloreadas (es decir, consideramos dos isémeros) pue-
de suceder que el subgrupo asociado sea distinto. Sin embargo, existen
ejemplos de grafos 3-regulares con aristas coloreadas que son distintos
y tienen asociada la misma pareja de grupos de simetria; en este ca-
so, se puede disenar una herramienta matematica mas fina capaz de
distinguir estos isomeros. Se procede del modo siguiente: cambiando
cada enlace doble por un cruce de caminos a distinto nivel, podemos
asociar a cada fullereno con enlaces quimicos dobles un enlace o nu-
do topoldgico susceptible de ser estudiado con técnicas homotdpicas.
Véase la Figura 5. Las diferentes posibles posiciones de los dobles enla-
ces quimicos determinan enlaces topologicos distintos y la clasificacién
de estos isémeros se aborda a través de los invariantes homotdpicos
del enlace o nudo topolédgico asociado. Utilizando el grupo fundamen-
tal del complemento del enlace o sus invariantes de tipo polinémico se
pueden distinguir isémeros que no han podido diferenciarse a través de
los grupos de simetria.

Ficura 5. Enlace topoldgico de un fullereno

5. Notas y agradecimentos

Por ser la primera edicion, el texto puede contener algunas erratas,
rogamos al lector que disculpe estos posibles fallos. También le pedimos
que utilice el siguiente corrreo eléctronico para remitirnos los errores
que encuentre y, por supuesto, para enviar cualquier tipo de comentario
o sugestion.

luis-javier.hernandez@dmc.unirioja.es

El que desee mas informacion sobre el autor o sobre otros materia-
les didacticos para la docencia sobre temas de homotopia y geometria
puede encontrarla en la pagina web:
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CAP{TULO 1

RELACION DE HOMOTOPIA

En este primer capitulo analizamos las relaciones de homotopia y
homotopia relativa e introducimos la nocién de tipo de homotopia.
También estudiamos las nociones de retracto, retracto por deformacién
y retracto por deformacion fuerte que son muy ttiles en el estudio de
los tipos de homotopia.

1. Nociones y notaciones basicas

En esta primera seccién se introducen algunos conceptos bésicos de
Topologia, no obstante, senalaremos que para poder seguir sin dificul-
tades estas notas, es conveniente que el lector conozca las nociones y
propiedades bésicas de los espacios topologicos.

1.1. Espacios topoldgicos y aplicaciones continuas.

DEFINITION 1.1. Sea X un conjunto y sea 7 una familia no vacia
de subconjuntos de X . Se dice que 7 es una topologia si T es cerrada
por uniones de subfamilias arbitrarias (la unién de la subfamilia vacia
es el subconjunto vacio) y por interseccién de subfamilias finitas (la
interseccién de la subfamilia vacia es el conjunto total X). Llamare-
mos espacio topoldgico a un par (X, 7) donde 7 es una topologia en el
conjunto X . Normalmente acortaremos la notacion de modo que X de-
notara tanto al par (X, 7) como al conjunto subyacente. Los miembros
de la topologia 7 diremos que son los abiertos del espacio X .

Notemos que dado un espacio topoldgico el propio X y el subcon-
junto vacio () son abiertos.

EJjEMPLO 1.1. Dado un conjunto X se puede considerar la topologia
trivial 7,3 = {X, 0} y la topologia discreta 74;s formada por todos los
subconjuntos de X .

DEFINITION 1.2. Sean X,Y espacios topoldgicos. Se dice que una
aplicacion f: X — Y es continua si para todo abierto V de Y se
tiene que f~'V es abierto en X . Diremos que X,Y son homeomorfos
si existen aplicaciones continuas ¢: X — Y y ¥: X — Y tales que
Yo =1idy , 1 =idy , donde idy,idy son las aplicaciones identidad.

EJEMPLO 1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X un sub-
conjunto de X . La familia 7/4 = {ANU|U € 7} es un topologia sobre

9



10 1. RELACION DE HOMOTOPIA

el conjunto A que se llama la topologia relativa de X en A . Es facil
comprobar que la inclusién in: A — X es una aplicacién continua.

DEFINITION 1.3. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que F' es
un cerrado si X \ F' es un abierto de X . Sea N un subconjunto de X y
p € N . Se dice que N es un entorno de p si existe un abierto U tal que
p € U C N . Dado un subconjunto A de X llamaremos interior de A ,
y lo denotamos por IntA , a la reunién de los abiertos contenidos en A .
Llamaremos clausura de A que denotaremos por clA a la interseccion
de los cerrados que contienen a A .

1.2. Base de una topologia.

DEFINITION 1.4. Sea 7 la topologia de un espacio topoldgico X .
Se dice que una subfamilia B C 7 es una base de la topologia T si para
cada abierto U existe una subfamilia By C B tal que U = pp, B -

PROPOSICION 1.1. Sea X un conjunto y sea B una familia de sub-
conjuntos de X . Si la familia de subconjuntos B verifica las siguientes
propiedades

(i) X = UBeBB )
(ii) Sip € BNB' |, B,B € B, entonces existe B” € B tal que
peB"CcBNB,

entonces existe una tnica topologia 7 tal que B es una base de 7 .

DEFINITION 1.5. Sea X un espacio topolégicoy p € X . Una familia
de entornos B, es una base de entornos de p si para cada entorno N de
p existe B € B, talquepe B C N .

En estos apuntes diremos que un conjunto es contable si su cardi-
nalidad es finita o es la del conjunto de los nimeros naturales. Otros
autores utilizan para este concepto la palabra numerable.

DEFINITION 1.6. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es
primero contable si para cada punto p € X existe una base de entornos
contable. Se dice que X es segundo contable la topologia tiene una base
contable.

EJEMPLO 1.3. Denotemos por R el conjunto ordenado de los niime-
ros reales y consideremos la familia de los intervalos abiertos acotados
B = {(a,b)|la,b € R,a < b} , donde (a,b) = {r € Rla <r < b} . En-
tonces B satisface las propiedades (i) y (ii) de la proposicién anterior y
determina una tnica topologia en R | que diremos que es la topologia
habitual o usual. Consideraremos también con frecuencia el subespa-
cio que llamaremos intervalo unidad I = {r € R|0 < r < 1} con la
topologia relativa inducida por la topologia usual de R .

EJEMPLO 1.4. Denotemos por C el conjunto de los niimeros com-
plejos. Dado un nimero complejo z = a + bi , a,b € R, su conjugado
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se denota por Z = a — bi y su médulo por |z| = (2z)2 . Considere-
mos la familia bolas B = {B(a,r)la € C,r € R, r > 0} , donde
B(a,r) = {z € C||z — a| < r} . Entonces B satisface las propiedades
(i) y (ii) de la proposicién anterior y determina una unica topologia en
C , que sera la que usaremos de modo habitual en este conjunto.

1.3. Propiedades topoldgicas. Ademés de las propiedades de
primero contable y segundo contable es muy frecuente el uso de las
siguientes propiedades topolégicas.

DEFINITION 1.7. Se dice que un espacio topolégico X es Tj si para
cada pareja de puntos p,q € X | p # ¢ existe U entorno de p tal que
q € U o existe V entorno de ¢ tal que p ¢ V . Diremos que X es T si
para cada pareja de puntos p,q € X | p # q existe U entorno de p tal
que q¢ ¢ U . Se dice que un espacio topoldgico X es Ty o Hausdorff si
para cada pareja de puntos p,q € X , p # q existe U entorno de p y
existe existe V entorno de ¢ tal que UNV =0 .

Es facil ver que si X es T, entonces es T7 y que si X es T} entonces
es Ty .

DEFINITION 1.8. Se dice que espacio topoldogico X es conexo si
siempre que X = UUV con UNV =0 , entonces U =0 oV =10 .
Diremos que un espacio topolégico X es localmente conexo si cada
punto del espacio tiene una base entornos conexos.

DEFINITION 1.9. Se dice que espacio topolégico X es conexo por
caminos (también decimos arco-conezro) si siempre que x,y € X | en-
tonces existe una aplicacién continua f: I — X tal que f(0) =z y
f(1) = y . Diremos que un espacio topoldgico X es localmente conezo
por caminos (localmente arco-conero) si cada punto del espacio tiene
una base entornos conexos por caminos.

Es bien conocido que la conectividad por caminos implica conecti-
vidad.

1.4. Construcciones. Dada una familia de espacios X, , o € A
consideraremos la suma disjunta (coproducto) ) ., X, formada por
el conjunto (J,c4 Xo % {a} con la topologia inducida por la base

B ={U x {a}|U es abierto en X, , a € A}

En el caso que la familia verifique que estos espacios sean disjuntos dos
a dos, para tener una mayor facilidad en la notacion, en vez de tomar
la reunién anterior se suele tomar directamente la reunion | J,. 4 Xo ¥
consecuentemente la base B = {U|U es abierto en X,,, a € A} . En
el caso de familias finitas, por ejemplo para dos espacios X;, X5 , es
frecuente usar las notaciones |_|i€{172} X0 Xy || Xs.
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Otra construccion frecuente asociada a una familia de espacios X,
o € Aes el producto [[,. 4 Xo que tiene como conjunto soporte el pro-
ducto cartesiano usual y si pr,, denota la proyeccién canénica asociada
a a € A, se considera la topologia producto inducida por la base

B ={ m pr;il(Uai)

ie{1, n}

U,, es abierto en X, , aq, -, € A}

En el caso de familias finitas, por ejemplo para dos espacios X, X5 se
suele usar la notacién X; x X, .

Finalizamos el proceso de construccion de nuevos espacios topologi-
cos a partir de otros dados con la topologia cociente. Sea X un espacio
topoldgico y sea f: X — Y una aplicacion exhaustiva de X en un
conjunto Y . La topologia cociente en el conjunto Y es la formada por
aquellos subconjuntos V' de Y tales que f~!V es un abierto de X . Es
interesante recordar que si en Y se considera la topologia cociente y
g: Y — Z es una aplicacion entre espacios topologicos, entonces g es
continua si y s6lo si gf es continua. Nétese que ademas del término “ex-
haustiva” se utilizan para el mismo concepto las palabras: suprayectiva
y sobreyectiva. A veces se utiliza “sobre” en expresiones del tipo, “sea
f una aplicacion de X sobre Y ”; equivale a decir que f es exhaustiva.

1.5. Algunos espacios. Los siguientes espacios seran utilizados
con frecuencia en este texto.

EJjEMPLO 1.5. Denotemos por R™ el conjunto de n-tuplas de niime-
ros reales (ry,--- ,r,) . Se considera en R™ la topologia producto que
tiene las siguientes propiedades: Es segundo contable, Hausdorff, cone-
xa por caminos y localmente conexa por caminos.

EJEMPLO 1.6. Para n > 0 , la n-esfera unidad S™ se define como
el subespacio

S = e R et b ad, = 1)
donde hemos considerado la topologia relativa.

EJjeEmMPLO 1.7. Paran > 0 , el n-disco unidad D™ se define como el
subespacio
D" ={z R} + - - +22 <1}
con la topologia relativa. La n-bola unidad la denotaremos por
B"={r eR"|z]+ - - +22 <1}
EJEMPLO 1.8. Para n > 1, el semi-n-disco unidad D} se define
como el subespacio
Dl ={zeR"ai+ +a2<1, mz,>0}
con la topologia relativa. La semi-n-bola unidad la denotaremos por

B ={zx € Rz} +---+22 <1, x,>0}



1. NOCIONES Y NOTACIONES B4SICAS 13

EJEMPLO 1.9. Para n > 0 , el n-espacio proyectivo real P"(R) se
define como el cociente obtenido de la n-esfera S™ identificando puntos
antipodas y considerando la topologia cociente. Andlogamente, se defi-
ne el n-espacio proyectivo complejo P"(C) y cuaterniénico P™(H) . El
el caso P" en el que no se indique el anillo de divisién, supondremos
que se trata del n-espacio proyectivo real.

EjEmMpPLO 1.10. Una métrica en un conjunto X es una aplicacién
d: X x X — R tal que safisface las siguientes propiedades:
(M1) Para z,y € X d(z,y) > 0, ademas d(x,y) = 0 si y sélo si
r=1y.
(M2) Siz,y € X, se tiene que d(z,y) = d(y,x) .
(M3) Sean z,y,z € X . Entonces d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) .

La bola de centro a € X y radio r > 0 se define como el subconjunto
By(a,r) = {z € X|d(a,z) <1}

y el disco
Dy(a,r) ={z € X|d(a,z) <r}
Un espacio métrico consiste en un conjunto X junto con una métrica
d . En un espacio métrico (X, d) se puede considerar la siguiente familia
de subconjuntos:

T={U C X|Siz € U, existee > 0tal que B(z,¢) C U}

Se prueba que 7 es una topologia, que diremos que estd inducida
por la métrica d . Un espacio topoldgico X se dice metrizable si su
topologia Ty esta inducida por una métrica.

EJjempPLO 1.11. En R™ se pueden considerar la métrica euclidia-
na, de modo que si x,y € R", x = (z1,--+ ,Zn),y = (Y1, - ,Yn) la
aplicacion d viene dada por

n

1

d(z,y) = (D (x:i —v:)*)?
i=1

La topologia inducida por la métrica euclidiana, es precisamente la
hemos considerado en el ejemplo 1.5 . Por ser la métrica mas usual en
la notacién suprimiremos el subindice

B(a,r) ={x € ]R”|(Z(3:Z — ai)Q)%

y el disco
n

1
D(a,r)={z € Rn|(2($z —a;)%)? <r}
i=1
También es frecuente la métrica cartesiana, p , dada por

ple,y) = max{|z; —yili € {1,--- ,n}}
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La topologia inducida es también la del ejemplo 1.5 . Las bolas y
discos se denotaran por B,(a,r), D,(a,r) .

EJEMPLO 1.12. Sea A un conjunto de indices, para cada a € A
tomemos una copia [, del intervalo unidad y consideremos su borde
0I, que esta formado por una copia de los puntos de 9 = {0, 1} .
Sea ahora una relacién r definida en la suma disjunta (J,., o que
tiene la propiedad que si dos puntos p, ¢ de la suma estan relacionados,
p ~» q ,entonces p,q € |J,c4 0l . Denotemos por R la relacién de
equivalencia generada por r . Llamaremos grafo a un espacio topoldgico
que sea homeomorfo a un espacio cociente de la forma (J,c, 1) /R -

2. Homotopia y homotopia relativa

Dado un espacio topolégico X , consideramos el producto X x I ,
donde recordemos que I = [0, 1] denota el intervalo unidad.

DEFINICION 2.1. Una aplicacién continua de la forma F': X x [ —
Y se denomina homotopia . Diremos que dos aplicaciones fy, fi: X —
Y son homdtopas y se denotard por fy >~ fi si existe una homotopia
F: X x1 — Y tal que F(z,0) = fo(x), F(z,1) = fi(z) para todo
x € X . También diremos que F' es una homotopia de fy a fi .

Llamaremos cilindro de X al espacio X x [ junto con las aplica-
ciones continuas 0y, d1: X — X X I definidas por dy(z) = (2,0) y
O1(z) = (z,1) . En el caso que trabajemos con varios espacios utilizare-
mos los superindices 9;¥, ;¢ para las “tapas” asociadas con el espacio
X . Utilizando las tapas 0y, 01 del cilindro se tiene que fy ~ f; si exis-
te una homotopia F' tal que FOy = foy FO1 = fi . Es decir si los
siguientes diagramas son conmutativos:

x—roy  x-I.y

of A el A

X x1I X x I

o equivalentemente, si el diagrama siguiente es conmutativo:

xuxty
8o+81i -
X x 1T

donde X LI X denota la reunion disjunta, ver 1.4, de dos copias del
espacio X .

DEFINICION 2.2. Sea a: A — X una aplicacién continua. Diremos
que dos aplicaciones fy, fi: X — Y son homdtopas relativamente a A
y se denotara por fo ~4 fi1 si existe una homotopia F': X x I — Y tal
que F(z,0) = fo(x), F(x,1) = fi(z) para todo x € X y F(a(a),t) =
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fo(a(a)) para todos a € Ayt €I .En el caso que simultdneamente se
consideren diferentes aplicaciones a: A — X utilizaremos la notacién
fo ~a f1 vy diremos que fy es hométopa a f; relativamente a « .

Notemos que fy ~4 f1 si existe una homotopia F' tal que los si-
guientes diagramas son conmutativos:

X fo f1

| e e

X x1 X x1I XxI<=——AxI1
axidy

donde pry: A x I — A esta definida por pry(a,t) =a .

Dados dos espacios X, Y , sea XY la suma disjunta, si f: X — 7,
g: Y — Z son aplicaciones continuas denotemos por f+g¢g: XUY — Z
la tinica aplicacién continua determinada por fyg.Si¢: X — X'y
1:Y — Y’ son aplicaciones continuas de modo natural inducen una
aplicacién continua ¢ LIy: X 1Y — X' UY".

Utilizando estas notaciones, la conmutatividad de los diagramas
anteriores es equivalente a la del siguiente:

xux ™y

0o+01 i - Tfooz Prg
XxI<~—AxI
Otde[

OBSERVACION 2.1. En primer lugar, notemos que si A = () , enton-
ces la relacién de homotopia relativa a A («) coincide con la relacién
de homotopia. En segundo lugar, nétese que si para un cierto a € A
se tiene que fo(a(a)) # fi(a(a)) , entonces fo y fi no son hométopas
relativamente a A . Observemos que siempre se verifica que fo >~ fi

(fo ~a fl) implica que foor = frov .

Puesto que la relaciéon de homotopia es un caso particular de la
de homotopia relativa, las propiedades de la homotopia relativa que
mencionamos a continuacion son también vélidas para la relacion de
homotopia.

LEMA 2.1. La relacion de homotopia relativa es una relaciéon de
equivalencia.

DEMOSTRACION. Sea o: A — X una aplicacién continua. Para ver
que la relacion es reflexiva tomemos f: X — Y una aplicacién continua.
Es facil ver que f pry es una homotopia de f a f que es relativa a A .
Sean ahora f,g: X — Y y F' una homotopia de f a g . Definamos la
homotopfa F por la férmula F(x,t) = F(x,1 —t) . Entonces se tiene
que F' es una homotopia de g a f relativa a A . Supongamos ahora que
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F' es una homotopia de f a g y que G es una homotopia de g a h ,
ambas relativas a A . Definamos la homotopia H por la férmula

F(z,2s) if0<s<3,
H(xz,s) =

G(z,2s—1) if $ <s<1.
Notese que H esta bien definida y que sus restricciones a los cerrados
X x[0,3] y X x[3,1] son continuas. Para obtener la continuidad de H
basta aplicar un lema bésico sobre continuidad “a trozos”que asegura
que si ¢: P — (@) es una aplicacién entre espacios topoldgicos tal que
P = FUF" eslareunion de subespacios cerrados F, F' y las restricciones
©|F, ¢|F son continuas, entonces ¢ es continua. Finalmente, es facil
comprobar que H es una homotopia de f a h relativa a A . O

Sean A un subconjunto de X y B un subconjunto de Y , denotemos
por C(X,Y) el conjunto de aplicaciones continuas de X a Y y por
C((X,A),(Y,B)) ={f € C(X,Y)|f(A) C B} . En el caso particular
que B = {yo} utilizaremos la notacién més sencilla (Y, o) . El conjunto
cociente de C'((X, A), (Y, yo)) inducido por la relacién ~, diremos que
es el conjunto de clases de homotopia y lo denotaremos por

[((X, 4), (Y, 90)] = C((X, A), (Y, 90))/ ~a

Si A, B son vacios utilizaremos las notaciones mas simples C((X,Y) y
[X,Y] , respectivamente.

En el caso que A = {z¢}, B = {9} sean unipuntuales normalmente
usaremos la notaciéon [(X, xg), (Y,v0)] . Las parejas (X, zg) se llaman
espacios basados (a veces decimos punteados) y xg se dice que es el
punto base. Una aplicaciéon f: X — Y tal que f(xg) = yo diremos que
es basada y una homotopia relativa al punto base diremos que es una
homotopia basada .

PROPOSICION 2.1. Sean A, X,Y y Z espacios y consideremos apli-
caciones continnasa: A - X ,: A=Y  fo,i: X =Y ;go,91: Y —
Z tales que foa = 0 = fia, gof = 1f - Si fo ~a [1 Y 9o =4 91 »
entonces gofo ~a g1f1 -

DEMOSTRACION. Sea F': X x I — Y una homotopia relativa a A
de fo a fi . Entonces se tiene que F(95 + 0%) = fo+ fi vy F(a x
id;) = foapr, . Si componemos con gy se obtiene que goF (9 + 05) =
gofo+ gofr y goF'(a x idr) = gofoapry . Por lo tanto gofo ~a gofi -
Por otra parte si G es una homotopia relativa a A ( 3) de gy a g1 se
tiene que G(9Y +0Y) = go+ g1 y G(B xid;) = gofpr, . Componiendo
con f; X id;: X x I — Y x I se obtiene G(f; x id;)(9 + 9%) =
G(9y +00 )(filfi) = (go+g)(AUS) = gofr+gifry G(f1 xidr)(ax
id;) = G(fia xid;) = G(B x id;) = goBpray = gofiapr, . Por lo tanto
gof1 ~a g1f1 . Aplicando el lema anterior y puesto que la relacién de
homotopia relativa es transitiva se concluye que gofo ~a g1.f1 - U
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EJEMPLO 2.1. Se dice que un subconjunto C' de un espacio vectorial
real es convexo si verifica que si p,q € C entonces seg(p,q) C C ,
donde seg(p,q) = {(1 —t)p+tq|t € I} . Si X un espacio topolégico y
f,9: X — C dos aplicaciones continuas con valores en un subconjunto
convexo C' de R™ | entonces f es homdtopa a g . En efecto, definamos
F(z,t) = (1 —1t)f(z) +tg(z) . Se tiene que F es continua ya que f,g
también lo son. Ademas

F(z,0)= f(z) , F(z,1)=g(z).
Por lo tanto f ~ g . En este caso [X,C] es unipuntual ya que unica-
mente hay una clase de homotopia.

PROBLEMAS

2.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y e,, e,,: X — Y aplicaciones
constantes, e,(z) =y , ey(r) = y para todo x € X . Demostrar que
e, es homotopa a e, siy sélo si y e ¥ estan en la misma componente
por caminos de Y .

Solucién: Supongamos que e, =~ e, , entonces existe F': X xI — Y
tal que F(z,0) = ey(z) =y , F(z,1) = ey(x) =y . Para un
x € X definamos el camino f: I — Y por f(s) = F(x,s) . Puesto que
f(0) =y, f(1) = 4 se tiene que y,7 estdn en la misma componente
conexa.

Reciprocamente, si y, 1’ estan en la misma componente conexa por
caminos, entonces existe f: I — Y tal que f(0) =y , f(1) =19 .
Definamos F': X x I — Y por F' = fpr; , donde pr; es la proyeccién
canonica. Entonces

F(x,0) = fpr;(z,0) = f(0)

=Y
F(x,1) = fpri(z,1) = f(1) =y
Por lo tanto e, >~ ¢,/ .

()

Cy
ey (7)

2.2. Sea X un espacio topologico y f,g: X — S™ dos aplicaciones
continuas tales que —f(z) # g(x) para todo x € X . Probar que f es
hométopa a g .

Solucion: Recordemos que la n-esfera es el espacio dado por S" =

{yllyl = 1} , donde y = (yr, - yurr) ¥ Iyl = W5+ +y20)7 -
Definamos la homotopia F': X x [ — S™ por

(1 —1)f(x) +tg(x)
(1 =) f(x) +tg(x)]
Notemos que el denominador es no nulo, en caso contrario, si (1 —
t)f(x) +tg(x) =0, entonces (1 —t)f(z) = —g(x) . Por lo tanto (1 —
t)|f(z)| = t|g(z)| . Entonces 1 —t =t . Luego ¢t = 1 . Esto implica que

F(z,t) =
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$f(x) = —3g9(x) . En consecuencia f(z) = —g(z) , pero esta igualdad
contradice las hipdtesis del enunciado. Es inmediato comprobar que
para todo z se tiene que F(x,0) = f(x) , F(z,1) = g(z) . Por lo
tanto f ~ g .

2.3. Demostrar que si la aplicacion continua f: X — S™ no es
exhaustiva, entonces f es hométopa a una aplicaciéon constante.

Solucién: Si f no es exhaustiva, entonces existe y € S" tal que
y # f(z) para todo x € X . Consideremos la aplicacién constante —y .
Notemos que se verifica que —(—y) # f(z) para todo x € X . Por el
ejercicio 2.2 se tiene que —y >~ f .

2.4. Sea [ es un camino en un espacio X y definamos f:I—-X
mediante la férmula f(t) = f(1 —t) . Probar que f es homdtopo a un

camino ¢ si y solo si f es homodtopo a g .

2.5. Sean f,g: I — R definidas por f(t) =t , g(t) = 2t . Probar

a) el camino f es homdtopo ¢ ,
b) f es hométopo a g relativamente a {0} ,
¢) f no es hométopo a g relativamente a {0,1} .

Solucién: Sea la homotopia F': I x I — R definida por F(t,\) =
(1 — A\t + A2t . Notemos que
F(t,0) =t = f(t)
F(t,1) = 2t = g(t)
Entonces f ~ g .

b) En este caso la aplicacién a: A — X es lainclusién in: {0} — I,
in(0) = 0 . Ademds de lo probado en a) se tiene que para todo A se
verifica

F(a(a),\) = F(in(0),A) = 0 = fin(0) .
Por lo tanto f ~p g .

¢) En este caso a: A — X eslainclusién in: {0,1} — I ,in(0) =0,
in(1) =1 . Notemos que f(1) =1 % 2 = g(1) . Ahora basta aplicar la
observacién 2.1 para concluir que f %01} g -

2.6. Sean f’,¢': I — R3 definidas por
f'(t) = (sent, 0, cos t)
g'(t) = (0,sen7t, cos mt)

a) Consideremos la 2-esfera unidad S? y la inclusién candnica
i: 8?2 — R3 . Probar que existen dos tinicas aplicaciones con-
tinuas f,g: I — S%* talesque fi=f'ygi=g .

b) Probar f no es hométopo a g relativamente a {3} ,

¢) Demuéstrese que f es hométopo a g relativamente a {0,1}

d) Encontrar dos homotopias distintas relativas a {0,1} entre f
vg.
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Solucién: a) Sea i: S? — R? la inclusién canénica. Para t € T | se
tiene que | f'(t)| = sen® mt+cos® vt = 1. Luego f'(t) € S? . Si definimos
f: I — S? por f(t) = (senmt,0,coswt) . Es obvio que if = f .
Anéalogamente ig = ¢’ . La continuidad de f y ¢ se obtiene a partir
de la continuidad de f’ y ¢ y las propiedades de la continuidad en
relacion con las restricciones admisibles del conjunto final.

b) En este caso a: A — X es la inclusion {%} —1.Sif ~y 9,
entonces se tendrfa que f(3) = g(3) . Nétese que f(3) = (1,0,0) #
(0,1,0) = g(3) . Por lo tanto f ¢{%} g .

¢) Notemos que f es un camino que recorre un meridiano desde
el polo Norte al polo Sur. El camino g también va del Norte al Sur
pero a través de otro meridiano. Si vamos girando el camino f de

cero a noventa grados obtendremos la homotopia deseada. Tomemos
F: I x I — S? definida por

A A
F(t,\) = (cos g sen 7t, sen % sen mt, cos mt)

Se tiene que F' estd bien definida |F'(t,\)| = 1 . Ademaés
F(t,0) = (sennt,0,cosmt) = f(t)
F(t,1) = (0,sennt,cosmt) = g(t)
F(0,)) = (0,0,1) = £(0)
F(1,)) = (0,0,—1) = £(1)
Luego f ~; g , donde 01 = {0, 1} .
d) Se puede obtener otra homotopia girando en sentido contrario
270 grados. Tomemos G: I x I — S? definida por

sen 7rt, sen

m
sen 7t, cos mt)

G(t,\) = (cos

Como antes de comprueba que G es una homotopia relativa a {0, 1} de
f a g . Puesto que por ejemplo
11 1 1 1
ara) = _7_70 T =
evidentemente se tiene que F' # G .

2.7. Sea f: S? — S? definida por f(z,y,z) = (—y,x,2) y conside-
remos la aplicacién identidad id(z,y, z) = (x,y, 2z) . Demuéstrese que
f es homoétopa a id relativamente a {(0,0,1), (0,0,—1)} .

2.8. Sean (X, z9) e (Y,yo) espacios basados y dada f: (X, zo) —
(Y, yo) denotemos por [f]* su clase de homotopia basada y por [f] su
clase de homotopia. Comprobar que que la aplicacién natural

0: [(X7'T0)7<Yvy0)]_>[X7Y} ) e[f]*:[f] )
estd bien definida. Encontrar espacios basados para los cuales # no es
exhaustiva.

11

Fe 2%

1
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Solucién: 6 estd bien definida ya que si f ~y;, g , entonces f ~ g .
Sea X = {a} Y = {b,c} con las topologias discretas. Tomemos
(X,z0) = ({a},a) (Y,y0) = ({b,c},b) . Entonces

(X, 20), Y,y0)] = {les)”} , en(a)=0
(X, Y] ={les]s [ec]} » ela) =0 , ela)=c

Por lo tanto 0: {[ep]*} — {[es], [ec]} es la aplicacién O([ep]*) = [es] que
no es exhaustiva.

3. Tipo de homotopia y retractos por deformacion

Recordemos que dos espacios X, Y son homeomorfos si existen apli-
caciones continuas f: X - Y ,¢g: Y — X talquegf =idx y gf = idy.
Esta relacién divide a los espacios en clases de homeomorfia. El proble-
ma de clasificar espacios médulo homeomorfia es un problema complejo
y una forma de abordarlo es debilitar las condiciones necesarias para
que dos espacios sean equivalentes. Un ejemplo de este método es la
clasificacién médulo equivalencia de homotopia.

DEFINICION 3.1. Sean X,Y espacios topoldgicos. Se dice que una
aplicacion continua f: X — Y es una equivalencia de homotopia si
existe una aplicacién continua ¢: Y — X tal que gf ~ idx y fg ~
idy . Se dice que X,Y tienen el mismo tipo de homotopia, y se denota
X ~ Y | si existe una equivalencia de homotopia de X a Y , en este
caso, también diremos que X e Y son homotopicamente equivalentes .
Un espacio X se dice que es contrdctil (o contractible) si tiene el mismo
tipo de homotopia que el espacio unipuntual.

Es importante observar que un homeomorfismo es una equivalencia
de homotopia, por lo que si dos espacios son homeomorfos tienen el
mismo tipo de homotopia pero en general el reciproco no es cierto.

DEFINICION 3.2. Sean (X, ), (Y, yo) espacios topoldgicos basados.
Se dice que una aplicacién continua basada f: (X,z9) — (Y,v) es
una equivalencia de homotopia basada si existe una aplicacion continua
basada g: (Y,y0) — (X, o) tal que gf ~y idx ¥y fg 2y idy . Se
dice que X,Y tienen el mismo tipo de homotopia basada, y se denota
X ~, Y | si existe una equivalencia de homotopia basada de (X, xg) a

(Y’ yO) :

DEFINICION 3.3. Sea A un subespacio de X y denotemos pori: A —
X la inclusién canodnica. Se dice que A es un retracto de X si existe
una aplicacién continua r: X — A tal que ri =id4 . Una aplicacién r
que verifique esta propiedad se llama retraccion.

DEFINICION 3.4. Se dice que A es un retracto por deformacién de
X (o que X se deforma en A) si existe una retraccién r: X — A tal
que 1 ~ idx . Una homotopia F': X x I — X de ir a idx o viceversa
la llamaremos una deformacion.
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Notese que si A es un retracto por deformacién de X , entonces A
es un retracto de X .

DEFINICION 3.5. Se dice que A es un retracto por deformacion
fuerte de X (o que X se deforma fuertemente en A) si existe una
retraccién r: X — A tal que ir ~4 idx . Una homotopia F': X xI — X
de ir a idx relativa a A (o viceversa) la llamaremos una deformacion
fuerte.

En la préctica, para comprobar que un subconjunto A de un es-
pacio X es un retracto por deformacién fuerte se suele construir una
deformacion fuerte.

PROPOSICION 3.1. Sea A un subconjunto de un espacio X . En-
tonces A es un retracto por deformacién fuerte de X si y sélo si existe
una homotopia F': X x I — X tal que

F(z,0)= z, z€X,
F(x,1)e A, zeX,
F(a,t)= a, a€A, tel.

Notemos que un retracto por deformacién fuerte es siempre un re-
tracto por deformacion. Es importante observar que si A es un retracto
por deformacion de X entonces A y X tienen el mismo tipo de homo-
topia.

PROBLEMAS

3.1. Encontrar un subespacio A del intervalo unidad I tal que A no
sea un retracto de I .

Solucién: Basta tomar A = 0I . Se verifica que A tiene dos com-
ponentes conexas. Si A fuera un retracto de I , entonces existiria una
retraccion p: I — Ol . Puesto que las retracciones son exhaustivas y el
intervalo I es conexo obtendriamos que d1 tendria una sola componen-
te conexa. Como resulta que 0I tiene dos componentes, es imposible
que exista dicha retraccion. Entonces 01 no es un retracto de I .

3.2. Sea 79 un punto de R? . Encontrar una circunferencia en R?
que sea un retracto por deformacién fuerte de R? \ {ro} .

Solucién: Sea C' = {c € R?||c—rg| = 1} y sea ¢: C' — R? la inclusién
canénica. Sea p: R?\ {ro} — C la aplicacién continua definida por
T —7To

plr) =rg+
(r) E—

€70 = C =
|e—ro|

Notemos que para ¢ € C' se tiene que pi(c) = p(c) = ro +
ide(c) . Por lo tanto pr = id¢ .

Consideremos la homotopia F': (R? \ {ro}) x I — R%\ {rq} defi-
nida por F(r,t) = (1 —t)r + tup(r) . Para ver que estd bien definida,



22 1. RELACION DE HOMOTOPIA

supongamos que (1 — )r + t(ro + |:::8\) = 1o que es equivalente a que

(1 —=1¢)(r —ro) +t|33212\) =0siysélosi(l—1t)+ m =0 si y sélo si
t =1yt =0.Esta contradicciéon viene de suponer que F' toma el valor
ro . Asi que la homotopia esta bien definida y es continua, ademas F

verifica

F(’f’, O) =7r= idRz\{ro}(T)
F(r,1) = up(r)
F(c,t) = (1 = t)c+tip(c) = ¢ = idpey (e} t(c)

Entonces idg2\ ) ~c tp . Por lo tanto C' es un retracto por deformacién
fuerte de R?\ {ro} .

3.3. Sea p un punto del interior de un disco D? . Probar que la
circunferencia borde S! = 9D? es un retracto por deformacién fuerte

de D*\ {p} .

Solucién: Supondremos que se trata del disco unidad centrado en
origen. La semirecta que arranca en p y pasa por un punto x € D?\ {p}
es tal que corta a la circunferencia en el punto

—(z—p,p)+ \/(x—p,p>2— (=1+{p,p) (& —p,z—p)
<$—p,$—p>

En consecuencia podemos considerar la deformacién fuerte

F: D?>\ {p} x I — D*\ {p} dada por
F(x,t) = (1-t)x+t (p 4 Zemphtlemp)® - (CLtps) @-pa-p) (z —p)

(x—p,x—p)

p+

(z —p)

Esta homotopia estd bien definida y verifica que F(z,0) = x
F(x,1) € S' ysia € S entonces F(a,t) = a . Por lo tanto, aplicando
la proposicién 3.1, se tiene que S* es un retracto por deformacién fuerte

de D*\ {p} .

3.4. Demostrar que un espacio unipuntual * y R? tienen el mismo
tipo de homotopia pero no tienen el mismo tipo de homeomorfia.

3.5. Demostrar que un retracto de un espacio contractible es con-
tractible.

3.6. Demostrar que un espacio X es contractible si y sélo si toda
aplicacion continua f: X — Y es nulhomoétopa.

3.7. Demostrar que S™ es un retracto por deformacién fuerte de
Rn—i-l \ {O} )

3.8. Sea M la banda de Mobius cerrada. Probar que existe una
circunferencia en M que es un retracto por deformacion fuerte de M .
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Solucién: La banda de Mobius se puede definir tomando el cuadrado
[—1,1]x[—1, 1] e identificando un punto de la forma (—1, y) con el punto
(1, —y) . Denotaremos por

M = [=1,1] x [-1,1]/(=1,y) ~ (1, —y)

al espacio cociente y por [(z,y)] la clase de equivalencia del punto
(x,y) . Es facil de comprobar que el subespacio ¥ = {[(z,0)]| — 1 <
x < 1} es una circunferencia (més exactamente homeomorfa a una
circunferencia ). Sea ¢: ¥ — M la inclusién canénica y sea p: M — %
la aplicacién definida por p[(z,y)] = [(x,0)] . Notemos que esta bien
definida

pl(=1,9)] = [(=1,0)] = [(1,0)] = p[(1, =y)].
Se tiene que pi[(z,0)] = p[(x,0)] = [(x,0)] = idg[(z,0)] . Luego pt =
idy; . Consideremos la homotopia F': M xI — M dada por F([(z,y)],t) =
(1 —t)(z,y) + t(x,0)] . Comprobemos que estd bien definida

F({(=1Ly)l,t) = [(1-6)(=1,y) +t(-1,0)]
= (=1, (1 =t)y)]
= (L, =(1=1t)y)]
= [(1-6)(, —y) +1(1,0)]
= P, =y 1)

En las tapas del cilindro la homotopia verifica:
F([(z,9)],0) = [((z, 9)] = idu([(z,9)])
F([(z,9)],1) = [((z, 0)] = wp([(z,y)])

Ademaés para los puntos de X se tiene

= [(x.0)]

= idy ¢([(=, 0)])
Luego idy; ~x tp . Por lo tanto ¥ es un retracto por deformacion fuerte
de M .

3.9. Sea M la banda de Mobius cerrada. Probar que la circunferen-
cia borde de M es un retracto por deformacién fuerte de M menos la
circunferencia “central”.

Solucién: Utilizaremos la misma notaciéon que en el ejercicio an-
terior. Como antes ¥ = {[(z,0)]] — 1 < x < 1} es la circunferencia
central. Denotemos por I' = {[(z,])]| =1 <2z < 1,1l € {—1,1}} Sea
ahora j: I' — M la inclusién canénica y sea 7: M\ X — I la aplicacién

definida por 7[(z,y)] = [(z, ﬁ)] . Notemos que esta bien definida
=1 9] = (1) = [0 0] = 70, =)l
Se tiene que Tj[(z,l)] = 7[(x,0)] = [(x,1)] = idr[(z,])] , para [ €

{—1,1} . Luego 7j = idr . Consideremos la homotopia F': (M\X)xI —
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M\ ¥ dada por F([(z,y)],t) = [(1 —1t)(x,y) + t(x, ﬁ)] . Comprobemos
que esta bien definida

F((=1Ly)]t) =

I
ey

|

\')—‘
S~ A/~ /N
|\/H}—‘\/

~

~—

<

+

~

En las tapas del cilindro se tiene que:

F([(2,9)],0) = [((z, y)] = idans([(2, )])

F(l(@, ) 1) = (2, 2] = jm([(z,9))

|yl
Ademaés para los puntos de I se tiene

F([(IJ)Lt) = [(1 - t)(:(],l) + t(ZL’, l)]
= [(wal)]
= ida j([(2,1)])

Luego idyns ~r j7 . Por lo tanto I' es un retracto por deformacién
fuerte de M\ ¥ .

3.10. Probar que el toro menos un punto retracta por deforma-
cién fuerte a un grafo consistente en dos circunferencias con un punto
comun.

Solucién: A partir del cuadrado [—1,1]* = [—1,1] x [—1, 1] conside-
remos el toro 1" como el cociente

T= [_17 1]2/(_17 x2) ~ (1,1‘2), (xh _1) ~ (.%‘1, 1)

Utilicemos la norma del maximo que para x = (z1,x3) viene dada por
|| max = méx{|z1], |ze|} . Sea X =T\ {[0]} el toro menos un punto.
Consideremos el subespacio S = {[z]||z|msx = 1} del toro menos
un punto que es homeomorfo a un grafo de dos circunferencias con un
punto comun.
Sea la homotopia F': X x I — X dada por F([z],t) = [(1 — t)x +
)] . Comprobemos que esta bien definida

‘$|méx

F(=Ly)lt) = [1-1)(=1Ly) +t(=1y)]
= [(=Ly)]
= [(Ly)]
= (=)L y) +t(1,y)]
= F((Ly)l1)

y similarmente se procede en el caso de las clases de la forma [(z, —1)] .
En las tapas del cilindro la homotopia verifica:

F([2],0) = []
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T

F(la], 1) = Jes

‘x’méx

Ademas para los puntos de S se tiene
F([z],t) = [(1 — )z + ta] = [2]

Por lo tanto aplicando proposicién 3.1 se obtiene que S es un re-
tracto por deformacién fuerte de X .

3.11. Probar que el toro menos dos puntos se deforma fuertemente
en un grafo consistente en tres circunferencias con un punto comun.

3.12. Sean X e Y dos espacios homotépicamente equivalentes. De-
mostrar que X es conexo si y sélo si Y es conexo.

3.13. Sea A un subespacio de X y sea Y un espacio topolégico no
vacio. Demostrar que A x Y es un retracto de X x Y si y sélo si A es
un retracto de X .

3.14. Probar que el toro macizo D? x S! se deforma fuertemente en
su d4nima. (Se llama dnima a la circunferencia central {0} x S* .)

3.15. Probar que el toro macizo D? x S menos su dnima se deforma
fuertemente en su borde.

Solucién: El toro macizo menos su “danima” es el espacio
(D*\ {0}) x S' y su borde es 9D? x S! donde 0D* = {z||z| = 1} .
Sea 1: D* x S' — (D?\ {0}) x S! la inclusién candnica. Definamos
p: (D*\{0}) x ST — 9D? x S* por p(z,y) = (5, y) - Consideremos la
homotopia F': ((D?\ {0}) x S') x I — (D?\ {0}) x S' dada por

T

F((z,y),t) = ((1 —t)w+tm,y) :

Esté bien definida ya que (1 —t)x + t #0size D%\ {0} . Ademas

F((z,y),0) = (z,y) = id(x, y)

X

F((z,y),1) = (z,y) =1d(—,y) = wp(z,y)

|z]

Para ¢ € 9D? se tiene que

F((c,y),t) = (1 =t)c+te,y) = (e, t) =id (e, y) .

Entonces id ~yp2xg1 tp . Por lo tanto dD? x S es un retracto por
deformacion fuerte de D?\ {0} .

3.16. Sea f: S' — X una aplicacién continua. Demostrar que f es
nulhométopa si y sélo si existe una aplicacién continua g: D? — X tal

que gls1 = f .
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Solucion: Recordemos que una aplicacion es nulhomoétopa si f es
homoétopa a una aplicaciéon constante.

En primer lugar veamos que el cociente (S* x I)/(S* x {1}) es ho-
meomorfo al disco unidad D? . Sea S = {z||z] = 1} . Sea la aplicacién
continua dada por 6(z,t) = (1 —t)z . Notemos que 6(z,1) = 0 para
todo z € St . Luego 6 factoriza a través de la proyeccién pr: St x I —
(ST x I)/(S* x {1}) . Es decir, existe : (St x I)/(S! x {1}) — D?
tal que @pr = 0 . Es facil ver que @ es un biyeccién continua de un
compacto en un Hausdorff. Por lo tanto 8 es un homeomorfismo.

Si f ~ x , entonces existe una homotopia F: S' x I — X tal
que F(z,0) = f(2), F(z,1) =29 , z € S' . Entonces existe F': (S* x
I)/(S* x {1}) — X tal que Fpr = F . Sea g = F0~' | se tiene que
para z € S = 9D? ,

9(z) = FG~'() = Fpr(z,0) = F(2,0) = f()

Luego glope = f -
Reciprocamente, si existe g: D?* — X tal que glop2 = f . Sea
F = g0 , entonces

F(z,0) = g0(z,0) = g(2) = f(z) . =2€8
F(z,1)=g¢0(z,1) =g(0) , z€S!

Tomando zy = g(0) , se tiene que f ~ zq .

3.17. Probar que existe una retraccién r: D" — S" si y sélo si
S™ es contractil.

3.18. Un subconjunto A de un espacio topolégico X se dice que es
retracto débil de X si existe una aplicaciéon continua r: X — A tal
que 77 es hométopa a id4 , donde 7 es la aplicacion inclusién. Dar un
ejemplo de un subconjunto de un espacio que sea retracto débil pero
que no sea retracto.

Sugerencia: Considerar el espacios X = I? y el subespacio A =
{2neN,n>0} x I)U ({0} x TUT x {0}) .

Solucién: Sea p: I? — A dada por p(z) =0, x€l*’yseaf: A—
A | f(ay,a2) = (a1,0) . Consideremos las homotopias F': A x [ — A |
G: AxI — Adadaspor F(a,t) = (1-t)a+tf(a),G(a,t) = (1—t)f(a) .
Entonces

idA:Fﬁngalzf:Gf)ozG@l:eo
pi = eg >~ idy
Luego A es un retracto débil de I? .

Supongamos que A es un retracto de I? , entonces existe r: I? — A
tal que ri = id4 . Notemos que para —= < a, < +, A\ {(an,0)} no es
conexo. Entonces existe a;, ,—5 < a), < + , tal que 7(a},, 1) = (a,,0) .
Ademas se verifica que

lim(a,,0) = (0,0) , lim(a,,1)=(0,1).
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Por ser r continua
limr(a),,1) = rlim(a,,1) = r(0,1) = (0,1)
Pero r(al,,0) = (a,,0) , luego
limr(a), 1) = lim(a,, 0) = (0,0) .

Puesto que A es Hausdorff solamente hay un limite, entonces r no es
continua. Esta contradiccion viene de suponer que existe una retrac-
cién. Por lo tanto A no es un retracto de I? .

3.19. Considerar el espacio: Z = (S* x [0,1])U(D? x {0}) donde S*
es la circunferencia de radio 1 y D? es el disco unidad. Consideremos
S1 como el espacio de los complejos de médulo uno y D? como los
complejos de médulo menor o igual que uno.

Probar que

a) D? x {0} es un retracto por deformacién fuerte de Z .

b) {(0,0)} es un retracto por deformacion fuerte de Z.

c) S'x {0} es un retracto por deformacién fuerte de Z\ {(0,0)} .
d) Z es homeomorfo a Z' = (S* x [0,1]) U (D? x {1}) .

Solucién: a) Considerar la deformacién F': Z x I — Z dada por
F(z,t,s) = (2,(1—s)t) . En primer lugar notemos que estd bien definida
sizl=1y[t| <1 ,entonces |z| =1y |(1—s)t| <1, en elcasoque
|z| <1y t=0setiene que |z] <1y [(1—s)t|] =0.Ademads de verifica
que

F(z,t,0) = (2,t) , F(z,t,1) = (2,0) y F(z,0,s) = (2,0)

Por lo tanto D? x {0} es un retracto por deformacién fuerte de Z .

b) El subespacio D% x {0} se pueder deformar fuertemente a {(0,0)}
mediante la deformaciéon G: (D? x {0}) x I — D?* x {0} dada por
G(z,0,s) = ((1—s5)z,0) . Aplicando una deformacién y después la otra
se obtiene

| F(z,1,2s) si 0
H(z.1,5) = { G(2,0,25 — 1) si

Notemos que H estd bien definida F(z,t,23) = (z,0) y por otro
lado G(z,0,25 — 1) = G(2,0,0) = (2,0) . Ademds H es continua ya
que en cada uno de los cerrados en los que se ha dividido el cilindro es
continua.

Para una demostracion alternativa, se podria probar previamente
que si A es un retracto por deformacion fuerte de B y B es un re-
tracto por deformacién fuerte de X , entonces A es un retracto por
deformaciéon fuerte de X . Supongamos que :: A — By j: B — X
son inclusiones y r: X — By s: B — A son retracciones tales que
st =1idy is ~4 idg , rj = idg y jr ~p idx . Entonces srji = si = id4
y Jisr >~ Jr ~4 idy .

Y

S
S

[ L
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IAIA
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Puesto que hemos visto que {(0,0)} es un retracto por deformacién
fuerte de D?x {0} y que D? x {0} es un retracto por deformacién fuerte
de Z | se tiene que {(0,0)} es un retracto por deformacién fuerte de
Z .
¢) Definamos r: Z \ {(0,0)} — S* x {0} por la férmula r(z,t) =
(f‘, 0) . Se tiene que si |z] = 1 e i es la inclusién que ri(z,0) = r(z,0) =
(2,0) . Ademéds podemos tomar la deformacién fuerte F': (Z\{(0,0)}) x
I — (Z\{(0,0)}) dada por F((z,t),s) = (1 — s)r(z,t) + s(z,t) . Es
importante notar que si |z| = 1 | se tiene que F((z,t),s) = (z,st) €
(Z\A{(0,0)}) y que sit =0, F((2,1),s) = (1 —s)(F,0) + s(2,0) €
(Z \ {(0,0)}) . La homotopia F' verifica que F((z,t),0) = r(z,t) =
ir(z,t) , F((z,t),1) = (2,t) y es relativa ya que si |z| = 1 se tiene que
F((z,0),8) = (1 — s)(2,0) + s(2,0) = (z,0) . Entonces S* x {0} es un
retracto por deformacion fuerte de Z \ {(0,0)} .

d) Considerar las aplicaciones ¢: Z — Z' dada por ¢(z,t) = (z,1—
t)yv: Z' — Z dada por ¢¥(2,t') = (2,1 —t') . Es importante notar
que si |z] =1, (2,1 —t) € Z'y que ¢(z,0) = (2,1) € Z' por lo
que ¢ esta bien definida. Analogamente se comprueba que 1) esta bién
definida y se ve facilmente que son continuas y que una es inversa de
la otra.



CAP{TULO 2

GRUPO FUNDAMENTAL

1. Producto de caminos

En este capitulo se construye el grupoide fundamental de un es-
pacio. Para ver las propiedades del producto de caminos utilizamos el
hecho de que un camino es hométopo relativamente con sus reparame-
trizaciones. Vemos que el espacio de los caminos de un espacio modulo
homotopia relativa a 9l tiene la estructura de grupoide y ademas es-
tudiamos algunas de sus propiedades.

DEFINICION 1.1. Una aplicacién continua f: I — X diremos que
es un camino en X . Sean f,g: I — X dos caminos en un espacio
topoldgico tales que f(1) = g(0) . Se define el producto de caminos
f-g: I — X como el el camino dado por

f(2s) si0<s<i,

(f-9)(s) =

g(2s —1) siz <s<l1.

Dado un camino f de X , llamaremos camino inverso de f y se denota
por f al camino dado por f(t) = f(1 —1t),t € I . Asociado a cada
punto x € X , llamaremos el camino constante e,: I — X al dado por
e;(t) =x paratodot €I .

A continuacién estudiamos algunas propiedades de los caminos de
un espacio médulo la homotopia relativa a dI = {0,1} . Para ello
vamos a utilizar composiciones f¢ , donde f es un camino y ¢ es una
aplicacién continua del intervalo unidad en si mismo.

LEMA 1.1. Sea X un espacio topolégico.
(i) Sean ¢, ¢': I — C caminos y C' un convexo. Si ¢(0) = ¢'(0) ,
©(1) = ¢'(1) , entonces ¢ ~g; ¢ .
(ii) Sea ¢: I — [ una aplicacién continua tal que ¢(0) = 0y
©(1)=1.Si f: I — X es un camino, entonces f ~y; f¢ .
(iii) Sea ¢: I — I una aplicacién continua tal que ¢(0) = 0y
(1) =0.8i f: I — X es un camino, entonces ey ~ar f¢ .

DEMOSTRACION. (i) Consideremos la homotopia F: I x [ — C
definida por F(s,t) = (1 — t)p(s) + t¢'(s) . La homotopia F tiene
las propiedades siguientes: F'Oy = ¢ , FO, = ¢, F(0,t) = ¢(0) =
epry(0,t) , F(1,t) = ¢(1) = ¢pry(1,t) . Entonces tenemos que ¢ ~g;
'

29
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(ii) Por el apartado anterior, por ser I convexo se tiene que id; ~g;
@ . Por ser la relaciéon de homotopia relativa reflexiva se tiene que
f ~or f, ahora podemos aplicar la proposicion 2.1 del capitulo anterior
para obtener que f ~g; fo .

(iii) Por ser I convexo y apartado (i) se tiene que ey ~5; ¢ . Sabemos
que f ~p; [ , ahora podemos aplicar la proposicion 2.1 del capitulo
anterior para obtener que efqy = feg ~ar f . U

En el siguiente lema se prueba que el producto de caminos esta bien
definido médulo homotopia relativa a 01 .

LEMA 1.2. Sean fy, f1, g0, 91: X caminos en X tal que fy ~s7 f1,
fo(1) = 90(0) ¥ go ~or g1 , entonces fo - go ~o1 f1- g1 -

DEMOSTRACION. Sea F una homotopia de fy a f; relativa a 01 y
sea (G una homotopia de gg a g; relativa a 91 . Definamos la homotopia
H por la formula

F(2s,t) si0<s<g,
H(s,t) =
G(2s—1,t) siz <s<l.
Se tiene que H es una homotopia de fy- go a f1 - gy relativaa oI . [

PROPOSICION 1.1. El producto de caminos médulo la relacién de
homotopia relativa a 0I tiene la propiedad asociativa, elementos neu-
tros a derecha e izquierda y camino inverso.

DEMOSTRACION. Sean f,g,h: I — X caminos tales que f(1) =
g(0) , g(1) = h(0) . Notemos que

( f(4s) si0<s <1,
(f-9)-h)(s) =4 gds—1) sil<s<l
[ h(2s—1) siz<s<1
y
( f(29) si 0 <5 <4,
(f-(g-m)(s) =1 gds—2) siz<s<i,
| h(4s—3) si2<s<1

Tomemos ¢: I — I definida por

2s  si0<s<1i,

1ol 1

p(s) =< s+ sig<s< g,
s 1 1

5+3 sig<s<l1
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Notemos que (f - (g-h))p = (f-g)-h . De donde, por el apartado
(ii) del lema anterior, se concluye que f-(g-h) ~sr (f-g)-h .

Sea ahora un camino f: I — X que acaba en f(1) = y . Consi-
deremos el camino constante e,: I — X definido por e,(s) = y para
todo s € I . Veamos que médulo homotopia relativa e, es un neutro a
derecha. Obsérvese que

f(2s) si0<s

IN
D=

9

(f-ey)(s) =

ey(2s—1)=y siz <s<l

Consideremos la aplicacion ¢: I — [ definida por

Notemos que f-¢ = f-e, . De donde, por el apartado (ii) del lema
anterior, se concluye que f ~y; f-e, . De modo andlogo se obtiene que
si f(0) =z , entonces f ~gr e, - f .

Finalmente, dado un camino f: I — X tomaremos el camino f: [ —
X definido por f(s) = f(1 — s) . Observemos que

f(29) si0<s<i
(f-Nls) =9

f@2s—1)=f(2—2s) siz<s<Ll.
Consideremos la aplicacion ¢: [ — [

2s si0<s<

U(s) =
1-(2s—1)=2-2s si
Notemos que f - f = fi) . Puesto que ¥(0) = 0 = (1) aplicando
(iii) del lema anterior se tiene que ey ~or fto = f - f

De modo andlogo se prueba que f - f ~s; efq) . Il

PROBLEMAS
1.1. Probar que I /01 es homeomorfo a S*.

1.2. Sean fo, f1,90,91: I — X caminos en X tal que fo(1) = f1(1) =

90(0) = ¢1(0) . Probar que si fo - go ~ar f1- 1 ¥ 9o ~or g1 , entonces
fo~oar fi.

1.3. Un subespacio X C R" se dice que es localmente convexo si
todo punto tiene un entorno convexo en X . Probar que si X es local-
mente convexo, entonces todo camino en X es homotopo relativamente
a I a un camino obtenido como producto de segmentos.
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Solucién: Sea f: I — X un camino. Por ser X localmente conve-
so, existe un cubrimiento abierto U = {U C X|U abierto convexo } .
Entonces {f~!'U|U € U} es un cubrimiento abierto de I . Por el le-
ma de Lebesgue existe una particion 0 < g < t; < --- < t, = 1
tal que f([ti_1,t;])) Cc U; i =1,---,n,U; € U . Sea fi: 1 — X
definida por f;(t) = f((1 — t)t;_1 + tt;) . Entonces f; ~p; s; donde
si(t) = (1 —t)f(tie1) + tf(t;) , por ser U; convexo y f;(0) = s;(0) y
fi(1) = s;(1) , ver (i) del lema 1.1 . Por lo tanto, por el lema 1.2, se tie-
ne que (---((s1.52).83) <=+ ).8n a1 (- ((fi-fo) f3) -+ ). fu = fo ~or f .
Donde ¢: I — I es la tnica aplicacién lineal a trozos tal que ¢(0) =
0,0(5r) = t1, @(zi=2) = ta, -+ ,o(5=) = t, = 1 . Notemos que el
lema de reparametrizacién nos asegura que fop ~g; f .

1.4. Sea p: I — I/0I la aplicacién cociente. C((1,01), (X, zp)) de-
nota el conjunto de aplicaciones continuas f: I — X tales que f(0) =
xoy f(1) = x , si * denota la clase de equivalencia OI en el espacio
cociente /01 denotemos por C'((I/01,x*),(X,zq)) el conjunto de apli-
caciones continuas ¢g: I/0] — X tales que g(x) = zy . Demostrar que
la aplicacién inducida p*: C'((I/01,%), (X, x0)) — C((I,0I),(X,xg)) ,
p*(g) = gp , es una biyeccion.

Solucién: Con el objetivo de probar que p* es inyectiva supongamos
que g,g": I/0I — X son aplicaciones continuas tales que gp = p*(g) =
p*(¢") = ¢'p . Entonces puesto que p: I — I/0I es una aplicacion
cociente, se tiene que g = ¢ al aplicar la unicidad de la propiedad
universal de las aplicaciones cociente.

Sea ahora f: I — X tal que f(0) = f(1) = (. Puesto que f(0I) =
{zo} , se tiene que por la propiedad universal del cociente p: I —
I/0I | existe una tnica g: I — X tal que g(x) = xoy gp =p*(9) = f .

Por lo tanto p* es una biyeccion.

1.5. Demostrar que la biyeccion
p* : C((I/aja *)7 <X7 :EO)) - C((Ia 81)7 (Xa l’o))
induce una biyeccién [(I/01, %), (X, zo)] = [(I,01), (X, xq)] -

Solucién: Puesto que p: I — I/01 es una aplicacién cociente, se
tiene que pxidy: I x I — (1/0I)x I también es una aplicacién cociente.
Sean ahora g¢,¢': [/0I — X aplicaciones continuas tales que gp =
p*(g9), p*(¢') = ¢'p y sea G: (I/OI) x I — X una homotopia tal que
G(u,0) =g(u) ,G(u,1)=¢'(u) ,uecl/olyG(xt)=z9 , tel.
Entonces,

F=Gpxid): IxT— /o) xT— X

verifica
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F(s,0) = G(pxid;)(s,0) = G(p(s),0) = gp(s) = p*(9)(s)
F(s,1) = G(pxidr)(s,1) = G(p(s),1) = g'p(s) = p*(g')(s)
F(0,t) = G(pxid;)(0,t) = G(*,t) = xg

F(1,t) = G(pxidy)(L,t) = G(x,1) = z¢

Por lo tanto p*(g) ~ar p*(¢’) -

Por otra parte si F': I x I — X es una homotopia relativa a 0l
de p*(g) = gp a p*(¢’) = ¢'p. Entonces por ser I x [ — (I/0I) x I
una aplicacién cociente, existe una unica G: (I/0I) x I — X tal que
F = G(p x id;). Notemos que

gp = F80 = G(p X 1d[)80 = G@Op
ap = F81 = G(p X 1d[)81 = G(‘?lp
Entonces g = G0y , ¢ = G0, . Ademaés
Luego g ~4 ¢ .

1.6. Sea (I/0I)V (I/0I) el conjunto cociente de la reunién disjunta
(I/0I)U(1/0I) obtenido al identificar los puntos bases de los espacios.
Denotemos por [al; la clase de equivalencia de un elemento a del primer
espacio de la suma disjunta y por [b]s la clase de equivalencia de un
elemento b del segundo espacio de la reunion disjunta. Notese que en el

cociente se tiene que [*]; = [*]y . Denotemos también para cada t €
la clase de equivalencia p(t) por t . Sea u: [/0I — (I/0I)V (I/0I)

definida por
. [2s], if
e \es—1), it

0
1
2
Dadas aplicaciones continuas y basadas gy,
*) =
o

I/\ I/\

1
2
1.
I1/01,%) — (X, xq) de-
( , o) la aplicacién defi-
= ¢95 . Demtestrese que

><A I/\ |/\

notemos por g1 + g»: ((£/0I)V (1/01),
nida por (g1 + g2)[5]1 = g15 ¥ (91 + 92)[5
(91 + g2)up = (91p) - (g2p) -

donde el punto denota el producto de caminos. Concluir que utilizando
la biyeccién del ejercicio anterior el producto de 1-esferas se define como
la aplicacion

p: [(I/01,%), (X, xo)] x [(I/OI,%),(X,x0)] — [(I/OI,*),(X,x0)]
dada por 1*([g1], [92]) = [(91 + g2)p] -

Solucién: Recordemos que p: I — I/0I es la proyeccién candnica.
Entonces

g1[2s)1 if0<s<g,

25 — 1] if § <s<1.

(91 + g2)up(s) = {
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_ {91 (2s) i

—_ N

»w O
IA A

g2(2s — 1) if

o= O
IA A

= (91p) - (920)(5)
Consideremos el diagrama

[(1/01,%), (X, 20)] % [(I/01, %), (X, )] = [(1/01,%), (X, z9)]

lp*xp* ip*

[(]781)7(X7x0)} X [(La])?(X:xO)] : [(I’aI)v<X7IO)]

Este es conmutativo ya que

p ()([gil; [92])) = p*[(91 + g2)p] = [(g1 + g2)pp] = [g1p] - [92p] =
p*la1] - p*[g2]

Luego la biyeccién p* transforma el producto de caminos en p* .

2. Grupoide y grupo fundamental
En primer lugar recordemos la nociéon de grupoide.

DEFINICION 2.1. Un grupoide G consiste en una pareja de aplica-
ciones d,c: G; — Gy y un producto que asocia a una pareja (g, h) €
G1 x G tal que ¢(g) = d(h) un elemento denotado por ¢ - h tal que
d(g-h) =d(g) vy c(g-h) = c(h) verificando las siguientes propiedades:

(i) Si f,g,h de Gy verifican que c(f) = d(g) , c(g) = d(h) ,
entonces (f-g)-h=f-(g-h).

(ii) Para cada = € Gy existe 1, € G tal que ¢(1,) = d(1,) = «
verificando que si g,h € G7 , ¢(g) = z y d(h) = x , entonces
g-l,=qg,1,-h=nh.

(iii) Dado g € Gy existe un tnico h € Gy tal que g-h = 1y y
h-g=1lcy) - Este tnico elemento se denotard por g~' =h .

Dados =,y € Go denotaremos por
Homg(z,y) = {gld(g) =z, c(g9) =y}

Observemos que un grupo H determina un tunico grupoide G to-
mando G; = H y Gy un conjunto unipuntual y reciprocamente un
grupoide con Gy unipuntual determina una tnica estructura de grupo
en (G; . Notese también que si G es un grupoide y = € (G , entonces
Homg (z, ) con el producto tiene estructura de grupo. Si el contexto
no da lugar a confusién el producto del grupoide g - h se denotard por
gh .

Sea C(I, X) el conjunto de todos los caminos de X y si (X, xg) es
un espacio basado y consideremos

C((1,01), (X, x)) = {f € C(I, X)[f(0) = w0 = f(1)} -
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Un camino f: I — X tal que f(0) = zo = f(1) lo llamaremos lazo. Si
f: I — X es un camino o lazo su clase de equivalencia respecto a la
relacién de homotopia relativa a 0I la denotaremos por [f] .

Recordemos que si f,g son caminos de X y f ~y; g , entonces
f(0) = g(0) y f(1) = g(1) . Esta propiedad permite definir las apli-
caciones dominio y codominio d, ¢: C(/, X)/ ~yp;— X , mediante las
f6rmulas d([f]) = £(0) , <([f]) = £(1)

Como consecuencia del lema 1.2 el producto de caminos induce un
producto del clases: Sean f,g: I — X caminos tal que c(f) = d(g),
entonces el producto de clases [f] - [g] = [f - g] estd bien definido.
Notemos también que el producto de lazos es de nuevo un lazo.

PROPOSICION 2.1. Sea II; X el conjunto de los caminos de un es-
pacio X médulo la relacion de homotopia relativa a 91 provisto con el
producto de caminos y sea II[(X = X . Considérense las aplicaciones do-
minio y codominio determinadas por el inicio y el final de cada camino.
Entonces d, c¢: [I;.X — IIpX junto con el producto de caminos admi-
te de modo natural estructura de grupoide. Por otro lado, el conjunto
(X, xo) de los lazos de un espacio basado (X, zy) médulo la relacién
de homotopia relativa a 01 provisto con el producto de lazos tiene es-
tructura de grupo. Ademds, se tiene que m (X, zg) = Hompx (xo, zo) -

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la proposicién
1.1. O

DEFINICION 2.2. El grupoide anterior que serd denotado por I1.X se
llama grupoide fundamental de X . El grupo denotado por m (X, z¢) se
denomina grupo fundamental del espacio basado (X, xg) . En aquellos
contextos en los que el punto base quede bien determinado y en otros
casos en los que su papel no sea relevante utilizaremos la notacion

7T1(X) .

LEMA 2.1. Sea G un grupoide y supongamos que z,y € Gy . Si exis-
te un a € Gy tal que d(a) = z y c¢(a) =y , entonces u,: Homg(y,y) —
Homg(z, z) definido por uy(b) = aba™! es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. La aplicacién u, es un homomorfismo. En efecto
ua (b)) = abb/a™ = aba™labla™ = uq(b)u, (V') . Notemos que u,-11,(b) =
a taba"'a = b , entonces 1,11, = id . De modo analogo u,u,-1 =
id . ]

COROLARIO 2.1. Sea X un espacio y tomemos x, x; dos puntos en
la misma componente conexa por caminos de X. Entonces m; (X, x¢) es
isomorfo a 7 (X, z1) .

Sitp: X — Y es una aplicacién continua, y definimos . [f] = [ f]
donde f es un lazo de X basado en zy . La aplicacién inducida 1),
también serd denotada por (1)) .
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PROPOSICION 2.2. Si ¢: X — Y es una aplicacién continua, en-
tonces para cada zg € X |, ¥.: m(X,z9) — m (Y, 9¥(x0)) es un homo-
morfismo.

DEMOSTRACION. En primer lugar notemos que estd bién definida.
En efecto si f ~yr f’ , entonces por la proposicién 2.1 del capitulo
anterior se tiene que ¢ f ~g; ¢ f" . Sean f,g: I — X dos lazos basados
en ry . Entonces

vf(2s)  si0<s<l
WS - 9))(s) = | — (0f - $9)(s)
Yg(2s—1) si3 <s<l
Entonces se verifica que .[f - g] = ¥.[f] - ¥i]g] - O

PROPOSICION 2.3. Sea idy: X — X la identidad. Entonces para
cada z9 € X | (idx)s = idr x4z - Sean ¢: X = Y y 1Y — Z
aplicaciones continuas y sea zo € X . Entonces (1), = .0 .

DEMOSTRACION. Sean f: I — X un lazo basado en zy . Enton-
ces (idx).[f] = [f] = 1dr,(xa0)[f] - También (9).[f] = [(V¢)f] =
[W(@f)] = uulf] - O

PROPOSICION 2.4. Sean ¢,1: X — Y aplicaciones continuas y
F: X x I — Y una homotopia de ¢ a ¢ . Sea o € X y denotemos por
[ el camino f(s) = F(xo,s) . Entonces uf, = ¢ .

DEMOSTRACION. Sea ¢g: I — X un lazo basado en xy . Sean los
caminos i},i7: [ — I x I , definidos por i} (t) = (I,t) , i2(t) = (,1)
para l € {0,1} . Notemos que o = i3 y 3 = (i - i3) - i1 tienen el mismo
dominio y codominio. Ademads por ser I x I convexo aplicando (i) del
lema 1.1 se tiene que o ~y; B . La aplicacién continua F(g x id;)
verifica que F(g x id;)a = F(g x id;)id = Fdyg = ¢g y también
F(g xid)B = F(g x id;)(i§ - i2) - it = (f - 1g) - f . Ademas por la
proposiciéon 2.1 del capitulo anterior, puesto que o ~y; 3, se sigue
que ¢g ~o; (f -1g) - f . Teniendo en cuenta la definicién de ugy se
tiene que ¢.[g] = upyv.lg] para cada lazo g basado en z, . Entonces

Pu = U - O

TEOREMA 2.1. Si ¢: X — Y es una equivalencia de homotopia,
entonces ¢, : m1 (X, z9) — m (Y, ¢(x0)) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Por ser una equivalencia de homotopia existe una
aplicacion continua v: Y — X tal que ¥¢ ~ idx y ¢ ~ idy . Deno-
temos los homomorfismo inducidos por ¢%0: m (X, xo) — m (Y, dzo) ¥
9% (Y, dao) — w1 (Y, éao) . Applicando la proposicién anterior se
tiene que existen un camino f de Y¢xg a xy y otro g de ¢poxy a ¢xg
tal que YP*opro = uf y también PYoTogpPTo = ufg - De la primera se
deduce que %% es epimorfismo y de la segunda que es monomorfismo.
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Ahora teniendo en cuenta que u[f] €s un isomorfismo se tiene que ¢¥°
es un isomorfismo que es lo que queriamos demostrar. Il

COROLARIO 2.2. El grupo fundamental de un espacio contractil es
trivial.

DEFINICION 2.3. Un espacio X se dice que es simplemente conexo
si es conexo por caminos y para cualquier punto base x € X el grupo
fundamental 71 (X, x) es trrivial.

Notemos que en un espacio conexo por caminos se tiene que si
para un punto base el grupo fundamental es trivial, también lo es para
cualquier otro punto base. Es destacable que la simple conexién es un
un invariante homotoépico y por lo tanto topoldgico.

OBSERVACION 2.1. Dado un grupoide G , se dice que dos objetos
x,y € Gy estan en la misma componente si existe un a € G tal que
d(a) = z y c¢(a) = y . La relacién “estar en la misma componente”
es de equivalencia y el conjunto de componentes de un grupoide lo
denotaremos por m(G) . Dado un objeto xy € Gy el grupo fundamental
de (G, xg) es el grupo m (G, z9) = Homg(zg, ) . Si X es un espacio
topolégico y xy € X , entonces es facil ver que my(X) = m(I1X) y
7T1(X, ZL'()) = 7T1(HX, l’o) .

PROBLEMAS

2.1. Demostrar que si X es un espacio discreto, entonces para cual-
quier punto base 7 (X, x) es trivial. Probar que el grupoide fundamen-
tal verifica que

0 ifz#y,
{L.} ifz#y.

Solucion: Sea X un espacio discreto. Notemos que para x € X |
{z} es abierto y cerrado. Esto implica que la componente conexa que
contiene al punto z es {x} . También se deduce que la componente
conexa por caminos que contiene al punto x es {z} . Si f: I — X es
un camino, entonces f([) estd contenido en una componente conexa
por caminos. Por lo tanto se obtiene que para X discreto y o € X |

HOHIHX(J', y) = {

C((I7a[)7 (Xa iL’())) = {exo} )
ﬂ-l(X7 ‘TO) = ({6350}/ :31) = {[ewo]} = {1960}

Es decir que (X, o) es el grupo trivial. Por otra parte,
C(I,X) ={e;]x € X}
IHX = ({es]z € X}/ ~o1) = {[e]|x € X} = {1,|z € X}
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En este caso se tiene que I X = X y las aplicaciones d,c: I[I; X — 1l
estdn dadas por d(1,) = x , ¢(1,) = = . Por lo tanto tenemos que

0 ifz#y,
{L.} ifz#y.

2.2. Un homomofismo de grupoides ¢: G — H es una pareja de
aplicaciones f = (¢, ¢1) tales que co; = ¢oc , dp1 = dod , P1(1,) =
Loo(z) Para x € Go y si g, h € Gy con c(f) = d(g) , entonces ¢1(f -g) =
(01 f) - (P1g9) . Sip: X — Y es una aplicacién continua, y definimos
U.[f] = [¢f] donde f es un camino de X | probar que (¢,1,) en un
homomorfismo del grupoide fundamental de X en el grupoide funda-
mental de Y .

HOHIH_)((.T, y) = {

Solucion: Veamos que v,: II; X — I1Y esta bien definido. Sean
f,g: I — X y supongamos que f ~y; g . Entonces por la proposicién

2.1 del capitulo 1, ¢ f ~pr 1g . Luego ¢.[f] = [ f] = [¢g] = ¥.[g]
estd bien definida. Los operadores d , ¢ verifican:

cib.[f] = c[ipf] = f(1) = tbc[f]
dip, [f] = d[ipf] = f(1) = d[f]
Vuly = Yilen] = [huer] = [ey@)] = Ly

Veamos si preserva el producto. Sean f,g: I — X caminos tal que
f(1) = g(0) . Entonces

| f2s) if 0
7/}<f ’ g)(5> - {9(28 . 1) if%

=0 f - 1y(s)

S
S

IA A
IAINA
— N

Luego
Ve([fllg]) = Yl f - gl = [0(f - 9)] = [ f - gl = W f]- [¥g] = Y[ f] - Yulg]

Por lo tanto (1, .) es un homomorfismo de grupoides.

2.3. Sean x,y puntos de un espacio topoldgico X . Denotemos por
Homypy(x,y) los caminos en X con origen en z y final en y médulo
la relacién de homotopia relativa a {0,1} . Demostrar que existe una
correspondencia biyectiva entre Hompx (z,y) y Hompx(x,x) si y sélo

si Hompx (z,y) # 0 .
2.4. Calcular m(Q, z) con la topologia usual.

Soluciéon: El espacio de los racionales Q con la topologia usual ve-
rifica que las componentes conexas por caminos son unipuntuales. En-
tonces para cada x € QQ

C((1,01),(Q,z)) = {e.}
m(Q,z) = ({ex}/ ~or) = {[e.]} = {1.} .
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2.5. Probar que dos caminos f,g: I — X de x a y inducen el
mismo homomorfismo us = uyy si y sélo si [g - f] pertenece al centro
de m(X,x) . Recordar que el centro de un grupo es el formado por
aquellos elementos que conmutan con todos los demés.

Solucién: Sean f,g: I — X caminos tales que f(0) = = = ¢(0)
y f(1) = y = ¢g(1) . Entonces si a = [f] y b = [g] , tenemos los
isomorfismos

Uq, Uy m1(X,y) = Hompx (y,y) — Hompx (z, ) = m (X, x) .

Es bien conocido que u, = uy si y sélo si u; ' = u;l ; es decir, ug,-1 =
up-1 . Estas aplicaciones son iguales si y sélo si para todo d € w1 (X, x) ,
Ug-1(d) = up-1(d) siy sblo si para todo d se tiene que a~'da = b~'db
siy sélo si (ba™1)d = d(ba™') para todo d si y s6lo si ba™! esté en el

centro de 7 (X, z) . Equivalentemente si y sélo si [gf] estd en el centro.

2.6. Probar que si ufy es independiente de f siy sélo si m (X, ) es
abeliano.

Solucién: Notemos que ujy es independiente de f siy sélo si ujy =
ufg para f,g caminos de x a y si y soélo si u, = up para todo a,b €
Hompy (z,y) , y por el ejercicio 2.5 si y sélo si ab™! estd en el centro
de m (X, x) para a,b € Hompx (z,y).

Sea ahora d € m(X,x) , entonces da,a € Hompx(z,y) luego
daa™ = d esté en el centro de (X, x). Reciprocamente, si 7 (X, z)
estd contenido en su centro, entonces para a,b € Hompx (z,y) se tiene
que ab~! estd en Hompx (z,z) = m (X, z) . Luego ab™! esta en el centro
de m (X, z) . Finalmente, notemos que (X, x) estd contenido en su
centro si y so6lo si mp (X, z) es abeliano.

2.7. Sean ¢, ¢: (X, x9) — (Y, yo) continuas y basadas. Probar que si
® ~(z0} ¥ , entonces los homomorfismos inducidos ¢, 1. : m (X, z9) —
m1(Y, yo) son iguales.

2.8. Probar que si f: A — By g: B — A son homomorfismos
de grupos tales que gf = id, , entonces f es monomorfismo y g es
epimorfismo. Demostrar que si A es un retracto de X y r: X — A,
i: A — X denotan la retraccién e inclusion, respectivamente, entonces
iv: m(A,a) — m (X, a) es monomorfismo y r,: m(X,a) — m(A,a) es
epimorfismo para cualquier a € A .

2.9. Sean (X, xo) e (Y, yo) espacios basados. Demostrar que
m (X XY, (x0,%)) = m1 (X, 20) X (Y, y0)
Solucién: En primer lugar consideremos la correspondencia
0: C((1,01), (X XY, (z0,y0)) — C(({,0I), (X, 20)) x C((1,01), (Y, y0))

que aplica f: I — X X Y en (pry f,pry f) para un camino f tal que
f(0) = (zo,%0) = f(1) . Notemos que por la propiedad universal del
producto se tiene que € es una biyeccion.
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Por otra parte si F' es una homotopia relativa a 91 de f a g , donde
f, g son caminos de X x Y basados en (g, o) , entonces pry F' es una
homotopia relativa a 9 de pry f a pry g y andlogamente pry F' es una
homotopia relativa a I de pry f a pry g . También se tiene que si F'X
es una homotopia relativa a I de pry f apry gy F¥ es una homotopia
relativa a OI de pry f a pry g , entonces (F*X, FY) es una homotopia
relativa a 0 de fag .

Ahora si dividimos por la relacion de homotopia relativa a 0l se
obtiene el isomorfismo buscado.

0: 1 (X XY, (20,90)) — m1(X,20) x 71(Y, 90)

2.10. Sea A un subespacio conexo por caminos de un espacio X ,
denotemos por i: A — X la inclusién canénica y sea ay € A . Probar
que (A, ag) — m (X, ap) es exhaustiva si y sélo si todo camino en X
con extremos en A es homotdpo relativamente a 01 a un camino en A .

Solucién: Supongamos que todo camino en X con extremos en A es
homotépo relativamente a I a un camino en A . Sea b € m(X, ag) ,
b = [g] donde g es un lazo en X basado en ag . Entonces g ~p; f
con f lazo en A basado en ag . Entonces i,[f] = [g] = b . Luego
ix: m (A, ag) — m (X, ag) es exhaustiva.

Reciprocamente, supongamos que i, es exhaustiva y sea g: [ — X
un camino tal que g(0l) C A . Sean h,k: I — A caminos tal que
h(0) = ap , h(1) = ¢(0) , k(1) = ao , k(0) = g(1) . Entonces el lazo
(h-g) -k es hométopo relativamente a 91 a un lazo f de A basado en
ao . Por lo tanto se tiene que

(h-g)-k~ar f
((h-g)-k) - R [ -F
h-g~or f-k
h-(h-g)~orh-(f k)
g=~orh-(f k)

Notemos que h - (f - k) es un camino en A .

2.11. Sea X, una componente conexa por caminos de un espacio
X , denotemos por i: Xy — X la inclusion candnica y sea xo € X .
Probar que m1(Xo, xg) — m (X, 2o) es un isomorfismo.

Solucién: Sea b € m(Xo,x9) con b = [g] y g: I — X lazo basado
en zp . Puesto que g(0) = zp = g(1) , entonces g(I) C Xy , que
es la componente conexa de xy , ya que I es conexo por caminos. Si
a € m(Xo, o) es el elemento representado por g se tiene que i.(a) =
b , donde i, es el homomorfismo inducido por la inclusién canodnica
1: XO — X .

Supongamos ahora que i,(a) = 1y que a = [f] con f lazo de X,
basado en zy . Entonces existe una homotopia F': [ x I — X tal que
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F(t,0) = f(t) , F(t,1) = 9 , F(0,\) = o, F(1,\) = ¢ . Por ser
I x I conexo por caminos y F(0,0) = zg se tiene que F(I x I) C X .
Entonces a = [f] = [e,] =1 .

2.12. Considerar la aplicacién natural 0: [(S?, sg), (Y, 40)] — [S*,Y] .
Probar que si X es conexo por caminos 6 es exhaustiva. Demostrar que
6(a) = 0(b) siy sélo si a y b son conjugados. Deducir que [S?, Y] estd en
correspondencia biunivoca con las clases de conjugacion de 71 (X, zg) -

Solucién: Sea la norma del maximo en R? dada por
|x|méx = méx{’mﬂ, |l‘2|} - p(OaI) )

donde p es la métrica cartesiana dada en el Ejemplo 1.11 del capitulo
1. Sea D, = {z||2|max < 1} vy 0D, = {z||z|max = 1} . Denotemos por
O el origen (O = (0, 0)) Sear: D,\{O} — 0D, la aplicacién continua
definida por r(z) = T - Entonces 0D, es un retracto de D, \ {0} .
Sea ahora D' = {x € D)| =1 < a2y < —3}yJ={z €dD,|—-1<
Ty < —%} . Entonces r|p: D' — J es una retraccién que hace que J
sea un retracto de D' . Notemos que ¢: D' — [0,1] x [0,1] dada por
¢(s,t) = (5,2t + 2) es un homeomorfismo y ¢(J') = ([0,1] x {0}) U
({0,1} x [0,1]) . Entonces (I x {0}) U (01 x I) es un retracto de I x I
mediante la retraccion p = @(r|p )" .

Veamos que 6: [(S', %), (Y, y0)] — [S!, Y] es exhaustiva. Denotemos
por p: I — S' = I/O0I la proyccién canénica. Sea g: S' — Y tal
que g(x¥) = y; . Sea h: I — Y un camino de y; a yo . Definamos
F: (I x{0})u(dI xI)—Y por

F(s,0) = gp(s)
F(0,1) = ()
F(1,t) = h(1)

Componiendo con la retraciéon obtenemos una homotopia Fp: [ x I —
Y tal que

Fp(s,0) = F(s,0) = gp(s)
Fp(0,8) = F(0,) = h(t)
FpF(1,0) = F(1,4) = h(1)
Fpoi(0) = Fp(0,1) = F(0,1) = h(1) = yo
Fpoi(1) = Fp(1,1) = F(1,1) = h(1) = yo

Entonces existe f: ST — Y tal que fp = Fpd, y existe G: S'x I —
Y tal que G(p x id;) = Fp . Notemos que f = G0, entonces se tiene
que f(x) = fp(0) = Fpdi(0) = yo. Ademds [g] = [GO] = [GI] =
[f] = 0[f]* . Luego 0 es exhaustiva.

Sean ahora f, g: (S, %) — (Y, o) continuas y supongamos que exis-
te una homotopfa F': S' x I — Y tal que Fdy = f , FO; = ¢ . Sea el
camino h(t) = F(x,t) . Consideremos la homotopia

Flpxid): IxI—S'xI—Y
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Entonces se tiene:

F(p xid;)dy = Foop = fp
F(p X id1)31 = Foip=gp
F(p < id)(0,8) = F(,£) = h(#)
Flp id) (18 = F(et) = h(t

Por ser I x I convexo se tiene que (h - gp) - h ~s; pf . Entonces

[R][gpl[h]™ = [fp] . Luego [gp], [fp] son conjugados, que es lo que
queriamos probar.



CAPITULO 3

EL GRUPO FUNDAMENTAL DE LA 1-ESFERA

En este capitulo se prueba que el grupo fundamental de la cicunfe-
rencia es isomorfo al grupo ciclico infinito. Para ello estudiamos el grado
de los lazos de la circunferencia mediante la propiedad de elevacion de
caminos que tiene la aplicacién candnica p: R — St | p(r) = ¥ .
Para ello analizamos previamente la nociéon de aplicacion recubridora
y sus propiedades de elevacion de caminos y homotopias .

1. Homeomorfismos locales y aplicaciones recubridoras

En primer lugar damos un par de nociones més débiles que la nocién
de aplicacién recubridora:

DEFINICION 1.1. Una aplicacién continua f: X — Y es localmente
inyectiva si para cada x € X existe un entorno abierto U tal que
flv: U =Y es inyectiva.

DEFINICION 1.2. Una aplicacién continua f: X — Y es un homeo-
morfismo local si para cada x € X existe un entorno abierto U tal que
f(U) es abierto en Yy f|y: U — f(U) es un homeomorfismo.

DEFINICION 1.3. Una aplicacién continua f: X — Y es una apli-
cacion recubridora (o cubierta) si existe un cubrimiento abierto V del
espacio Y tal que para cada V' € V existe una familia de abiertos U; de
X coni € I(V),disjuntos dos a dos tales que f(U;) =V, flv,: Uy = V
es un homeomorfismo y ademés (J;c ;) Ui = V).

Recordemos que un cubrimiento abierto )V de un espacio Y es una
familia de abiertos de Y t@l que UVe)/ V=Y :

Notese que una aplicacién recubridora es siempre un homeomorfis-
mo local y un homeomorfismo local es localmente inyectivo, sin embar-
go los reciprocos no son ciertos.

EJEMPLO 1.1. Sea p: R — S! la aplicacién exponencial defini-
da por p(t) = e*™ | donde la circunferencia S! estd formada por los
complejos de médulo uno. El cubrimiento V = {V,V’} formado por
V =8\ {1} y V/ = St \ {—1} verifica las condiciones del enunciado.
En este caso p'V = [J,ez(k, k + 1) y se tiene que cada restriccion
Plr+y: (K k+1) — V es un homeomorfismo. Para V' se tiene que
p V' =Upen(—3 +k, 5 +k) y también p|(7%+k7%+k): (—3+Fk,3+k) —

43
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V" es un homeomorfismo. Para la demostracién de las afirmaciones an-
teriores podemos considerar la aplicacién cociente ¢: R — R/Z , donde
R/Z denota el espacio cociente definido por la relacién, r ~ s siy sélo si
r—s € Z . Ademds de ser continua verifica que ¢ 'q(U) =, 5 2+ U .
Lo que implica que ¢ es abierta. Ademads si U es un intervalo abierto de
didmetro menor que uno, la reuniéon anterior es disjunta y las restric-
ciones a z + U son homeomorfismos. Tomando ¢(0,1) , ¢(—3, 3) como
cubrimiento abierto de R/Z , las observaciones anteriores implican que
¢ es una aplicacién recubridora. Puesto que la aplicacién p es compati-
ble con ¢ , entonces existe una tinica biyeccién continua 6: R/Z — S*
tal que 8q = p . Puesto que 6 es una biyeccién continua de un compacto
en un Hausdorff se tiene que es un homeomorfismo. Por lo tanto p = 6q
es también una aplicacién recubridora.

DEFINICION 1.4. Sean p: X — Y , p': X’ — Y aplicaciones recu-
bridoras. Una aplicacién continua sobre Y de p a p’ (de X en X') es
una aplicacién continua f: X — X'’ tal que el diagrama

/ X
N
Y

es conmutativo. Una aplicacién continua f sobre Y diremos que es una
transformacion recubridora o un isomorfismo sobre Y si ademas es una
biyeccién. El grupo de transformaciones recubridoras de p: X — Y en
si misma lo denotaremos por Aut(p: X —Y) .

X

La siguiente propiedad sobre homeomorfismos locales sera 1til para
resolver algunos problemas.

LEMA 1.1. Sean f: X — Y, h: Y — Z aplicaciones continuas tales
que f , g = hf son homeomorfismos locales exhaustivos. Entonces h es
un homeomorfismo local exhaustivo.

DEMOSTRACION. En efecto, sea y € Y , por ser f sobre existe
x € X tal que f(z) = y . Aplicando que g es homeomorfismo local,
existe V' entorno abierto de x tal que g(V') es un entorno abierto de
g(x) = hf(x) =hy) y glv: V — g(V) es un homeomorfismo. Por ser
f homeomorfismo local existe W entorno abierto de x tal que f(1V) es
un entorno abierto de y y flw: W — f(W) es un homeomorfismo. Sea
U = f(VNW) que es entorno abierto de y , entonces h(U) = hf(V N
W) = g(VNW) que es un abierto de Z y hly = (glvew)) (flveowy) ™"
es una composicién de homeomorfismos, luego es un homeomorfismo.
Notemos que puesto que g es sobre, se tiene que h es sobre. O

Bajo algunas condiciones los homeomorfismos locales son aplicacio-
nes recubridoras como vemos en el siguiente resultado:
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LEMA 1.2. Sip: X — Y es un homeomorfismo local exhaustivo con
fibras finitas y X es Hausdorff, entonces p es una aplicacion recubridora.

DEMOSTRACION. Sea y € Y , puesto que las fibras son finitas se
tiene que p~i(y) = {xy,--- ,z1} . Aplicando que X es Hausdorff se
pueden obtener entornos abiertos U/ de z; tales que para i # j se tiene
que U;'NUY{ = ) . Aplicando que p es un homeomorfismo local en cada x;
podemos tomar entornos abiertos U/ de x; tal que U] C U/" , p(U/) es un
abierto de Yy p|y: U] — p(Uj;) es un homeomorfismo. Sea V,, = p(U7)N
N p(U},) y tomemos U; = p|;;/(V,) . Entonces p~(V,) = UL U; y
plu,: Ui — V, es un homeomorfismo. De esta forma el cubrimiento
abierto V = {V,|y € Y} verifica las propiedades necesarias para que
p: X — Y sea una aplicacion recubridora. O

El siguente resultado de topologia es bien conocido y va a ser apli-
cado en numerosas ocasiones.

LEMA 1.3. (Lema de Lebesgue) Sea X un espacio métrico y com-
pacto. Si U es un cubrimiento abierto de X , entonces existe un § > 0
tal que para todo A C X tal que diametro de A es menor que 9 se tiene
que existe un U € Y tal que A C U .

Consideremos el siguiente diagrama:

{0} —X

o| lp

==
donde 0(0) = 0 , x es la aplicacién z(0) = zy f: I — Y es un
camino de Y . Notemos que este diagrama es conmutativo si y sélo
si f(0) = p(z) . Una elevacién es una aplicaciéon f’': I — X que hace
conmutativos los dos tridangulos, que en este diagrama es equivalente a
que f'(0) =z y pf’ = f . El siguiente resultado es un caso particular de
las propiedades de elevacién que tienen las aplicaciones recubridoras,
asegura que todo diagrama del tipo anterior tiene elevacién tunica.

PROPOSICION 1.1. Sea p: X — Y una aplicacién recubridora y
supongamos que z € X . Dado un camino f: I — Y tal que f(0) =
p(z) , entonces existe un unico camino f*: I — X tal que pf* = fy
fr0) ==

DEMOSTRACION. Por ser p: X — Y una aplicacién recubridora,
existe un cubrimiento abierto V del espacio Y tal que para cada V' €V
existe una familia de abiertos U; de X con i € I(V) , disjuntos dos
a dos tales que f(U;) = V , ply,: Ui — V es un homeomorfismo y
ademds (J;c;) Ui = p~'(V) . Entonces {f'V[V € V} es un cubri-
miento abierto del métrico compacto I . Aplicando el lema 1.3 pode-
mos encontrar una particion 0 = ¢y < t; < .-+ < t, = 1 y abiertos
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Vi, , Vi, €V tal que f[ty_1,tx] C Vi para k € {1,--- ,n} . Suponga-
mos que U ) Ui = p~ (V1) y sea Uy, el tinico tal que x € Uy, . Defi-
namos f*[y,.0 = (Plu,, )~ (flito.ra]) - Se tiene que por ser [to, t;] conexo,
la reunion (J;¢ ;) Us disjunta y z € Uj, , entonces la aplicacion [z,
es la tinica tal que aplica el 0 en = y recubre f|,+,) . Ahora supongamos
que hemos definido f* en [tg,tx_1] con 0 < k — 1 < n . Tenemos que
Uicrvy Ui = p (Vi) v sea U;, el tnico tal que f*(tx_1) € U;, . Defi-
namos |, _, 1,1 = (Ploy, )™ (flie_r.t)) - Se tiene que por ser [t 1, t]
conexo, la reunién UieI(Vk) U; disjunta y f*(tx—1) € U;, , entonces la
aplicacion f®|y, 4, es la tinica tal que aplica el 0 en x y recubre f|y, ] -
Reiterando el proceso n veces se tiene que la f*: I — X es la tnica tal

que f*(0) =z ypf*=f. O

Ademas de la propiedad de elevacién de caminos las aplicaciones
recubridoras tienen las propiedad de elevacién de homotopias. Es decir,
los diagramas conmutativos de la forma

»| g

I[x]—>Y

tienen elevacion tnica. Veamos que las aplicaciones recubridoras tienen
esta propiedad de elevacion.

PROPOSICION 1.2. Seap: X — Y una aplicacién recubridora. Dado
un camino f: I — X y una homotopfa F': IxI — Y tal que FOy = pf ,
entonces existe una unica homotopia F': I x [ — X tal que pF' = F'y

Fo,=f.

DEMOSTRACION. Por ser p: X — Y una aplicacién recubridora,
existe un cubrimiento abierto V del espacio Y tal que para cada V €V
existe una familia de abiertos U; de X con i € I(V') , disjuntos dos a dos
tales que p(U;) =V, plu,: Ui — V es un homeomorfismo y ademads
Uicszoy Ui = (V) . Entonces {F~'V[V € V} es un cubrimiento
abierto del métrico compacto I x I . Aplicando el lema 1.3 podemos
encontrar particiones 0 = sp < 51 < - < 5, = 1,0 =1 <1 <

- < t, = 1y abiertos Vii,-- Vi, . Vip, -+, Vi € V tal que
F([sk-1, s8] X [ti—1,t]]) C Vi para k € {1,--- ,m}yle{l,--- ,n}.
Supongamos que UieI(Vn) U = p ' (Vi1) y sea Uy; el tnico tal que
f[0781] - Ull . Definamos F|[30751]X[t07t1] = (p|U11)71(F|[80,81}><[t0,t1}) .
Se tiene que por ser [sg, s1] X [to,?1] conexo, la reunién Uc;y,,) Us

disjunta y £[0,s1] C Un la aplicacion F|(s, s1x[w.) €S la tnica tal que
(F‘[So,sl]x[toil])(80|[So,81]) = f|[80781] y que recubre F|[80,S1}><[t0,t1} :
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Supongamos que hemos definido F en [sg, sp_1] X [to, 1] con 0 <
k —1 < m . Tenemos que UieI(Vkl) Uy = p (Vi) y sea Uy el tini-
co tal que F({sg-1} X [to,t1]) C Up1 y f[sk-1,81] C U . Defina-
mos Flis,_y silxitotn] = (Plvia) ™ (Fliss—r suixon]) - Se tiene que por ser
[sk-1, 8k] X [to, t1] conexo, la reunién ¢y, ) Us disjuntay f(s—1, sx] C
Ua la  aplicacion  Fli, | gixfn] € la  tnica tal que

(F‘[Sk—hsk}X[t07t1])(80’[3k—175k]) = f|[5k71’sk} Yy que re(iubre F‘[sk—lysk]x[tmtl] .
Reiterando el proceso se obtiene una aplicacion F |[so,sm}x[t0,t1} que es la
tnica tal que (F|(sy,sm]x[to,t1])00 = f ¥ que recubre Fjg s 1x[to.,] - Reali-
zando un segundo proceso de induccién se obtiene una tinica homotopia
F:IxI—-XtalquepF =FyFd=f. U

PROPOSICION 1.3. Sea p: X — Y una aplicacién recubridora y sea
r € X . Entonces la aplicaciéon G: 7 (Y, pr) — p~!(pz) , que asocia a
[f] el elemento f*(1) , estd bien definida. Ademads si X es conexo por
caminos y su grupo fundamental es trivial, entonces es una biyeccién.

DEMOSTRACION. Sea f un lazo basado en pz y sea f* el tnico
camino tal que f*(0) = z y pf* = f . Supongamos que F' es una ho-
motopia de f a g relativa a 91 . Aplicando la proposicién anterior existe
una unica homotopia F tal que F9y = f* v pF = F . Notemos que

({O}x])Cp Ipz y que F(0,0) = Fdy(0) = f7(0) = = . También se
tiene que p~'pz es un espacio discreto y sus componentes son unipun-
tuales. Por ser F({O} x I) conexo se concluye que F({0} xI) = {z} . Por
lo tanto F@l( )= F(O 1) = . También se tiene que pFd, = Fd, = g .
Entonces F9; = . Por otra parte F({1} x I) C p~'pz y que
F(0,1) = F@O(l) — f*(1) . Por ser F({1} x I) conexo se tiene que
F({1}xI) = {f*(1)} . Por lo tanto ¢*(1) = Fd,(1) = F(1,1) = f*(1) .
Esto prueba que la aplicacién G[f] = f*(1) estd bién definida al ser
independiente del representante elegido.

Veamos que es exhaustiva. Sea 2’ € X tal que px’ = px . Por ser
X conexo por caminos existe un camino h de x a 2’ . Adem4s se tiene
que h = (ph)* . Entoces G[ph] = (ph)*(1) = h(1) = 2’ . Supongamos
ahora que G|[f] = f*(1) = ¢°(1) = G[g| para f, g lazos basados en pzx .
Entonces por tener (X, z) el grupo fundamental trivial se tiene que
% g® ~gr e, . Entonces (f* - g*) - g*° ~gr €, - g* . Por las propiedades
del producto de caminos se tiene que f* ~5; ¢g* . Finalmente se tiene
que f = pf* ~5r pg® = g . Es decir, G es también inyectiva. O

PROBLEMAS

1.1. Encontrar un homeomorfismo local que no sea una aplicacion
recubridora.
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1.2. Para las siguientes aplicaciones continuas:
a) Probar que no son recubridoras

frR—=1[0,400) 0 f(x) = |z|
g C—C: gz)=22

siendo C el espacio de los complejos.
b) Probar que son recubridoras

h: S*— S': h(z) = 2%
siendo S* los complejos de médulo 1, y
p:NXxR—-R: p(n,r)=r.

Solucién: Notemos que si f: X — Y es un homeomorfismo local,
entonces existe para cada x € X un entorno abierto U de xz en X tal
que flg: U — f(U) es inyectiva.

Si f: R — [0,400) es un homeomorfismo local para 0 € R existe
U entorno abierto de 0 en R tal que f|y: U — R es inyectiva. Por lo
tanto existe € > 0 tal que f|(_c¢): (—€,€) — R es inyectiva. Puesto que
[(5) = § = f(=5) se tiene que f|(_c¢ no es inyectiva. Esta contradic-
cién viene de suponer que f es un homeomorfismo, luego f no es un
homeomorfismo y por lo tanto tampoco es una aplicaciéon recubridora.

La aplicacién g: C — C verifica que g|p(,) no es inyectiva para
cada € , donde B(0, €) es la bola de centro el origen y radio € . Utilizando
el argumento anterior se obtiene que g no es recubridora.

Sea ahora la aplicacién h: S* — S! dada por h(z) = 2? . Notemos

que el siguiente diagrama es conmutativo:

R ——> g1

el ih
RT St

donde 0(r) = 2r, r € R . Del hecho de que pf , p sean homeomorfismos
locales se sigue que h: S' — S! es un homeomorfismo local como ya
probamos en el lema 1.1 .

Asi que h: S' — S' es un homeomorfismo local exhaustivo con
fibras finitas, entonces como consecuencia del lema 1.2 | se sigue que h
es una aplicacion recubridora.

Estudiemos ahora el tltimo caso planteado. La aplicacion p: N x
R — R dada por p(n,r) = r es tal que plgyxr: {n} x R — R es
un homeomorfismo. Entonces el cubrimiento abierto V = {R} verifica
que p ' (R) = Upen{n} x R y las aplicaciones p|gxr: {n} x R —
R son homeomorfismos. Entonces p: N x R — R es una aplicacién
recubridora.

1.3. Determinar razonadamente si son recubridoras las aplicaciones
continuas siguientes:



1. HOMEOMORFISMOS LOCALES Y APLICACIONES RECUBRIDORAS 49

a) Sea f:[0,1] — [—1, 1] definida por f(t) = sen 27t .
b) Sea g: R — [0, +00) dada por g(t) = t* .
c) Sea h: R — R dada por g(t) =3 .
d) Sea l: Z x R — S' dada por [(z,t) = e*™ .
En todos los espacios se consideran las topologias usuales.

1.4. Seanp: X — Y yq: M — N aplicaciones recubridoras. Probar
que p X g: X x M — Y x N es una aplicacién recubridora.

Solucién: Sean p: X — Y y q¢: M — N aplicaciones recubrido-
ras. Entonces existen cubrimientos abiertos V de Y y W de N tales
que p~ (V) = |_|ZEI(V) A; y las aplicaciones pla,: A; — V son homeo-
morfismos y andlogamente p~1(W) = Uicrwy Bi con plp,: B — W
homeomorfismos. Entonces {V x W|V € V,W € W} es un cubrimien-
to abierto de Y x N y se verifica que

(pxq) "V xW)= | ] A; x B;
(4,7)eI(V)XI(W)

y las aplicaciones (pXx q)|a,xB,: Ai X B; — V x W son homeomorfismos.
Por lo tanto p x ¢ es una aplicacion recubridora.

1.5. Encontrar aplicaciones recubridoras de R? en el cilindro S x
R y en el toro S x St .

1.6. Encontrar alguna aplicacién recubridora de Rx I en la la banda
de Mobius.

Solucién: Es frecuente definir la banda de M6bius como el espacio
cociente:

M = ([0,1] x [~1,1])/(0,) ~ (1,—t) , te[-1,1]

y podemos denotar por p’: [0, 1] x[—1, 1] — M’ ala aplicacién cociente.
Por otro lado podemos considerar el espacio cociente

M=Rx[-1,1)/(z,t) ~ (x+ z,(-1)*t) , z€Z, te][-1,1].

En este caso la aplicacién cociente p: R x [—1,1] — M es abierta ya
que si U es abierto en R x [—1,1] , se tiene que p~'p(U) = U, , 0.(U)
donde 0,: R x [-1,1] — R x [—1, 1] es el homeomorfismo definido por
0,(r,t) = (r+z(—1)%t) .

La inclusién candnica in: [0, 1] x [-1,1] — R x [—1, 1] induce en
los cocientes una aplicacién continua In: M’ — M de tal modo que el
siguiente diagrama es conmutativo:

0,1] x [-1,1] 2> R x [—1,1]

/| |
M’ M
In
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Veamos que In es exhaustiva. En efecto,
[(r, )] = [(r = E(r), (=1)")] = In[((r = E(r), (=1)*)]",

donde E(r) denota la parte entera de r . Por otra parte si In[(r,t)]’ =
In[(r,t)] , entonces r =7' , t =t 6r=0,r=1,t=—-tor=1,
" =0,t=—t . En cualquier caso [(r,t)]" = [(r,t)]" .

También se verifica que M es Hausdorff: Sean r, 7" € [0,1) y supon-
gamos que [(r,t)] # [(+',t")] . Sir £ "y o <min{|r—7+'|, |r+1—7"|,|r—
1 —7'|} se tiene que p((r' — 0,7 +0) x RN (r —d,r+0) xR) =0 .
En el caso que r = 1’ se obtiene que ¢t # t' . Ahora se comprue-
ba que p(R x Bs(t)) N p(R x Bs(t')) = 0 para § < W%ﬂ , donde
B(s) = (s —€,s+¢€)N[—1,1] es la bola de centro s y radio € .

Entonces la inclusion In: M’ — M es un homomorfismo. Ademés
los abiertos p((0,1) x [—1,1]) , p((3,3) x [~1,1]) cubren M y se tiene
que

pp((0,1) x [=1,1]) = | |((kyk +1) x [-1,1])
kez
y ademas

Plikprnyxi-1,1: (kb +1) x [=1,1] — p((0,1) x [-1,1])
es un homeomorfismo. Similarmente se procede para el caso del abier-
to p((5H3) x [-1,1]) .
1.7. Probar que el grupo fundamental de la 2-esfera es trivial.

Solucién: (Esta demostraciéon supone que no se conoce el teorema
de Seifert-van Kampen) . Sea * € S? un punto base y f un lazo basado
en x. Puede suceder que la imagen de f sea toda la esfera, es por ello
que vamos a ver que f ~y; o de tal modo que Im(c) = o(I) # S2
Para ello tomaremos el siguiente cubrimiento de S? | sean

Ut = {(21, 20, 73) € S%|2; >0} i=1,2,3

U7 ={(z1,22,23) € S?|z; <0} i=1,2,3
abiertos cuya reunién es S? . Aplicando el lema de Lebesgue se ob-
tiene una particion 0 = tg < t; < --- < t, = 1 de modo que para
cada subintervalo [t;_1,t;] existe i; € {1,2,3} tal que f[t;_1,t;] C
Ul o fltj-1,t] € U . Sean los puntos f(to) = po = *, f(t1) =
1, f(t) = p, = % . Consideremos los caminos f;,0; dados por
las formulas:

fi(t) = fU(L = 8)t;1 + ;)
(I =t)pjat+p;
0j(t) = T ‘
|(1 = 8)pj-1t + pj]
Entonces se tiene que cada U;", U;” es homeomorfo a un convexo. Por lo
tanto f; ~a; 0; . Asique f ~g; (- ((f1-f2) - f3) -+ fn a1 (- ((01-02)-
o3) - -0, = 0 . Puesto que cada o; esté contenido en un circulo méximo
y la reunién finita de circulos no cubre toda la 2-esfera, entonces existe

, te€]0,1]
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%, € S% tal que Im(o) C S?\ {*,} , donde x # %, . Sea o': [ —
S%\ {*,} el tinico lazo basado en * de S%\ {*,} tal que ic’ = o ,
donde i: S?\ {*,} — S? es la inclusién candnica. Puesto que S?\ {x,}
es homeomorfo a R? se tiene que 71(S? \ {*,},*) = {1} . Entonces
o] = [i0'] = ifo’] = i.(1) =1 | por lo tanto [f] = 1 . Es decir,
cualquier elemento de 7 (S5?) es trivial. En consecuencia 71(S?) = {1} .

1.8. Probar que el grupo fundamental del plano proyectivo real es
un grupo ciclico de orden dos.

Solucién: Sea la proyeccién canénica pr: S? — P*(R) , pr(z1, To, T3)
= [(x1, z2, x3)] . Utilizando la notacion del ejercicio anterior se tiene que

prpr(U;") = U7 UU =pr'pr(U;))

parai € {1,2,3} . Ademas pr |+ y pr|,- son homeomorfismos. Notese

que pr es una aplicacién abierta, si U es un abierto de S? se tiene que
pr ' pr(U) = UUa(U) , donde a es el homeomorfismo antipodal. Puesto
que S? es arco-conexa y simplemente conexa se tiene que la aplicacién
grado G: 7 (P*(R), pr(po) — pr—"' pr(po) = {po, —po} es una biyeccién.
Entonces 71 (P?(R), pr(po) es el grupo ciclico de orden dos.

2. Grupo fundamental de la circunferencia

Nétese que en el ejemplo 1.1 se tiene que p~1(p(0)) = Z y que Z
tiene una estructura natural de grupo.

TEOREMA 2.1. Sea p: R — S! la aplicacién exponencial definida
por p(t) = e*™* . Entonces la aplicacién G: 71(S*, p(0)) — p~1(p(0)) es
un isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Si p: X — Y es una aplicacién recubridora y
x € X entonces si f,g: I — Y son lazos basados en p(z) , tenemos
que (f-g)" = f*- ¢/  Para el caso de p: R — S y 0 € R se tiene
que (f-g)° = f-g/*™ . Puesto que ejoy) + ¢° es un camino en R que
empieza en fO(1) y es tal que para cada s € I, p(esoy(s) + ¢°(s)) =
627ri(f0(1)+90(5)) = e27rif0(1)627rigo(s) = g(s) , entonces €0(1) + gO = gfo(l) .
Por lo tanto se tiene que G([f - g]) = (f - 9)°(1) = f*-¢” V(1) =

0

g7 (1) = (e +9°)(1) = f2(1) + ¢°(1) = G([f]) + G((g]) -

De donde se tiene que la biyeccién grado G es un homomorfismo.

Entonces el grupo fundamental de la circunferencia es el grupo ciclico
infinito. U

COROLARIO 2.1. Todo polinomio complejo no constante tiene al
menos una raiz.

DEMOSTRACION. En primer lugar, notemos que podemos suponer
que el polinimio es ménico y serd de la forma P(z) = 2" + a;2"" ! +
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-+ +a, . Si suponemos que P(z) no tiene raices complejas, para cada
r > 0 la férmula

P(t 2misY | P t
P = DT P)

| P(tre2™is)/P(tr)|
define una homotopia relativa a 01 del lazo trivial de S* basado en el 1
_ P(re?™®) /P(r)
— |P(re?™)/P(r)]
Se tiene que para |z| = r , [2"] > |a1z2"! + -+ + a,|, de modo que
para 0 <t <1, Py(z) =2"+t(a12" '+ -+ a,) no tiene raices en la
circunferencia |z| = r ; en efecto, si 0 = Py(2) = 2"+t(a12" '+ - -+a,),

en el lazo f,(s) . Tomemos r >max{1, |ai|+---+|a,|} .

se tiene que [2"] = [t(a12" "t + -+ a,) < |(a12" 4+ ag)| , que
contradice la afirmacién anterior. Entonces
P 27is P
G(s,t) = t(T€2 )/ 1 (r)
| Py (re2ms) [ Py(r)]

es una homotopfa relativa a 91 de f, al lazo g definido por g(s) = >

que tiene grado n . Pero g es homoétopo al lazo constante, entonces
n = 0 . Esto contradice la hipdtesis de que P(z) es un polinomio no
constante. En consecuencia P(z) tiene al menos una raiz compleja. [

COROLARIO 2.2. Toda aplicacién continua f: D* — D? tiene al
menos un punto fijo.

DEMOSTRACION. Supongamos que f(z) # z para x € D? . Defi-
namos r: D? — S! donde r(z) es la interseccién de la semirecta que
empieza en f(x) y pasa por x con la circuferencia unidad S* . Se tiene
que si z € S! se verifica que r(z) = z . Ello implica que S! es un retrac-
to de D? . Por lo tanto m;(S') es un retracto del grupo trivial m(D?) .
Pero esto implicaria que el grupo ciclico infinito es trivial. Véase con
mas detalles el problema 2.4 . O

PROBLEMAS

2.1. Calcular el grupo fundamental de un espacio topolédgico con la
topologia trivial.

2.2. Calcular el grupo fundamental del cilindro S* x R .
2.3. Calcular el grupo fundamental del toro y de la banda de Mobius.
2.4. Probar que S' no es un retracto de D? .

Solucién: Supongamos que S* es un retracto de D? . Entonces la
inclusién i: S' — D? admite una retraccién r: D? — S . Tomemos
un punto base * € S! ; de la igualdad ri = idg1 se deduce que los
homomorfismos inducidos satisfacen que r,i, = (idg1). ; es decir, que
m1(SY, %) es un retracto de 7 (D?, ) . Por otra parte, puesto que D? es
contractible se tiene que m;(D? %) = {1} . Pero un retracto del grupo
trivial es trivial lo que contradice que 7;(S!, %) sea el grupo ciclico
infinito.
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2.5. Suponer que f: S' — S! no es hométopa a la identidad. Probar
que existe z € S! tal que f(z) = —z .

2.6. Suponer que a: S' — S! es la aplicacién antipodal a(z) = —x .
Probar que es homotopa a la identidad.

2.7. Dar un ejemplo de una aplicacion continua y exhaustiva ¢: X —
Y tal que para algun punto base z € X la aplicacién inducida ¢, : m (X, z)
— m (Y, ¢(x)) no sea epimorfismo.

Solucién: Considérese la aplicacién recubridora p: R — S' dada
por p(t) = 2™t .

2.8. Dar un ejemplo de una aplicacion continua e inyectiva ¢: X —
Y tal que para algin x € X la aplicacién inducida ¢.: m(X,z) —
m1(Y, ¢(z)) no sea monomorfismo.

Solucién: La inclusion S ¢ D? .

2.9. Se dice que un espacio X tiene la propiedad de punto fijo si
toda aplicacién continua f: X — X tiene al menos un punto fijo.
Probar que un retracto de un espacio que tenga la propiedad de punto
fijo tiene esta propiedad.

Solucién: Sea A un retracto de X y denotemos por i: A — X la
inclusiéon y por r: X — A la retracciéon. Entonces para g: A — A
aplicacion continua, tenemos que f = igr: X — X tiene un punto fijo
xo € X ;esdecir, igr(zg) = x . Por lo tanto r(z¢) = rigr(zo) = g(r(zo)
es un punto fijo de g .

2.10. De los siguientes espacios: La 2-esfera, el toro, el interior del 2-
disco unidad la unién por un punto de dos circunferencias. Decir cuales
tienen la propiedad del punto fijo.

Solucion: La aplicaciéon antipodal a: S™ — S™ no tiene puntos fijos.
Luego se obtiene que S™ no tiene la propiedad de punto fijo. Puesto
que S! es un retracto de S' x S' y de SV S! tenemos que el toro y la
reunion de dos circunferencias por un punto no tienen la propiedad de
punto fijo. El interior de un disco es homeomorfo a R? . Las traslaciones
no triviales de R? no tienen puntos fijos. Entonces el interior de un disco
no tiene la propiedad de punto fijo.

2.11. Sean fi, fo: D*> — R . Utilizar el teorema del punto fijo de
Brouwer para dar condiciones que aseguren que el sistema

fl(x>y) =0
fQ(x7y) =0

tiene solucion.

2.12. Sea D? es disco unidad y su borde S* la circunferencia unidad.
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a) Probar que el conjunto de los z € D? para lo cuales D? \ {z}
es simplemento conexo es precisamente S* .
b) Demostrar que si f: D* — D? es un homeomorfismo, entonces

F(SY) =St

Solucién: a) Si z € 9D? | entonces D? \ {z} es contractil. Para
probarlo basta tomar la homotopia F: (D*\ {z}) x I — D?\ {z},
F(x,t) =tz . Se tiene que F es una deformacién fuerte de D?\ {z} en
el subconjunto {0} . En el caso que z ¢ 9D? se tiene que 0 < 1 — |2] .
Sea d tal que 0 < § < 1 — |z| y consideremos la circunferencia Ss(z)
de centro z y radio § . En este caso D?\ {z} retracta por deformacién
fuerte a Ss(z) mediante la homotopia G: (D*\ {z}) x I — D?\ {z}
dada por

Gla,t) = (1 —t)a +t (2—1—5( "‘>>
|z — 2|

b) Si f: D* — D? es un homeomorfismo, entonces f(S') = S! .
Sea z € D? | entonces f|p2\(.): D*\ {2z} — D?\ {fz} tienen el mismo
tipo de homotopia. Se tiene entonces que D*\ {z} y D?\ {fz} tienen
el mismo tipo de homotopia. Si fz ¢ OD* |, D?\ {z} es contractil y
D?\ {fz} tiene el mismo tipo de homotopia de una circunferencia que
no es contractil. Por lo tanto fz no es un punto de 9D? .

2.13. Sea k un entero y sea h: S' — S! la aplicacién definida
por h(z) = 2* . Describir el homomorfismo inducido h,: (S, 1) —
71 (S, k(1)) médulo el isomorfismo grado G: 7;(S*,1) — Z . Es decir,
encontrar el homorfismo H: Z — Z tal que HG = Gh, .

2.14. Probar que el grupo fundamental de un grupo topolédgico es
abeliano.

Solucion: Dados f, g: I — G caminos en un grupo topolégico, deno-
taremos f-g el “producto usual” y por f*g el inducido por el producto
« del grupo G definido por (f * g)(t) = f(t) x g(t) parat € [ . Si F
es una homotopia de f a f'y G de g a ¢ relativas a 0I, entonces
la homotopia H(s,t) = F(s,t) « G(s,t) es una homotopl'a de fxga
f" % ¢ relativa a 0 . Por lo tanto f ~y; f'yv g ~sr ¢’ implica que

fxgor f'xg" .
Por otra parte, se tiene que para f, g, f’, ¢’ lazos de G basados en 1
0<t<g,
, +<t<1

((f-9) = (- g)N®) :{ (< )*5/*2?( F—1)
(

= ((f=f)(gxg)N)
Entonces (f-g)* (f'-¢")=(f*f")-(g*g) . Para g = f' = e; se tiene
que

frg ~or (f-en)x(er-g)=(fxer) (e1xg)=f-9g" .
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Ahora para f =e; = ¢

gxf =or(er-g)* (f'-er) =(exxf) - (gxer)=f-g.
Por lo tanto g- f' ~g; f'-g para lazos cualesquiera. Entonces m (G, 1) es
abeliano.

2.15. Considerar la aplicacién continua p: C\ {0} — C\ {0} dada
por p(z) = 23 .

a) Probar que es un homeomorfismo local exhaustivo con fibras
finitas. ;Es una aplicacién recubridora?

b) Calcular el grupo fundamental de C\ {0} y el homomorfismo
inducido en el grupo fundamental p,: m (C\ {0},1) — m(C\
{0}, 1) .

c¢) Probar que el indice de p,(m (C\ {0}, 1)) en 7 (C\ {0}, 1) coin-
cide con el cardinal de p~'p(1) .






CAP{TULO 4

TEOREMA DE SEIFERT VAN-KAMPEN

En este capitulo formulamos una versién del teorema de Seifert van-
Kampem en términos de presentaciones de grupos cuyas propiedades
bésicas analizamos a continuacion.

1. Preliminares sobre grupos

En esta seccién, damos una version rapida y un poco informal de la
nociéon de presentacion de un grupo y probamos la existencia de pre-
sentaciones para un grupo arbitrario. Mencionamos en la observacién
final de esta seccion, el llamado “problema de las palabras”, que tie-
ne gran importancia por sus implicaciones en cuestiones légicas y de
computacion.

1.1. Presentaciones de grupos.

DEFINICION 1.1. Un grupo libre sobre un conjunto X es un par
(F,i) , donde i es una aplicacién de X en un grupo F' tal que para
toda otra aplicacion f: X — G de X en un grupo G , existe un tnico
homomorfismo f: F — G verificando que fi = f ; es decir, f hace
conmutativo el diagrama siguiente:

N

En las proposiciones siguientes vemos que sobre un conjunto existe
un grupo libre que es tinico salvo isomorfismo.

X

PROPOSICION 1.1. Si (F,i) y (F’,4") son dos grupos libres sobre
el conjunto X , entonces existe un isomorfismo f: F© — F’ tal que

fi=1.

DEMOSTRACION. Por ser F libre existe f: F' — F’ homomorfismo
tal que fi = ¢’ . Ahora por ser F’ libre existe f': F/ — F homomorfismo

tal que f’i’ = i . Entonces se tiene que f'fi = f'i/ =i = idpi y
ffi = fi =idp i . Como consecuencia de la unicidad se tiene que
f'f=idry ff' =idp . Por lo que f es un isomorfismo. 0

Respecto a la existencia se puede proceder del modo siguiente:

57
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Para el caso que X sea el conjunto vacio, se toma F' = {1} el grupo
trivial. Si X es no vacio, se toma X como alfabeto y se considera el
conjunto de las palabras de la forma

w=z{xF s T, €X,n>1 g e{l,—1}

junto con la palabra vacia que se denota por 1 .

Una palabra se llama reducida si no contiene una subpalabra de
la forma z'z~! o bien, de la forma z7'z! con x € X . Por ejemplo,
a'a='b! no es reducida, pero b' si que lo es.

Sea F' el cociente obtenido del conjunto de las palabras al considerar
la siguiente relacién: Dos palabras w,w’ estan relacionadas si w’ se
obtiene a partir de w por un ntimero finito de operaciones de los tipos
siguientes:

(i) Insertar z'z~! 6 7o' para z € X en algiin lugar de la palabra,
incluyendo su inicio y su final. Ejemplo: a ‘a'b™! ~ a tatzlz~to71 .

(ii) Suprimir z'z™' 6 72! para x € X si se encuentra en algin
lugar de la palabra .

Denotemos por [w] la clase de equivalencia de la palabra w . En-
tonces tomaremos como F' = {[w]|w una palabra con letras de X} . El
producto de F' se define por yuxtaposicién; es decir, dados [ul, [v] € F
conu=x ...z yv=y".. .y  entonces el producto viene dado
por

[u] - [o] = [2§ -y o]
Es facil comprobar que estd bien definido. Nétese que [u] - [1] = [u]
y [1] - [u] = [u] , con lo cual la palabra vacia representa el neutro del
grupo. Si u = z{'---z& y denotamos u™! = a7 ---x, ! | entonces
[u]™t = [u™!] = [z, - 27| . Finalmente, definiremos la aplicacién
i: X — F por i(z) = [z'] . Es un ejercicio rutinario el verificar que

(F, i) es un grupo libre sobre el conjunto X , lo que queda reflejado en
el resultado siguiente.

PROPOSICION 1.2. El grupo F' construido anteriormente junto con
la aplicacion 7: X — F' es un grupo libre sobre el conjunto X .

Tomemos ahora un conjunto Y de palabras, que llamaremos rela-
ciones, y consideremos dos nuevos tipos de operaciones:

(iii) Insertar w 6 w™! para w € Y en algtin lugar de una palabra u,
incluyendo el inicio y el final de w.

(iv) Suprimir w 6 w™! para w € Y si se encuentra en algtin lugar
de u .

El cociente determinado al considerar operaciones de tipos (i) y
(i), lo hemos llamado el grupo libre generado por el conjunto X .
Pero también podemos considerar una nueva relaciéon de equivalencia
tal que u ~ o' si la palabra u' se obtiene de la palabra u mediante
un numero finito de operaciones de los tipos (i), (ii), (iii) y (iv). El
grupo cociente obtenido se denota por G = (X|Y) . Este grupo se
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dice que estd presentado con X como conjunto de generadores e Y
como conjunto de relaciones . Nétese que grupo libre sobre X se puede
denotar por F' = (X|0) y, por comodidad, también lo denotaremos por
F = (X) . Observemos que existe una proyeccién candnica p: (X) —
(XY, p([u]p) = [u]y, donde en cada caso se consideran las clases
de equivalencia correspondientes. El grupo (X|Y') verifica la siguente
propiedad universal:

PROPOSICION 1.3. Sea G = (X|Y) el grupo que tiene a X co-
mo conjunto de generadores y a Y como conjunto de relaciones. Si
f: X — H es una aplicacion en un grupo H tal que para cada relacién
it ..xlr € Y se verifica que (fxp) ... (fx,)™ = 1, entonces existe
un tnico homomorfismo f: G — H tal que f([2!]) = f(x) conz € X .

DEMOSTRACION. Dada una palabra zi' ...z cualquiera, defina-
mos

fat o) = (fo)™ o (fan)™
Notemos que esta definicién es invariante por las operaciones (i), (ii),
(iii) y (iv). Por lo que induce una tnica aplicacion f: G — H defini-

da por f([z5...2%]) = f(z$...2%) , que facilmente se comprueba
que es un homomorfismo. La unicidad se desprende por verificarse la
propiedad de ser homomorfismo y por la condicién f[z!'] = f(x) con

zeX. U

DEFINICION 1.2. Diremos que un grupo G estd presentado a través
de un conjunto X de generadores y con conjunto Y de relaciones si G es
isomorfo al grupo (X]Y') . También se dice que (X|Y) es una presenta-
citon del grupo. Diremos que un grupo es finitamente generado si tiene
una presentacién con un conjunto de generadores finito y diremos que
es finitamente presentado si admite una presentacién con conjuntos de
generadores y relaciones finitos.

OBSERVACION 1.1. En la practica se suelen realizar algunos cam-
bios de notacién. Asi por ejemplo, para el conjunto de generadores
X ={a,b,c} y el conjunto de relaciones Y = {a?b~*c't®, a°b°, a="c*} |
el grupo correspondiente se denota por

({a,b,c}|{a*b™"c'b%, a®b”, a™"c%})
Sin embargo, se acostumbra a denotarlo por
(a, b,c]azb’4clb8 =1, =1,a" = 1) .

Notese que se suprimen las llaves y en la parte de la derecha los ele-
mentos se igualan a uno, que es el valor que tienen dichas palabras en
el grupo. De modo similar se procede en el resto de los casos.

También se utilizan con frecuencia los convenios siguientes: La pa-
labra z'---(™ ! se denota por z" , z' se denota simplemente por
z,z '+ 4 271 por 7" y finalmente z° también se utiliza para
denotar al neutro 1 .
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EJjEmpLO 1.1. Grupos ciclicos.
(i) El grupo ciclico infinito Coo = {..., 273, 272, 271 1,24, 22, ... }
es el grupo libre generado por un conjunto con un elemento,
z, asi que Cy = () .
(i) El grupo ciclico de orden n > 0, C,, = {1,x,22,--- ;2" '} |
admite la siguiente presentacion C,, = (z|z" = 1) .

LEMA 1.1. Sea G un grupo y X un conjunto de elementos que gene-
re dicho grupo. Denotemos por F' el grupo libre generado por el conjun-
to X . Entonces el homomorfismo h: F — G , inducido por la inclusién
h: X — Gy dado por h([z$ ... a]) =2 ...z @y, 2, € X | €5
un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Sih: X — G es la inclusién canénica, la existen-
cia de h de deduce del hecho que F es libre sobre el conjunto X . Ahora
por ser X un conjunto de generadores de G, un elemento arbitrario
g € G es de la forma g = x7' ... x5 |, entonces h([z}'...x5"]) = g . Por

lo tanto h es exhaustiva. O

DEFINICION 1.3. Sea Y un subconjunto de un grupo F'y sea N la
clausura normal de Y en I’ . Un elemento v de F' se dice que es una
consecuencia de Y si estd en N .

Observemos que un elemento v de la clausura normal de Y en un
grupo F es la forma u = (195 g7 ") - -+ (geyF g, ") con gy, -+ ,yp €Y,
g1, ,gr € F e, € {—1,0,1} y k > 1 entero.

PROPOSICION 1.4. Sea G un grupo y h: F' — G un epimorfismo,
donde F es libre sobre X . Sea Y un conjunto de palabras representando

elementos del nicleo de h y cuya clausura normal sea Ker(h) . Entonces
G (X|Y).

DEMOSTRACION. Denotemos por p: F' — (X|Y') la proyeccién na-
tural. Notemos que las operaciones (iii) y (iv) implican que p(Ker(h)) =
1, entonces existe un unico p': G — (X|Y) tal que p’h = p . Por otra
parte por ser (X|Y') un grupo presentando y verificarse que si w € Y
entonces h(w) = 1, existe un unico homomorfismo A': (X|Y) — G tal
que h'p = h . La condiciones de unicidad implican que h'p’ = idg y
p'h' = idx|yy . Por lo tanto G =< X|Y > . O

COROLARIO 1.1. Todo grupo tiene una presentacién.

DEFINICION 1.4. Sean G =< X|Y >, G' =< X'|Y’ > dos presen-
taciones. Una equivalencia de presentaciones es un isomorfismo f: G —
G’ . Se dice que dos presentaciones (X|Y) , (X'|Y”) son equivalentes si
existe una equivalencia entre dichas presentaciones.

Entre las equivalencias de presentaciones tienen especial interés las
equivalencias de Tietze que son las siguientes:
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(I) Poner o quitar una relacién superflua. Sea una presentacién
G = (X]Y) y supongamos que s es una consecuencia de Y .
Entonces G = (X|Y) y G' = (X|Y U {s}) son equivalentes a
través de la equivalencia de tipo I, determinada por las apli-
caciones f: X - G, f(zr)=2zyg: X -G, g(x)=x.

(IT) Poner o quitar un generador superfluo. Si a ¢ X and w una
palabra que no dependa de a , entonces G = (X|Y) y G' =
(XU{a}|YU{aw™'}) son equivalentes a través de la equivalen-
cia de tipo II, determinada por las aplicaciones f: X — G’ ,

fla)=zyg: XU{a} =G g(z) =, g(a) =w.

TEOREMA 1.1. Sean dos presentaciones G = (X|Y) y G’ = (X'|Y")
finitamente presentadas. Entonces una equivalencia de G en G’ es siem-
pre un composicién finita de equivalencias de Tietze.

OBSERVACION 1.2. El problema de determinar cuando dos presen-
tacines determinan grupos isomorfos es, en general, extremadamente
dificil. Un caso particular de este problema es el de determinar si una
presentacion corresponde o no al grupo trivial. Este problema se sue-
le denominar como el problema de las palabras. El teorema anterior
prueba que si uno sabe de antemano que dos presentaciones son equi-
valentes, entonces existe una equivalencia que se puede construir com-
poniendo un numero finito de equivalencias de Tietze. Sin embargo
como consecuencia de los teoremas de completitud de Godel se sabe
que en general no existe una algoritmo finito que permita decidir si dos
presentaciones finitamente presentadas corresponden o no a grupos iso-
morfos. Este es el denominado problema de las palabras que juega un
papel fundamental en la légica matemaética.

1.2. Presentaciones de grupos abelianos.

DEFINICION 1.5. Un grupo abeliano libre sobre un conjunto X es un
par (L,7) , donde i es una aplicacién de X en un grupo abeliano L tal
que para toda otra aplicacion f: X — H de X en un grupo abeliano
H , existe un tnico homomorfismo f: L — H verificando que fi = f ;
es decir, f hace conmutativo el diagrama siguiente:

N4

Como en el caso de los grupos se ve que existe un grupo abeliano
libre sobre culquier conjunto y éste es tinico salvo isomorfismo.

Respecto a la existencia se procede del modo parecido al caso de
los grupos. Para el caso que X sea el conjunto vacio, se toma L = {0}
el grupo abeliano trivial. Si X es no vacio, se considera el conjunto de

X
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combinaciones lineales de la forma
W= €21+ €Ty + - -+ €,0,
1,2, € X, ¢ € {1,—1},n > lentero

junto con la combinacion vacia que se denota por 0 . En estas combina-
ciones lineales se admite la conmutatividad; por ejemplo, 1z + 1lxy =
11‘2 + 11‘1 .

Dos combinaciones lineales w, w’ estan relacionadas si w’ se obtiene
a partir de w por un nimero finito de operaciones de los tipos siguientes:
Insertar 1z + (—1)z , x € X en algun lugar de w y suprimir, ly+ (—1)y
para y € X , si se encuentra en algin lugar de w . El cociente, que
denotamos L , es precisamente el grupo abeliano libre sobre X .

Utilizaremos los convenios siguientes: La combinacién lineal 1z +
.. 4 12 se denota por nz , 1z se denota simplemente por x
(—=D)ax + ---0" 4+ (=1)x por —mz , (—1)z se denota por —z y 0 se
puede escribir, a veces, como Ox .

Consideremos ahora un conjunto Y de combinaciones lineales, que
llamaremos relaciones, se pueden considerar dos nuevos tipos de opera-
ciones: Insertar w 6 —w paraw € Y en algin lugar de una combinacién
lineal u, o suprimir w 6 —w para w € Y si se encuentra en algin lugar
de u .

El grupo abeliano determinado al considerar operaciones de tipos
anteriores se dice que estd presentado abelianamente con X como con-
junto de generadores e Y como conjunto de relaciones. Este grupo lo
denotaremos por [X|Y] . Si un grupo abeliano H es isomorfo a [X|Y]
diremos que [X Y] es una presentacion abeliana de H . Notese que con
este convenio el grupo abeliano libre sobre X se puede denotar por
L = [X]0] , y por comodidad también por L = [X] . De modo andlo-
go a caso de los grupos, se introducen las nociones de grupo abeliano
finitamente generado y finitamente presentado.

EJjEMPLO 1.2. (i) El grupo ciclico infinito considerado como
grupo abeliano se denota frecuentemente por

Z={..,-3-2-1,012...}
=~{..., =3z, —2x,—1z,0z, 1z, 2z,...}

Es el grupo abeliano libre generado por un conjunto con un
elemento, x, Z = [z]

(ii) El grupo ciclico de orden n > 0 cosinderado como grupo abe-
liano, que se suele denotar por Z/n = {0, 1z, 2x,--- , (n—1)x},
admite como grupo abeliano la siguiente presentacion abeliana
Z/n = [z|nz = 0] .

Si X un conjunto de elementos que genera un grupo abeliano H ,
entonces el homomorfismo h: [X] — H definido por h(lz) = x es un
epimorfismo. Si Y es un conjunto de generadores de Ker(h) entonces
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G = [X]Y] . De este modo se tiene que todo grupo abeliano tiene una
presentacion abeliana.

Si G es un grupo y consideramos el subgrupo conmutador |G, G] =
{[z,y]|x,y € G} , donde [z,y] = xyz~'y~! diremos que es el conmu-
tador de = e y , entonces se tiene que [G,G] es un subgrupo normal
y G/|G,G] es un grupo abeliano, que llamaremos la abelianizacion de

G .

PROPOSICION 1.5. Sea G un grupo presentado por (X|Y) . En-
tonces su abelianizado considerado como grupo tiene la presentacion
siguiente

G/|G,G) = (X|Y U{aba b |a,b e X}) .
Como grupo abeliano su presentacién abeliana es

G/1G, Gl = [X[{wa|w € Y]],

donde si w = z{'x5’ - - T, wy = €101 + €222 + - - - + €,T, .

PROBLEMAS

1.1. Sea G un grupo en el que denotamos el producto por * .
Tomemos como generadores X = G y como relaciones Y = {(z %
y)ytx~Yz,y € G}. Probar que G = (X|Y) .

Solucién: Sea i: G — (X]Y) la aplicacién canénica. Notemos que
i es un homomorfismo, i(z * y) = [z *xy] = [(z * y)y ta" oy =
[zy] = [z]ly] = i(x)i(y) para =,y € G . Por otro lado el homomor-
fismo identidad f: G — G , f(x) = x , verifica que f(z*y)* (fy)™' x
(fe)™ = flxxy*xyt*xz™') = f(1) = 1 . Luego por la proposi-
cién 1.3 extiende a un homomorfismo F': (X|Y) — G de modo que
Fi = f = idg . Ademas para cada generador x € X = G se tiene
que iF[x] =if(x) = i(x) = [x] . Entonces iF' = id(g)y) . Por lo tanto
G2 (X|{(z +y)y e w,y € X = GY) |

1.2. ;Cuél es el orden del grupo siguiente?
(A,B|A*=1, A*B?=1, A*BA'B'=1)

Solucién: Consideremos el grupo cuaternionico dado por los eleme-
tos ¢ = {1,—1,4,—1i,j,—j,k,—k} . Recordemos que en este grupo el
producto queda determinado por las férmulas 2 = j2 = k* = —1 |
i =k, jk=1,ki =7y que se trata de un grupo que tiene ocho
elementos. Sea f: G — ¢ definido por f(A) =i, f(B) =j . Estéd bien
definida puesto que
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Notemos que f(A) = ¢ tiene orden cuatro en ¢ . De esta observacién
se sigue que el subgrupo generado por A en G es normal y que A tiene
orden cuatro. Luego G tiene un subgrupo normal que es un ciclido
de orden cuatro que ademas tiene indice dos. Esto implica que G tiene
orden ocho. Ahora es facil ver que ademas f: G — ¢ es un isomorfismo.

1.3. Demostrar que el grupo presentado por (A, B|A* =1, B? =
1, ABA™'B™! = 1) es isomorfo al producto de un ciclico de orden
cuatro por un ciclico de orden dos.

Solucién: La relaciéon ABA 1B~ = 1 implica que el grupo es abe-
liano. Aplicando la proposicién 1.5 se tiene que su presentaciéon abelia-
na es [A, B|4A = 0,2B = 0] . Ahora no es dificil ver que se trata del
producto Z/4 x Z/2 .

1.4. Dar una presentacion abeliana del grupo abeliano dado por
una suma finita de grupos ciclicos.

Solucién: Una suma finita de grupos ciclicos puede algunos suman-
dos que sean grupos ciclicos infinitos y el resto que sean ciclicos finitos
de 6rdenes ki,--- ,k, . Entonces el grupo abeliano Z @ ---" @& Z @
Z]ky @® ---Z/k,, tiene la presentacién abeliana

[xla"' sy Ly Y1, 7ym|k1y1 :07 7kmym:0]

1.5. Dar una presentacion abeliana del subgrupo del grupo aditivo
de los racionales formados por aquellas fracciones irreducibles cuyo
denominador es una potencia de dos.

Solucién: Sea H = {3F|m € Z,n > 0,n € Z} el correspondiente

subgrupo en el que utilizaremos notacién aditiva. Notemos que si a, =
% , 1=0,1,3,--- , entonces 2a;,, = 221% = 2i = a; . Tomemos el
grupo

[ao, ax, ag, - - |2a9 = a1,2a; = ay, -+ |
Ahora se comprueba que f: {ag, a1, as,---} — H definida por f(a;) =
a; = QL extiende a un isomorfismo

F: Haili = 0}{2ai0, = aili > 0}] — H .

Se puede probar que H no admite una presentacion ableliana finita con
el siguiente argumento: Un grupo abeliano finitamente presentado es
isomorfo a una suma finita de ciclicos. Puesto que H es libre de torsion
no pueden ser ciclicos finitos. Por otra parte una suma finita de ciclicos
infinitos no es divisible por 2 y sin embargo H si que lo es.

1.6. Probar que el grupo aditivo de los niimeros reales no tiene una
presentacion abeliana contable.

Soluciéon: Si un grupo abeliano es contablemente generado, entonces
dicho grupo es contable. Puesto que R no es contable, una presentacion
abeliana de R ha de tener un conjunto de generadores con cardinal no
contable.
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1.7. (Teorema de clasificacién de los grupos abelianos finitamente
generados) Encontrar un algoritmo que a partir de una presentacién
abeliana finita dada encuentre una equivalente que lo presente abelia-
namente como una suma de grupos ciclicos.

1.8. Encontrar un grupo abeliano que todo elemento sea de orden
finito y que no sea suma de ciclicos finitos.

Solucién: Sea Q/Z , donde Q denota los racionales y Z son los
enteros. Notemos que todo elemento de torsién, también se verifica que
en Q/Z todo elemento es divisible. Observemos que en un grupo ciclido
Z/r de orden finito r , sia # 0, a € Z/r , a no es r-divisible, ya que
para cualquier a’ se tiene que ra’ = 0 # a . Entonces una suma de
ciclicos no es divisible. Asi que una suma de ciclicos no es isomorfa a

Q/Z.

2. Teorema de Seifert-van Kampen

Este teorema, que probamos en esta seccion, es una herramienta
basica para el cdlculo de presentaciones de grupos fundamentales. Si
un espacio X es la reuniéon de dos subespacios, X = X; U X, | en-
tonces bajo ciertas condiciones se puede calcular una presentacion del
grupo fundamental de X en funciéon de presentaciones de los grupos
fundamentales de X; y X, y de las propiedades de un conjunto de
generadores del grupo fundamental de la interseccion.

LEMA 2.1. Sea f: I — X un camino en un espacio X , supongamos
que 0 =ty <t; < -+ <ty,_1 <t, =1 es una particién de I y sean
los caminos f;: I — X definidos por fi(s) = f((1 — s)t;_1 + st;) para
i=1,---,n.Entonces [f] =[(---((fi-f2) - f3)--)] -

DEMOSTRACION. Sea ¢: I — I la aplicacién continua que ¢(0) =
0, ¢(%)=t; parai € {1,--- ,n} y tal que es lineal en cada subinter-
valo. Se tiene que ¢(0) = 0 y también ¢(1) = 1 . Entonces por el lema
1.1 del capitulo 2, se tiene que f ~gr fo=(---((f1-fo) - f3)---). O

PROPOSICION 2.1. Supongamos que X =IntX;UIntX, y ademds
X1 N Xy, Xy, X5 son conexos por caminos y tenemos un punto base
x € X1NXy . Denotemos por ¥1: X; — X, 19: Xy — X las inclusiones
canodnicas y supongamos que S7 y Sy son sistemas de generadores de
m (X1, %) y m1(Xa, *) , respectivamente. Entonces (11).(S1) U (¢2).(S2)
es un sistema de generadores de m1(X, %) .

DEMOSTRACION. Es suficiente probar que un elemento de 7 (X, *)
se puede descomponer como un producto de elementos de

(V1)1 (X1, %) U (P2).m1 (X2, %)

Sea un elemento representado por un camino f: I — X . Puesto que
{f7*(IntX;), f~*(Int X5)} es un cubrimiento abierto de I . Aplicando el
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lema de Lebesgue se tiene que existe una particion 0 =ty <t} < --- <
t, = 1 tal que f([t;—1,%;]) C IntX,, para [; € {1,2} . Ademds se puede
suponer que f(t;) € X1NXy parai € {0,--- ,n} . Porser X;NX, conexo
por caminos, existen caminos g;: I — X; N X, tales que ¢;(0) = * |
g:(1) = f(t;) y en el caso que f(t;) = * , entonces g; = * . Por el lema
anterior se tiene que [f] = [(- -~ ((f1-f2)-f3) == )] = [90-(f1-g1)] -~ [gn—1-
(fn-gn)] - Teniendo en cuenta que [g;—1-(fi-gi)] = (¥1,)«[gi—1- (fi-:)li; »
[ € {1,2} , donde [—]; denota clases de lazos de (X, *) , se obtiene el
resultado enunciado. U

COROLARIO 2.1. Paran > 2, S™ es simplemente conexa.

DEMOSTRACION. Paran > 2, los subconjutos X; = {z € S"|z,,1 <
%} y Xo ={zx G.S'”|ccn+1 > — 3} son contractibles y verifican las hipdte-
sis de la proposicién anterior. Il

En las condiciones de la proposicién anterior, el diagrama conmu-

tativo
¢1

X1NX, Xy
®2 J/ ldm
X2 P2 X
induce el siguiente diagrama de grupos
7T1(X1 ﬂXQ,*) (@1 7T1(X1,>l<)

(¢2)*i l(%)*

1 (Xa, *) 1 (X, %)

(2)«
Supongamos que S,S7,Ss son sistemas de generadores de (X7 N
Xo, %), m (X1, %), m (X, %) , respectivamente y que R;, Rs son conjun-
tos de relaciones para los dos ultimos grupos. Si para cada w € §

se tiene que (¢1).(w) = 7' -5 con xy,--+ T, € S1y (P2)(w) =
y‘fl . --yfnm con Yy, ,Ynm € S9 , entonces consideremos el conjunto

de relaciones R = {(¢1).(w) = (¢2)«(w)|w € S} , donde la expre-

sion (¢1)«(w) = (¢2)«(w) es una interpretacion informal de la relacién

€1 Eny—0 —61
‘rl c:axnnymmcn.yl

TEOREMA 2.1. Sea X un espacio tal que que X =IntX;UInt X, ,
supongamos que los espacios X; N Xy, X1, X5 son conexos por caminos
y que tenemos un punto base x € X; N Xy . Supongamos que S es
un sistema de generadores de 7 (X1 N Xo, %) , m (X1, %) = (S1|Ry) ¥
m1(Xo, %) = (S9|Ry). Entonces m (X, %) = (S; US| RUR; URy) .

DEMOSTRACION. Consideremos el epimorfismo natural del grupo
libre sobre la reunién disjunta de los generadores (S U Sy) — (X, %)

tal que un elemento de la forma a;, ---a;, con a;, € (S;,) y l; € {1,2}
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es aplicado en (¢, )«]ay,] - - (¢, )«[ar,] - Supongamos que su imagen es
trivial (wh)*[all] e (wlk)*[alk] =1.85i [a‘ll] = [f1]7 7[a’lk] = {fk] con
fi: T— X, , entonces se tiete que (1, )ulan] -~ (91,)ofon] = (-~ ((fr-
f2)- f3) - fi] = [f] , donde se puede suponer que la reparametrizacion
festalquef(t):fi(kt—i—l—l)parau<t< , 1 <i<k.Por
lo tanto existe una homotopia F': I x I — X tal que F(s,0) = f(s),
F(s,1) =%, F(0,t) =%, F(1,t) =« con s,t € I .

Puesto que { F~1(IntX;), F~!(Int X5)} es un cubrimiento abierto del
espacio métrico compacto I x I , entonces existen particiones 0 = sy <
1< - <sp=1,0=tg<t; <---<t,=1tales que F([s;_1, ;] X
[tj—1,t5]) CIntXy,, paral < i<m,1<j<nyl;e{l,2}. Ademésse
puede suponer que {0, + T k, - 1} C {s0,51, "+ ,Sm} . Consideremos
los caminos f;; definidos por fij(s) = F((1 - s)si,l + ssi,t;) para
ie{l,---,m},j€{0,---,n}ylos caminos g;; definidos por g;;(t) =
F(s;, (1 —t)tj_1 +tt;) . para i € {0 -,m},j€{l,---,n} . Para
los puntos (s;,t;) con F(s;,t;) = * , tomemos caminos h = %, si
los puntos (s;,%;) no satisfacen la Cond1(:10n anterior y son tales que
F(s;,t;) estd en X; N X, tomemos caminos h;; dentro de X7 N X, de
x a F(s;,t;) . En el caso que F(s;,t;) estd en X \ (X7 N X3) tomemos
caminos h” dentro de X; de * a F(sz, ;) - Notemos que los lazos (h;_1 ;-
fij) - hzj estan en X; o en X, , Por lo tanto [(hi—1; - fij) - ,J] = [aij]
con a;; € (S5;,,) . Entonces mediante relaciones de R; U Ry se tiene que
Qpy - Ay, ™~ A10020 ° 0 Amo - 3

Observemos que si un lazo de la forma (h; j_1-g;;)-hi; estd contenido
en X1 , entonces (R j—1-gi;)-hij] = [b};] con bj; € (S1) y si estd contenido
en X, , entonces [(hij_1 - gij) - hij] = [0"5;] con b';; € (Sy) . En el caso
que este contenido en X; N X se tiene la relacion 0';; ~ b";; . Notemos
que (hi—1j - fij) - hig ~ar ((hic1j - gic1541) - Pic1 i) ((Ricy gy - fige) -
hign) (Begsr - Gigan) - hig)

Si F([si—1, 8i] % [tj,tj+1]) CIntX; , entonces tenemos que a;; ~
b’i_17j+1ai7j+1b';jl+1 y si estd contenido en IntX, , entonces
aj ~ b”i_LjJrlai,ij”;le . Sustituyendo y teniendo en cuenta que
bojr1 ~ 1, by ~ V' y que by, j+1 ~ 1 se obtiene ajpagy - - amo ~
11021 ** * A1 ~ Apilp2 - Gy ~ 1 . Por lo tanto a;, -- - a;, mediante
relaciones de Ry U Ry U R es equivalente a 1. O

COROLARIO 2.2. En las condiciones de teorema anterior si X; N Xs
es simplemente conexo, entonces (X, %) 2 (S; U Ss|R; U Ry) .

El siguiente resultado puede ser de gran utilidad ya que permite
calcular el grupo fundamental de los espacios que se construyen adjun-
tando celdas. El grupo fundamental de un espacio de este tipo depende
unicamente del tipo de homotopia de su 2-esqueleto de modo que los
conjuntos de 1-celdas y 2-celdas determinan generadores y relaciones.
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PROPOSICION 2.2. Sea f: S! — X una aplicacién continua y con-
sideremos el espacio X Uy D* = X[[D?/f(s) ~ s,s € S' . Su-
pongamos que 7 (X) = (S|R) y que a = [fp] = s{'---si» sien-
do p: I — S' la proyeccién candnica y si,...s, € S . Entonces

(X Uy D? %) = (S|RU{a}) .

PROBLEMAS

2.1. Calcular el grupo fundamental de X = C7; U Cs , donde C; =
{(z,y) eR*|(x = 1)*+¢* =1}y Cy = {(2,y) e R*|(z +1)* +9* =1} .

Solucion: Sea X la reunion de circunferencias Cy y C que se cortan
en un punto. Si tomamos X; = {(z,y) € X|z < i} y Xo = {(z,y) €
X|—1 <z} . Notemos que se verifican las condiciones del teorema de
Seifert-van Kampen 2.1 y que X; N X5 es contractil. La deformacion
F: X1 x I — X1

(z,y) , =<0, }
F((x,y),t) = (o) (L0
(@0:0=1 (1) + Gomiin | g<oc)

hace que X; tenga el mismo tipo de homotopia que C} , véase la propo-
sicion 3.1 del capitulo 1 . Por argumentos similares se obtiene que X,
tiene el mismo tipo de homotopia que C5 . Sabemos por el teorema 2.1
del capitulo 2 que una equivalencia de homotopia induce isomorfismo
en los grupos fundamentales y por el teorema 2.1 del capitulo 3 el gru-
po fundamental de la circunferencia es el grupo libre generado por un
elemento. Asi que m X = (a) y m Xy = (b) . Entonces mX = (a,b) .

2.2. Sea X el siguiente subconjunto de R? .
X ={(z,y) eR?*|z,yc[-1,1]yzx by € Z}
Determinar el grupo fundamental de X .

Solucién: Consideremos los subspacios X; = {(z,y) € X|z < i}y
Xy ={(z,y) € X| — 3 <z} . Notemos que se verifican las condiciones
del teorema de Seifert-van Kampen 2.1 y que X; N X5 es contractil,
entonces si mX; = (S1|R1) y mXe = (S3|Rs) se tiene que m X =
<Sl U SQ|R1 U R2> .

Sea ahora Y = X y tomemos Y} = {(z,y) € Y|y < 3} , Yo =
{(z,y) € X|]—1 <y} . Denuevo se verifican las condiciones del teorema
de Seifert-van Kampen y que Y; NYj es contractil. Si mY; = (S1R}) y
mYs = (S?|R?) se tiene que m X = (ST US?|R{UR?) . Andlogamente,
mXe = (S5 US3|RYU R3) . Como Y] e Y, y también los subespacios
de X5 son del tipo de homotopia de una circunferencia, aplicando el
teorema 2.1 del capitulo 2 y el teorema 2.1 del capitulo 3, se tiene que
Si={a}, St ={0}. S ={c}, Si={d}yRi=Ri =R, =R} =0.
Por lo tanto m X = (a, b, c,d) .
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2.3. Sea X, la rosa de n pétalos; es decir, la uniéon de n circunfe-
rencias que se intersectan en un sélo punto. Demostrar que el grupo
fundamental de X,, es un grupo libre con n generadores.

Solucién: Se puede probar por induccion. Los detalles de la de-
mostracion dependeran del representante que tomemos de la rosa de
n pétalos en la clase de homeomorfia. Por ejemplo, si denotamos por
Y, =[-1,1] x {1,--- ,n} , se puede tomar como representante el co-
ciente X,, = Y, /(—1,i) ~ (1,7) donde 4,j € {1,--- ,n} y denotemos
por w: Y, — X,, la proyeccién candnica. Tomemos

2= w (Y UGl > 31)

Zy = (=11 x fn) U i)llrl 2 51 < i <m—1))

Notemos que Z; se deforma fuertemente hasta X,,_; mediante la ho-
motopia

. (r, i) ;o I<ie<n—1,
F(W(r,z),t):{W(l_t)r+t|:_|’n) 7 i:n.}

De modo parecido se ve geu Z5 se se deforma fuertemente a una circun-
ferencia y que Z1MZ, es contractil. Entonces por hipdtesis de induccién
m(Z1) = (a1, -+ ,an_1) y ademds m(Z3) = (a,) por el teorema 2.1 del
capitulo 3. Aplicando el teorema de Seifert-van Kampen 2.1 , se obtiene
que m(X,,) = (a1, ,an) -

2.4. Probar que un grafo finito tiene el mismo tipo de homotopia
que una rosa de pétalos.

Solucion: En primer lugar, probemos el siguiente resultado:

Lema: Si A C X , A contractil y (A x I) U (X x 0) es un retracto
de X x I , entonces p: X — X/A es una equivalencia de homotopia.

Demostracion: Puesto que A es contractil existe una homotopia
g: Ax I — Atal que ¢'(a,0) =aparaa € Ay ¢ (a,1) = o con zg €
A . Realizemos una primera extension tomando g: (AxI)U(X x0) — X
de modo que g(a,t) = ¢'(a,t), (a,t) e AxIyg(x,0)=2, z€X.
Extendamos de nuevo g a una homotopia G: X x [ — X definida
por G = gr , donde r es la retraccion existente. Denotemos por * la
clase de equivalencia A del cociente X/A . Notemos que puesto que
pG(A x I) = % , se obtiene una homotopia pG: (X/A) x I — X/A tal
que el diagrama

XxI—% - x

pXid[l \Lp

(X/A) x I ——~ X/A

conmuta.
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Ademds GO1(A) =z , luego existe una ﬁnica@: X/A — X tal
que Goip = GOy . Veamos que p: X — X/Ay G0O: X/A — X son
equivalencias de homotopia. Por un lado

Goip=Gdy ~ Gy =idy .
Por otro lado,
pGoop = pG(p x 1d[)dy = pGdy = p = idx/ap -
Entonces pGdy = id x/4 - Tambien se tiene que
pGorp = pG(p x id;)0y = pGdy = pGorp .

Por lo tanto pGd; = pGd; . Asi que cada una es inversa de la otra.

Sea ahora GG un grafo y ¢ una arista que une dos vértices distintos
de G . Puesto que ((01) x I) U (I x 0) es un retracto de I x I , no es
dificil ver que (o x I) U (G x 0) es un retracto de G x I . Por lo tanto
G — (/o es una equivalencia de homotopia. Notemos que G /o es de
nuevo un grafo finito, pero con un vértice menos. El proceso anterior se
puede repetir y cada vez se reduce un vértice. Al final queda un grafo
con un sélo vértice; es decir, una rosa de pétalos.

2.5. Probar que un grupo libre es siempre el grupo fundamental de
algun grafo.

2.6. Calcular una presentacién del grupo fundamental del subcon-
junto del plano formado por aquellos puntos que al menos tienen una
coordenada entera.

2.7. Calcular el grupo fundamental de la 2-esfera.

Solucién: En primer lugar observamos que este grupo fundamental
ya lo hemos calculado en el problema 1.7 del capitulo 3. Veamos que su
calculo es mucho mas simple si se dispone del teorema de Seifert-van
Kampen.

Sea X = S5? , X; =82\ {(0,0,1)} y Xo = S?\ {(0,0,—1)} . Utili-
zando la proyeccién estereografica se tiene que X; = S?\ {(0,0,1)} es
homeomorfo a R? que también es homeoformo a X, = S%\ {(0,0, 1)} .
Puesto que R? es contractil, se tiene que m(X;) = m(X3) = 1. Apli-
cando el teorema de Seifert-van Kampen 2.1 se tiene que m;(S?) 2 1 .

2.8. Calcular el grupo fundamental del toro.

2.9. Probar que todo conmutador trivial del grupo fundamental de
un espacio se puede “representar’por la restriccion de una aplicacién
continua y basada de un toro basado a la reunion del meridiano y del
paralelo que pasan por el punto base.

Solucién: Sea un conmutador aba™'b~ € m(X).Sia = [f]yb=[g]

y aba™'b™! =1 | se tiene que el lazo ((f-g)- f)g es nulhométopo. Por lo
tanto, como consecuencia del problema 3.16 del capitulo 1, la aplicacion
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F": (0IxI)U(Ix0I) — X dadapor F"(k,t) =g(t) keodl , tel
y F"(s,l) = f(s),s € 1,1l €0l extiende a una aplicacién F': I x [ —
X tal que Foy = f, Fo, = f, F(0,t) = ¢g(t) , F(1,t) = g(¢t) .
Denotemos por 7: I x I — S! x St la aplicacién cociente. Por lo tanto
existe una aplicaciéon continua y basada F’: S' x S' — X tal que
F'm =FyFn(sl)=f(s) ,ledly Fn(kt)=f(t) ,keodl
Reciprocamente, una aplicacién continua y basada F': S* x St — X
determina f, g tal que ((f - g) - f)§ = €4, , donde x4 es el punto base
de X . Sia=[f]yb=[g] el conmutador aba='b~! es trivial.

2.10. Dado un espacio basado construir un nuevo espacio cuyo gru-
po fundamental sea el abelianizado del grupo fundametal del primer
espacio.

Indicacién: Para cada conmutador aba™'b~! € my(X) pegar un disco
por medio del correspondiente lazo ((f-g)- f)g al espacio X . El espacio
resultante X, verifica que 71 (X)) = abmi(X) , donde abm (X) es el
abelianizado del grupo m(X) .

2.11. Sea X el toro menos un punto. Demostrar que el grupo fun-
damental de X es un grupo libre con dos generadores.

2.12. Calcular el grupo fundamental del plano proyectivo.

Solucién: Sea D = {z € R?||z| < 1} el disco unidad y consideremos
el plano proyectivo real P obtenido al identificar punto antipodas del
borde 0D = {x € D||x| =1} . Sea []: D — P la proyeccién candnica,
notemos que si |z| =1, se tiene que [z] = [—z] .

Sea X; = {[z]||z] < 2} y sea X = {[z]||z| > 3} . Considere-
mos la circunferencia ¥ = {[z]||z| = 1} . La inclusion ¥ — X, es
una equivalencia de homotopia. La inversa homotoépica viene dada por
0: Xo — X, 0[z] = [| ‘] Para verlo es suficiente tomar la deformacién

D: Xy x I — X, dada por D([z],t) = [(1 — t)x + b ] Sea xo € D
tal que |z5] = 1, notemos que 6, : m (Xy, [22]) — m (Z [z ]) es un iso-
morfismo. Sea o: I — X5 el arco o(t) = [(1 —t)xs +i ] yf:il— X

dado por f(t) = [(cosnt,sennt)] . Notemos que 0, ([( f) N=1f].
Luego a = [(0 - f) - 7] es un generador de m(Xa, [z2]) . El camino
g: I — X1 N X, , g(t) = [5(cos 2mt, sen 27t)] verifica que

N

[(cos 27t, sen 27t )] t <

Og(t) = [(cos 2mt, sen 27t)] = { [(= cos 27t, — sen 2nt)] ¢ >

N[00 | =
—

| [(cos2nt,sen2mt)] t < B
{ [(cos(2rt — ), sen(2mt — m))] ¢ > } =N
Entonces 6.[g] = [f][f] . Luego si ¢o: X1 N Xy — Xj es la inclu-

sién candnica y b = [g] es el generador de 71 (X7 N X5, [x2]) , entonces
(2)«(b) = a® . Por otro lado, si ¢;: X; N Xy — X es la inclusién

INIEE NI
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candnica se tiene que (¢71).«(b) = 1 , ya que X; es contractil. En-
tonces aplicando el teorema de Seifert-van Kampen 2.1 se tiene que
71 (P, [22]) & (a|a® = 1) es el grupo ciclico de orden dos.

2.13. Probar que todo elemento de orden dos del grupo fundamental
de un espacio topologico se puede “representar” como la restriccion de
una aplicacion continua basada del plano proyectivo real basado en el
espacio a una de sus rectas proyectivas que pase por el punto base.

2.14. Sea X el plano proyectivo menos un punto. Demostrar que el
grupo fundamental de X es el grupo ciclico infinito.

2.15. Sea X la reunién basada de dos toros basados. Determinar el
grupo fundamental de X .

2.16. Calcular el grupo fundamental de una superficie orientable de
género g .

Solucién: Sea un disco D con su borde dividido en 4¢ arcos ay, by, a; ,
by, ag, by, as, by, - - - , g, by, Gy, Bg . La superficie se obtiene al identificar
cada arista con la correspondiente arista con barra pero tomando la
orientacién opuesta. Denotemos por [-]: D — F} la aplicacién cociente.
Es bien conocido, véase [24], que F}, es una superficie conexa orientable
y g es denominado como el género de la superficie.

De modo anélogo al caso de plano proyectivo tomemos los sub-
espacios X1 = {[z]||z] < 3} y X, = {[z]||z] > 1} . Consideremos
Y = {[z]||x| = 1} . La inclusién ¥ — X, es una equivalencia de
homotopia. La inversa homotépica viene dada por 6: Xy — X | 0[z] =
[‘%] . Para verlo es suficiente tomar la deformacién D: Xy x I — X5
dada por D([z],t) = [(1 — t)x + tf;—|] . Sea x5 € D tal que |z = 5,
notemos que 6,: m(Xo, [x2]) — m (%, [‘i—z‘]) es un isomorfismo. Sea
o:1 — Xy elarco o(t) = [(1 —t)xs + t%] de modo que 7% sea un
vértice. Nétese que ¥ es homeomorfo a un racimo de 2¢ circunferencias
y por el problema 2.3 se tiene que m(X) = (a1,b1,a2,b2, -+, ag,by)
Tomando Ay = ca,0,B, = obyo,--- ,A; = 0a,0,B, = ob,0 se tiene
que 7T1(X2) = <A1, Bl, A27 BQ, s ,Ag, Bg> .

Si gy X1N Xy — X5 es lainclusion candnica y C' es el generador de
T (X1N X2, [12]) , entonces (¢2).(C) = A\ B1AT' By ' -+ AyB;A Bt
Por otro lado, si ¢1: X1N X5 — X es la inclusién candnica se tiene que
(01)«(C) =1, ya que X; es contréactil. Entonces aplicando el teorema
de Seifert-van Kampen 2.1 se sigue que m1(F}]) es isomorfo a

<A17 Bl7 A27 BQ) e 7Ag7 Bg|A1B1A1_1B1_1 cee AngAg_lBg_l = 1> .

2.17. Calcular el grupo fundamental de una superficie no orientable
de género g .

Solucién: Sea un disco D con su borde dividido en 4g + 2 arcos

ai, b1, a1,01,a2,b9,a9,ba, -+ ,a4,bg,a4,by,c,C .
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La superficie se obtiene al identificar cada arista con la correspondiente
arista con barra y la arista ¢ con la siguiente ¢ . Denotemos por [-]: D —
N la aplicacién cociente. De nuevo referimos al lector a libro [24] para
que compruebe que efectivamente se trata de la superficie conexa no
orientable de género ¢ .

De modo andlogo a los casos anteriores y con notacién similar se
obtiene que X es homeomorfo a un racimo de 2g + 1 circunferencias y

7T1(E) = <a1ab17a27b27 e >agabgvc>

Tomando A, = ocay0,By = obyo, -+ , A, = 0a,0,B, = 0b,0,C = oco
se tiene que 7y (Xo) = (Ay, B1, A, By, -+ - , Ay, By, C) .

Si o X1 N Xy — X es la inclusién candnica y D es el generador
de m(X; N Xy, [22]) , entonces

(¢2)+(D) = A4BIAT' By -+ AgByA BICC

Por otro lado, si ¢1: X1N X5 — X es la inclusién candnica se tiene que
(01)«(C) =1, ya que X; es contractil. Entonces aplicando el teorema
de Seifert-van Kampen 2.1 se tiene que 7 (V) es isomorfo a

<A17 Bl: A27 B27 T 7Ag7 Bga C|A131AI18;1 s AngA;lB;102 = 1> .

2.18. Calcular el grupo fundamental del cociente de un 2-simplex
ABC que identifica la arista AB con la arista AC' y con la BC' .

2.19. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de una
region pentagonal identificando sus lados como indica la figura:

N\ iz

e ——> 0
ai

2.20. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de re-
giones hexagonales identificando sus lados como indican las figuras:

a)

az
o <——0
[ ] [ ]
AN i
oO<— 0
az
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[ ] [ ]
k A
o — 0
a

2.21. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de la
siguiente region octogonal identificando sus lados como indica la figura:

a4
o — 0
7 \\Y
[ [
CLQT lag
[ ] [
o —— 0
ai

2.22. Calcular el grupo fundamental del espacio X obtenido de una
regién, en forma de “corona”, identificando sus bordes como indica la

N

Tm

2.23. Sea X lareunién de la 2-esfera S? = {(x1, x9, v3)|r3+25+22 =
1} y el 2-disco D? = {(x1, 9, z3)|z3 + 22 < 1, 23 = 0} .

a) Calcular el grupo fundamental de X.
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b) Sea ST = {(z1,x9,x3)|2] + 23 + 23 =1, 3 > 0} . Probar que
S% U D? es un retracto de X .

c) Sea S' = (1, w9, x3)|2? + 23 =1, 23 =0} . Probar que S* no
es un retracto de X .

Solucién: a) Sea X; = {(x1,x2,23) € X|xg # 1} y sea Xy =
{(x1,29,23) € X|zg # —1} . Se tiene que D: X; x I — X; dada
por

(z,1) 13 <0,
D(I‘,t) = (1—t)(z1,2x2,x3)+t ;+ 2($1,m2,x3)
(=0 (r,2,28) A (w1,22.39)] 0<ax3<1

deforma X; a S? UD? donde 5% = {(x1, 79, 73) € S*|z3 < 0} . Ademés
el espacio S? UD? es homeomorfo a S% . Por lo tanto 7 (X;) & m,5%) &
1, segiin hemos visto en el problema 2.7 . Andlogamente, m(Xs) =1 .
Puesto que X7, X, satisfacen las condiciones del teorema de Seifert-van
Kampen 2.1, se tiene que 7 (X) = 1.

b) Sea la retraccién r: X — S U D? dada por

r(21, 2, 73) = (21,20, 23) 0 < a3,
hree (z1,72,0)  23<0.

Estd bien definida y r{g2 p2 =id .

c) Si 8! — X es un retracto se tiene que m;(S') — m(X) es un
monomorfismo. Pero m(S') es un ciclico infinito y m(X) es trivial.
Esto conduce a la contradicciéon de que existe una aplicacién inyectiva
de un contable no finito en un conjunto unipuntual.

2.24. Tomemos ahora la circunferencia como los complejos de modu-
lo uno; es decir S = {z] |z| = 1} y sea X el espacio obtenido al
identificar en la tapa inferior del anillo S' x [—1,1] puntos antipodas
y en la tapa superior del anillo aquellos puntos que se obtengan al rea-
lizar giros de 120 grados. Es decir, X es el cociente de S' x [—1,1]
determinado por las dos relaciones de equivalencia siguientes:

(Z, _1) ~ (_Za _1)7 KAS Sl

27

(z,1) ~ (z¢5 1) ~ (2¢5,1), z € S
a) Calcular el grupo fundamental.
b) Encontrar el centro del grupo anterior y probar que dicho gru-
po médulo su centro tiene un elemento de torsién de orden dos
y otro de orden tres.
c¢) Probar que este espacio X no puede ser homeomorfo a una
superficie compacta y conexa.

2.25. Sea X lareunién de la 2-esfera S? = {(x1, xo, v3)|v3+25+22 =
1} y el 1-disco D' = {(z1, 9, 23)|z1 =0 =29, —1 < w3 < 1} .
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a) Calcular el grupo fundamental de X.
b) Probar que S? es un retracto de X .
c¢) Probar que S? no es un retracto por deformacién fuerte de X .

2.26. Sea X el cociente del 2-cubo [0, 1] x [0, 1] determinado por las
relacion de equivalencia determinada por

(0,t2) ~(1,52),0<t, <1,0<5, <1,
(tlao) ~ (t17 1)7 0 S tl S 1.
a) Calcular el grupo fundamental de X.
b) Probar que X no es una superficie.
¢) Probar que si p: [0,1] x [0,1] — X es la aplicacién cociente,
entonces p(((), 1) x [0, 1]) es del tipo de homotopia de una
circunferencia.

2.27. Sea K un subconjunto compacto de R™ , n > 2 | tal que R™\ K
es conexo por caminos. Sea h: R™ — S™\ {(1,0.---,0)} el homeomor-
fismo dado por h(zy.--- ,x,) = HH;J:”Q(H z ||? =1,221, 229, - -+, 22,,) .
Demostrar que si zp € R™ \ K , entonces m (R" \ K, zg) = m (5™ \
h(K), h(o)) -

2.28. Demostrar que si un subconjunto W de R? es homeomorfo a

a la 2-bola abierta, entonces W no es entorno de ninguno de sus puntos
3
en R° .

2.29. Sea X = (S" ' xR)\{zy, -, 21} ,n >2,donde xy, - , 7,
son puntos de dicho producto. ;Cudl es el grupo fundamental de X7

2.30. Considerar el espacio X = ([—2,2]x[—1,1])\{(—1,0), (1,0)} .
a) Calcular una presentacién, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .
b) Estudiar si ({—2,0,2} x [—1,1]) U ([-2,2] x {—1,1}) es un
retracto de X .
¢) (Es X homeomorfo a Y = ([—2,2] x [-1,1]) \ {(0,0)}?

2.31. Denotemos por K = [—1, 1] con la topologia usual. Sea X =
(0K x 0K x K)U (K x K x 0K) .

a) Calcular una presentacién, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .

b) ¢{Es X un retracto de K3?

¢) (Es X del mismo tipo de homotopia que la 2-esfera menos
cuatro puntos?

d) ¢Es X homeomorfo a la 2-esfera menos cuatro puntos?

2.32. Sea C' = {(z,y, 2)|z*> +y* = 1} el cilindro infinito. Considerar
el espacio X = C'\ {(1,0,0)} .

a) Calcular una presentacién, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .
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b) Estudiar si la inclusién i: X — C' induce un isomorfismo en el
grupo fundamental.

c¢) (Es el espacio X un retracto de C?

d) {Es el espacio X homeomorfo a R??

2.33. Denotemos por K = [—1, 1] con la topologia usual. Sea X =
({0} x OK) U (0K x {0})) x K)U (K x K x 0K) .
a) Calcular una presentacién, a ser posible sencilla, del grupo
fundamental de X .
b) ;Es K x K x {—1} un retracto de X7
¢) (Es K x K x {—1} un retracto por deformacién de X7
d) (Es X del tipo de homotopia de un grafo finito?






CAPITULO 5

SUPERFICIES

Una superficie es un espacio topoldgico Y tal que cada y € Y tiene
un entorno homeomorfo a una 2-bola (ver ejemplo 1.7). En este capitu-
lo estudiamos la clasificacién de las superficies compactas conexas y
Hausdorff. Si quitamos la condiciéon de Hausdorff tenemos numerosos
ejemplos un tanto patolégicos que dificultan la obtencion de un teorema
de clasificacion. Sin embargo la condicién de conexion se puede eliminar
ya que el problema se reduce a clasificar cada una de sus componen-
tes. Cuando eliminamos la condiciéon de compacidad la clasificacion se
complica bastante de modo que en este caso la cardinalidad de la clase
de superficies médulo homeomorfismo deja de ser contable. Ademés en
este caso es conveniente imponer la condicion de segundo numerable
ya que en el caso no segundo contable hay de nuevo muchos ejemplos
que también se suelen considerar patologicos.

Hay un teorema de Rad | | cuya demostracién viene reprodu-
cida en el libro de Ahlfors y Sario [1] que asegura una superficie que
sea Hausdorff y segundo contable es triangulable. Es por ello que en
este capitulo supondremos de partida que las superficies que queremos
clasificar son triangulables.

1. Conjuntos semi-simpliciales

DEFINICION 1.1. Llamaremos conjunto semi-simplicial a un par
(X, S) donde S es una familia de subconjuntos finitos de X que verifica
las siguientes propiedades:

(i) Si z € X entonces {z} € 5,
(ii) si 7 € S entonces T # 0,
(iii) si 0 #7 C o € S, entonces 7 € S .

Si o = {xg, - ,x,} es un elemento de S, diremos que o es un n-
simplice y n es la dimensién de ¢ . Dado un conjunto semi-simplicial
(X, S), diremos que tiene dimensién m si m es el méximo de las dimen-
siones de sus simplices. Para el caso que S sea infinito puede ocurrir que
la dimension del conjunto semi-simplicial sea oo . Es conveniente obser-
var que en un conjunto semi-simplicial (X, S) la familia de los simplices
S determina el conjunto X al considerar simplices de dimensién cero.
Asi que en ocasiones un conjunto semi-simplicial se denotara tinicamen-
te mediante S . También con el fin de simplicar la notacién si T' C S,
en general 7' no es un conjunto semi-simplicial, sin embargo si a 7" se

79
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se anaden todas las caras de sus simplices, entonces el resultado si que
es un conjunto semi-simplicial < T > que es un subconjunto de S .
Diremos que < T" > es el conjunto simplicial generado por 7' .

Si (vg, - - - v,,) son vectores de un espacio vectorial real de dimensién
finita, consideremos el conjunto

(o, -+ o)l = {hovo + - Avn| DN =1, 0< ) €R}
=0

provisto de la topologia usual. Si (v, - --v,) son linealmente indepen-
dientes diremos que |(vg, - - - v,,)| €s un n-simplice y en otro caso diremos
que es un n-simplice degenerado. Para 0-simplices utilizaremos el nom-
bre de vértices, para 1-simplices, aristas y para 2-simplices, caras.

DEFINICION 1.2. Sea V el espacio vectorial libre sobre el conjun-
to X, llamaremos realizacion canonica de un conjunto semi-simplicial
(X, S) al conjunto

(X, 8)] = {Xovo + - Aun] D A =1,0< N €R, {vg, -+, 0.} € S}
i=0

provisto con la topologia final generada por las inclusiones asociadas a

cada {vg, - -v,} € S

| (v, -+ on)| C (X, S)] -

DEFINICION 1.3. Una triangulacién de un espacio topoldgico Y es
un homeomorfismo ¢: |(X,S)| — Y . Diremos que un espacio es trian-
gulable si admite una triangulacion. Llamaremos espacio triangulado a
un espacio topolégico Y junto con una triangulacién ¢: |(X,S)| — Y .

DEFINICION 1.4. Una aplicacion de conjuntos semi-simpliciales f -
(X,S) — (Y, T) es una aplicacién f: X — Y tal quesi o € S, entonces
f(o) € T . Una aplicacién f : (X,5) — (Y,T) de conjuntos semi-
simpliciales, induce una aplicacién continua |f| : |(X,S)] — [(Y,T)|,
llamada realizacion de f, dada por

[Fl(Aovo + -+ Anvn) = Ao f(v0) + -+ Anf (), D A =1,0< N €R
i=0
Sean ¢: |(X,9)] — )_(_, ¢: |(YV,T)] — Y espacios triangulados. Una
aplicacién continua g: X — Y diremos que es una aplicacion simplicial,
si existe una aplicacién semi-simplicial g: (X, S) — (Y, T) tal que g =

o' fle -

Si una aplicacién f : (X, 5) — (Y,T) de conjuntos semi-simplicales
verifica que f es inyectiva, diremos que (X, .S) es un subconjunto semi-
simplicial de (Y,T) . Notemos que un subconjunto S C S determina
un subconjunto semi-simplical (X', (S")) donde X' = Uyegio’ y (S7) =
{reSlrcoes}.
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Dado un conjunto finito, X = {vp, - ,v,} llamaremos también
n-simplice al conjunto semi-simplicial S formado por todos los subcon-
juntos no vacios de X .

DEFINICION 1.5. Un camino semi-simplicial de n vértices es un
conjunto semi-simplicial de la forma (X, S) con X = {vg, -+ ,v,} y

S = {{UO}v T {Un}7 {U()vvl}v {U17U2}7 T {Unflv Un}} :

Una circunferencia semi-simplicial de n vértices es un conjunto semi-
simplicial de la forma (X,C) con X = {vg, -+ ,v,} ¥

C= {{UO}v Ty {Un}7 {U()? U1}7 {Ulv UZ}? ) {vn—lv vn}: {Um UO}} .

Llamaremos camino a un espacio topolégico que admita una triangula-
cién mediante un camino semi-simplicial y similarmente definimos una
circunferencia topologica.

DEFINICION 1.6. Sea (X, S) un conjunto semi-simplicial y o € S,
llamaremos estrella de o al subconjunto semi-simplicial {7 € S|3p €
S,7Uo C p} . Llamaremos halo de o al subconjunto semi-simplicial
{reSFpeS,tUoCp,TNo=0}.

En las siguientes secciones se van a considerar con frecuencia trian-
gulaciones de discos, es decir homeomorfismos de la forma ¢: |(X, S)| —
D? .

2. Complejos celulares

Definimos a continuacién la nociéon de complejo celular que tam-
bién se denomina CW-complejo. Es una nociéon que admite como casos
particulares los espacios topoldgicos triangulados. En general, un espa-
cio triangulado finito admite descomposiciones celulares con un menor
nimero de células. Este hecho favorece el calculo de homologias y coho-
mologias, ya que las matrices de incidencia son mas pequenas. En la
siguiente seccién veremos que las superficies compactas y Haussdoff ad-
miten descomposiciones celulares sencillas y ademas estas estructuras
de complejos celulares permiten su clasificacion médulo homeomorfis-
mo.

Dadas dos aplicaciones continuas f: A — X, g: A — Y, diremos
que un cuadrado commutativo

f
A—X
g p
Y =7
es la suma amalmagada de fy g, si Y LU X% 7 es la aplicacion
cociente inducida por las relaciones f(a) ~ g(a) ,a € A .
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DEFINICION 2.1. Un complejo celular (CW-complejo) consiste en
un espacio topolégico X junto con una filtracién X° ¢ X' c X?... C
X que satisface las siguientes propiedades:

(i) X© es un espacio discreto, y, para n > 1, existen un conjunto
de indices A,, (posiblemente vacio), aplicaciones de pegamien-
to {pa: S"71 — X" o € A,} y aplicaciones caracteristicas
{¢pa: D" — X"|a € A,} (donde S ! es una (n — 1)-esfera
y D? un n-disco) de modo que el siguiente cuadrado es una
suma amalgamada:

Ypa
-1 _
l—laeAn SZ Xn 1

|

l—laeAn DZ X"

(i) X =, ey X" vy ademds F es cerrado en X si y sélo si FNX"
es cerrado en X" para todon >0 .

Cada ¢,(D?) se llama n-célula de X (o n-celda) y X™ es el n-
esqueleto de X. Si existe n tal que A,, es vacio para todo m > n,
diremos que X tiene dimensién finita y llamaremos dimensién de X a
dim X = min {n| para todo m > n, A,, = 0} . En oro caso, diremos
que dim X = oo . Utilizaremos también, la terminologia de vértices,
aristas y caras para las 0-células, 1-células y 2-células, respectivamente.

Es importante observar que un espacio triangulado ¢: [(X,5)] — Y
admite de modo natural una filtraciéon Y° c Y'... c Y%... C Y, don-
de Y™ es la unién de la familia de subconjuntos {¢(|o|)| dimensién o <
n} . Si para cada ¢ € S tomamos un homeomorfismo 6,: D" — |o],
donde n es la dimensién de o, entonces las aplicaciones caracteristicas
y de pegamiento dadas por ¢, = ¢, v 05 = ¢y|opn (OD™ = S™1) de-
terminan en Y una estructura natural de espacio celular.

DEFINICION 2.2. Sea X un complejo celular con un ntimero finito
de células. Llamaremos caracteristica de Fuler al siguiente entero

E(X) = [Ao| = [Ar] + [Az] = -+ + (= 1) | Agimx|
donde |A;| denota el cardinal del conjunto.
Una de las propiedades importantes de la caracteristica de Euler es
que es no depende de la descomposicion celular que se considere en el
espacio topoldgico. Una demostracién de esta propiedad se puede ver

en cualquier libro que desarrolle la homologia singular, por ejemplo en
el libro de Massey [25].

PROBLEMAS

2.1. Probar que si X e Y tienen estructura de CW-complejo, en-
tonces X X Y admite una estructura de CW-complejo cuya topologia
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es mas fina que la topologia producto. Estudiar condiciones suficien-
tes para que el CW-complejo X x Y tenga precisamente la topologia
producto.

2.2. Probar que si A es un subcomplejo de X, entonces el cociente
X/A admite una estructura natural de CW-complejo.

2.3. Sean (X, ) e (Y, yo) son CW-complejo basados y sean X VY =
{(r,y) e X xYlxr =20 0 y=1y}, XANY =X xY)/(XVY).
Probar que X VY, X AY admiten una estructura de CW-complejo.

2.4. Sea X un CW-complejo y define su cono como el espacio CX =
(X x I)/(X x {1}) y si (X,z0) es un CW-complejo basado define su
cono reducido por CX = (X xI)/((X x{1})U({xo} x I)) . Probar que
el cono y el cono reducido tienen estructura de CW-complejo. Ademas

probar que salvo homeomorfismo X es subcomplejo de su cono, y para
el caso basado de su cono reducido.

2.5. Sea X un CW-complejo y define su suspension como el espacio
SX =CX/X ysi X es un CW-complejo basado define su suspensién
reducida por SX = CX /X . Probar que la suspension y la suspensién
reducida tienen estructura de CW-complejo.

2.6. Probar que la suspencion y la suspension reducida de S™ es
S+,

2.7. Probar que S™ A S™ = Sntm,
2.8. Dar una estructura de CW-complejo a un grafo.

2.9. Dar una estructura de CW-complejo a cada superficie compac-
ta

2.10. Dar una estructura de CW-complejo a Ry a R™ .

2.11. Dar una estructura de CW-complejo a S™ que tenga 2(n + 1)
celdas.

2.12. Dar una estructura de CW-complejo al espacio proyectivo real
P™"(R).

2.13. Dar una estructura de CW-complejo al espacio proyectivo
complejo y cuaterniénico P™*(C), P"(H).

2.14. Considerar S* el espacio reunién de la filtraciéon S° C S C
S% C -+ y similarmente los espacios P*(R), P>(C), P>(H) . Probar
que tienen una estructura natural de CW-complejo.

2.15. Probar que S* es un espacio contractible.

2.16. Supongamos que A es un subcomplejo de X y que A es con-
tractible. Probar que existe una retraccién r: X — A .

2.17. Sean X" | Y" los n-esqueletos de dos CW-complejos X,V
que son homotdpicamente equivalentes y que no tienen (n + 1)-celdas.
Probar que X, , Y,, son también homotopicamente equivalentes.



84 5. SUPERFICIES

3. Clasificacion de las superficies trianguladas

En esta seccion damos el teorema de clasificacion para superficies
trianguladas. Partiendo de una cara de una superficie triangulada co-
nexa se le van adjuntado nuevas caras hasta que se consigue un disco
triangulado con un nimero par de aristas en su borde, identificando
éstas de dos en dos se recompone la superficie original. Incluimos a
continuacién una demostracién muy esquematica que sigue los pasos y
construcciones dadas en los libros de Massey [24] e Ivorra [20].

DEFINICION 3.1. Una superficie semi-simplical es un conjunto semi-
simplicial (X, .S) de dimensién 2 veficando las siguientes propiedades:

a) cada arista incide exactamente con dos caras, y

b) el halo de cada vértice es una circunferencia semi-simplicial.

DEFINICION 3.2. Una superficie triangulada es un espacio topol4gi-
co ¥ junto con un homeomorfismo ¢: |(X,S)| — 3, donde (X, S) es
una superficie semi-simplical.

TEOREMA 3.1. Sea ¥ una superficie triangulada conexa. Entonces
Y es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco triangu-
lado, cuyo borde es una circunferencia con un nimero par (mayor o
igual que 4) de aristas, identificando las aristas del borde por parejas.

DEMOSTRACION. Tomemos una cara c¢; de ¥ y consideremos una
de sus aristas as . Por la definicién 3.2 , ay debe ser la arista de otra
cara co . Notemos que c¢; distinta de ¢ ya que al ser ¥ una superfi-
cie triangulada, dos caras distintas no pueden compartir tres vértices.
Luego el conjunto semi-simplicial determinado por ¢; y ¢y es isomor-
fo a formado por la triangulacién de un disco Dy que tiene dos caras
(tridngulos) que comparten una arista. Notemos que el borde del disco
esta formado por 3 + 1 aristas.

Veamos que se puede encontrar una ordenacion cq, - - - , ¢, de todas
las caras de X y una eleccién de aristas as, - - - , a,, de manera que para
i€{2,---,n}, existe un dnico j € {1,...,7—1} tal que a; es la tinica

arista comun de ¢; y ¢; . Para ello consideremos ordenaciones del tipo
anterior en las intervengan m caras con 2 < m < n . En el parrafo
anterior hemos visto que al menos existe una ordenacion de este tipo
para m = 2 . Por un lado es bien conocido que si dos subconjuntos
conexos tienen interseccion no vacia, su reunién es conexa. De aqui se
sigue que si tenemos una ordenacion del tipo anterior, ¢y, - ¢, con
eleccion de aristas as, - - - , a,, , se tiene por inducciéon que su reunion es
conexa. Para ello hay que tener en cuanta que cualquier cara es conexa
y que para k € {2,--- ,m} , ¢x N (g U---Uck_1) es conexa. Por otro
lado, puesto que cada cara es compacta y X es Hausdorff, entonces cada
cara es cerrada, y en consecuencia, la reunién (¢; U---Uc,,) es cerrada.

Ademas podemos afirmar que existe una de estas ordenaciones en
la que intervienen todas las caras de Y . En caso contrario, a partir
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de una cara que no estuviera en una ordenacién maximal, podriamos
construir una nueva ordenacién cuya reunion de caras seria cerrada y
disjunta a la anterior. Teniendo en cuenta que hay un nimero finito
de caras, podriamos descomponer la superficie en una suma disjunta
y finita de cerrados. La existencia de esta descomposicion contradice
la hipdtesis de que la superficie ¥ sea conexa. Por lo tanto existe una
ordenacién de este tipo en la que intervienen todas las caras de X .
Podemos observar que el nimero de caras de una superficie es par, ya
que el nimero de aristas por dos es igual al nimero de caras por tres.

Observemos que se tienen las siguientes propiedades:

Si D y D' son dos discos triangulados y a,a’ dos aristas de los
bordes de D y D’ e identificamos a con a’ de modo simplicial, entonces
DUD'/a = d estambién un disco triangulado.

Una aplicacion simplicial exhaustiva entre conjuntos semi-simpliciales
finitos, induce en su realizacién una aplicaciéon cociente.

Para una ordenacion de longitud 2 hemos visto que existe un dis-
co triangulado D, y una aplicacion simplicial exhaustiva. ¢o: Dy —
c1 U ¢y . Supongamos por induccién que ¢,,: D, — ¢ U ---Uc, es
una aplicacion simplicial exhaustiva, donde D,, es un disco triangula-
do. Si aumentamos en un grado la longitud de la ordenaciéon podemos
extender ¢, de modo simplicial a ¢, 11: Dy — 1 U---Ucp UGy
enviando el Unico nuevo vértice de D,,.; al vértice de ¢, 11 que no
estd en a,,.1 . La aplicaciéon simplicial final ¢,,: D, — ¢ U---Uc¢,
tiene la propiedad de que induce una biyeccién entre los conjuntos de
2-simplices. Ahora, si tomamos una arista de Y, determinan dos caras
ci y ¢j de ¥ que a su vez, determinan dos caras ¢; y ¢; de D,, . Tenemos
dos posibilidades, si ¢} y ¢} se cortan en una arista a’, entonces a’ se
aplica por medio de ¢, en a y ademas es la tinica arista que se aplica
en a. En otro caso, si las caras ¢} y ¢; no se cortan o se cortan en un
punto, existen dos aristas a; y a; que se aplican en a y ademds estdn
en el borde de D,, .

Notemos también que una ordenacion del tipo anterior ¢y, - - - ¢, con
elecciéon de aristas ao, - - - , a, determina un disco con n caras, 1 + 2n
aristas de las cuales n + 2 estan en el borde y n + 2 vértices que estan
todos en el borde. Recordemos que ademés n debe ser par y 2n + 1
miltiplo de 3.

O

Sea Y una superficie triangulada conexa, entonces por el teorema
anterior > es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un dis-
co triangulado, cuyo borde es una circunferencia con un numero par
(mayor o igual que 4) de aristas, identificando éstas por parejas.

A cada pareja de aristas del borde del disco que se identifican para
formar en la superficie una sola arista le podemos asociar una letra.
También podemos elegir una orientaciéon en la arista de la superficie
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que inducira orientaciones en cada una de las aristas de la pareja que
se ha identificado. Por otro lado, vamos a tomar una orientacién (por
ejemplo la de las agujas del reloj) en la circunferencia borde del disco.
Si la orientacion de una de las aristas de la pareja y la propia de la
circunferencia coinciden pondremos a la letra exponente positivo +1 y
un -1 en caso contrario.

Una pareja de aristas diremos que es de primera especie si tiene
exponentes de signo contrario, y si son del mismo signo diremos que es
de sequnda especie.

Ahora, si realizamos la lectura de la circunferencia siguiendo su
orientacién y empezando en uno de sus vértices tendremos una palabra
del tipo aba=lch--- . En este caso la pareja asociada a la letra a es
de primera especie y la asociada a la letra b es de segunda especie.
Denotemos con letras mayusculas A, B,--- a subpalabras formadas
por aristas consecutivas de la palabra asociada a la circunferencia.

Veamos en primer lugar que la superficie se puede obtener mediante
una identificacién asociada a una palabra de tipo AB, donde A =
r1x1 -+ .2, ¥ B no contiene parejas de segunda especie.

Las construcciones que se realizan a continuacién determinan dis-
cos con una descomposicion celular que inducen una estructura celular
en el cociente, pero que, en general, ya no son superficies trianguladas.
Estas se podrian llevar a cabo mediante triangulaciones (con un poco
mé&s de cuidado) pero como el objetivo es la clasificaciéon médulo ho-
meomorfismo, es suficiente considerar superficies topoldgicas en las que
de modo natural se consideran adecuadas descomposiciones celulares
0, equivalentemente, estructuras de complejos celulares.

LEMA 3.1. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admi-
te una lectura destrégira de la forma ABxC' Dz FE, entonces se puede
construir un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura de la forma
AyDB~'yC~1E y tal que el cociente obtenido por identificaciones de
parejas de aristas sigue siendo el mismo.

DEMOSTRACION. Tomemos una nueva arista y que empieza al final
de A y acaba en el final de C, véase Figura 1. Cortando por y se obtie-
nen dos discos AyDzE ~ EAyDz y Cy~!Bx. Aplicando una simetria
al segundo disco se obtiene uno nuevo cuyo borde es z !B lyC~! .
Pegando el primer con el tltimo disco por la arista x se obtiene el disco
EAyDB 'yC~' ~ AyDB 'yC~'E . O

TEOREMA 3.2. Sea ¥ una superficie triangulada conexa. Entonces
3 es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco triangu-
lado, cuyo borde es de la forma AB, donde A = z12; - - - 2,2, (r puede
ser 0) y B no contiene parejas de segunda especie.

DEMOSTRACION. Supongamos que el borde del disco es de la forma
A'B'zC"'z D’ donde A’ o0 es vacio o es una sucesién de parejas de aristas
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x C

FiGura 1.

de segunda especie y supongamos que B’ es no vacia y z es la primera
arista de segunda especie que aparece después de A’. Tomemos un
arco simple (o un camino triangulado), y, que corte al disco y que
empiece al final de A’ y termine al final de C’ . Aplicando el lema
anterior (con D vacio) se obtiene un un disco cuyo borde es de la
forma A'yB'~lyC'~'D’ . Con esta operacién hemos conseguido que la
primera arista de segunda especie aparezca después de A’ . Tomando
ahora un arco simple z que empiece después de A’ y termine después
de B'~! y aplicando de nuevo el lema se obtiene un disco cuyo borde es
A'zzB'C'-'D’ . De modo que hemos conseguido un nuevo A” = A’zz
que tiene un nuevo par de aristas de segunda especie. Reiterando las
veces necesarias este proceso se llega a que finalmente la lectura del
borde es de la forma AB donde A es una sucesién de parejas de segunda

especie y B no contiene aristas de segunda especie.
O

Dos parejas de aristas de primera especie z,27 ! e y,y ! diremos

que son de segundo tipo si x,z7! no son consecutivas y tampoco lo
son 4,y y ademds y,y ! estdn en distintas componentes conexas del
complemento de z U z~! en el borde del disco.

LEMA 3.2. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admite
una lectura destrégira de la forma ABxCDx~'E. Entonces se puede
construir un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura de la forma
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FiGuraAa 2.

AyDCy 'BE y tal que el cociente obtenido por identificaciones de
parejas de aristas sigue siendo el mismo. Ademaés el nuevo disco contiene
en el borde el mismo niimero de aristas y las mismas aristas de segunda
especie que el inicial.

DEMOSTRACION. Tomemos una nueva arista que empieza al fi-
nal de A y acaba en el final de C, véase Figura 2. Cortando por
y se obtienen dos discos AyDx 'E ~ EAyDx~! v xCy~'B. Pegan-
do el primer con el ultimo disco por la arista x se obtiene el disco
EAyDCy='B ~ AyDCy 'BE . O

TEOREMA 3.3. Sea ¥ una superficie triangulada conexa. Entonces
Y2 es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco trian-
gulado, cuyo borde es de la forma ABC, donde A = z1x1- - 2,2, ¥
B =2y, eyt yszsys 27t y O mo contiene aristas de segunda es-
pecie y tampoco pares de aristas de primera especie y de segundo tipo.

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema previo al anterior se pue-
de suponer que el borde del disco es de la forma AB” donde B”
no contiene aristas de segunda especie. Supongamos que B” = B'C’
donde B’ es vacio o ya contiene algin “conmutador”. Supongamos
que C" = DaEbFa 'Gb~'H donde el par de parejas a,a™! y b,b~*
son de segundo tipo. Aplicando el lema anterior de modo consecutivo
AB"DaEbFa 'Gb~' H se puede reemplazar por AB"cFEbc *DGb—'H,
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A

F1GURA 3. Identificacién de un par de aristas consecu-
tivas de primera especie

AB"cFEdADGc'd1H, AB"eDGF Ede 'd ' H y finalmente por el dis-
co cuyo borde es AB"efe ' f'DGFEH . De este modo, hemos exten-
dido B” con un nuevo conmutador. Como el niimero de pares de parejas
de aristas es finito se llega a una una lectura de la forma ABC donde
C no contiene aristas de segunda especie y tampoco pares de parejas

de primera especie de segundo tipo.
0

LEMA 3.3. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admite
una lectura destrégira de la forma Dxz~! con D no vacio. Entonces
se puede construir un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura que se
reduce a D y tal que el cociente obtenido por identificaciones de parejas
de aristas sigue siendo el mismo. Ademas, el nuevo disco contiene en el
borde dos aristas menos de primera especie que el inicial.

DEMOSTRACION. Basta considerar la identificacién inducida por la
pareja de aristas x, 7!, véase la Figura 3 . O

TEOREMA 3.4. Sea ¥ una superficie triangulada conexa. Entonces
Y2 es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco trian-
gulado, cuyo borde es de la forma ABC, donde A = xyx1---z,2,,
B = yizy izt yszy, ety € = wug - wuyt de modo que

rs,t>0yr+s+t>0.

DEMOSTRACION. En primer lugar aplicaremos el Teorema anterior
para obtener un disco cuyo borde es de la forma ABC’ donde C' no
contiene parejas de aristas de segunda especie ni pares de parejas de
aristas de primera especie y de segundo tipo. Supongamos que la pri-
mera arista de C’ es x, entonces C’ tiene que tener un =1 . Si z, 27!
son consecutivas, tomamos C; = zx~! y reducimos C’ en dos aristas.
Si no son consecutivas, tomamos una arista y entre x y 27! entonces se
debe cumplir que y ! esté también entre  y 27! ya que C’ no contiene
pares de parejas de segundo tipo. Si ¢, y~! son consecutivas aplicamos
el lema anterior y de nuevo hemos reducido C’ en dos aristas; en otro
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FIGURA 4. Suma conexa de dos superficies S y S’
caso se toma una nueva arista z entre y e y~! se aplica de nuevo el
argumento anterior y se sigue asi hasta que aparezcan dos aristas de
primera especie consecutivas que se pueden eliminar aplicando el lema
anterior.

Por lo tanto, en cada paso de consigue reducir el tamano de C" y C4
puede ir incrementando su tamano con pares de aristas consecutivas de
primera especie.

Queda por lo tanto, finalmente, un disco cuya lectura es de la desea-
da forma ABC' . O

Es conveniente considerar la siguiente construccion: si S, S’ son su-
perficies y D, D’ son discos contenidos en ellas, la suma conexa S#S’ de
S y S se obtiene identificando S\ IntD con S’ \ Int D’ mediante un ho-
meomorfismo entre los bordes de los discos, véase la Figura 4. Se puede
probar de modo riguroso que la suma conexa médulo homeomorfismo
no depende ni de los discos ni del homeomorfismos elegidos.

LEMA 3.4. Supongamos que tenemos un disco cuyo borde admite
una lectura destrogira de la forma FF'G de manera que todas las aristas
E y las de F' comparten en el cociente un tinico vértice, y cada arista
de E'F tiene a su pareja también en EF'. Entonces, se puede construir
un nuevo disco cuyo borde tiene una lectura de la forma FEG y tal
que el cociente obtenido por identificaciones de parejas de aristas es
homeomorfo al cociente del disco inicial.

DEMOSTRACION. Tomemos un arco simple ¢ que corte al disco y
que vaya del punto final de F' al inicial de F. Es importante observar
que las condiciones impuestas en el enunciado hacen que t en el cociente
tenga un complementario con dos componentes conexas; es decir, que
la circunterencia t divide a la superficie en dos componentes. Cortemos
el disco para obtener dos discos D; , Dy con bordes EFt , t71G .
Tomemos un arco simple cerrado ¢’ en D; con inicio y final en el punto
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final de ' que bordee un disco D. Si pegamos un disco D’ al cociente
de Dy y un disco D" al cociente de Dy a lo largo de t tenemos que la
superficie se ha descompuesto como la suma conexa de (Dy; U D')/ ~
con (DyUD")/ ~ a través de los discos D" y D" . Sabemos que la clase
de homeomorfismo de la suma conexa no depende de los discos que
se remuevan ni tampoco del homeomorfismo elegido entre los bordes
resultantes. Entonces en (D; U D’)/ ~ quitamos el disco D y cortamos
por E y F para obtener un nuevo disco D] cuyo borde es F'Et'. En
(Dy U D")/ ~ volvemos a quitar el mismo disco D" para obtener de
nuevo Dy con borde t'G . Identificando las arcos ¢’ y t se obtiene
finalmente un nuevo disco cuyo borde tiene por lectura FEG y su
cociente es homeomorfo al cociente del primer disco cuyo borde era
EFG . O

TEOREMA 3.5. Sea un disco con identificaciones en el borde deter-
minadas por una palabra de la forma A’aabbecB'C donde A’, B’ y C son
del tipo del teorema anterior. Entonces se puede sustituir el disco por
uno nuevo de modo que la lectura de su borde es A’zzfte~! feB'C de
modo que los cocientes son homeomorfos. Es decir, que la subpalabra
aabbce se ha podido reemplazar por un par de aristas de primera es-
pecie y un conmutador zzf 'e~! fe, y del mismo modo ésta ultima se
puede sustituir por la anterior.

DEMOSTRACION. Tomemos la palabra A’aabbccB'C'y le aplicamos
el lema 3.1 se puede reemplazar por un nuevo disco cuya lectura es
A'ada='deeB'C' . A continuacién aplicamos de nuevo el lema 3.1 para
obtener A'ada™tzd='2B'C . Seguidamente, le aplicamos el lema 3.2 y
ahora tenemos A’eza~'e™'azB'C . De nuevo aplicando el lema 3.2 se
obtiene A'f~le7!fezzB'C . Finalmente, aplicando el lema 3.4 llega-
mos a A'zzf le7l feB'C' . De este modo que tres parejas de segunda
especie se han reemplazado por una pareja de segunda especie y un
conmutador.

g

TEOREMA 3.6. Sea ¥ una superficie triangulada conexa. Entonces
> es homeomorfa a un cociente obtenido a partir de un disco con una
descomposicion celular, cuyo borde es de la forma ABC, donde A =
r1x1 X, ¥y B = ylzlyflzfl . -yszsys_lzs_l y C = ulufl .- -utufl
de modo que r,s,t > 0, r+ s+t > 0 . Ademds se puede suponer
que t € {0,1} y que dos de las tres variables r, s, t son nulas. Esto es,
podemos decir que una superficie triangulada conexa tiene una tinica
(r, s, t)-representacién canénica de uno de los siguientes tipos:

(i) Un disco cuyo borde es de la forma C' = wju;' (r =0, s =
0, t =1), ver la Figura 5.

(ii) Un disco cuyo borde es de la forma B = oy eyt yszeys gt
(r=0,s>0,t=0), vease la Figura 6.
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T

FicuraA 5. Disco representando la superficie orientable
de género 0 llamada esfera

F1GURA 6. Discos representando superficies orientables
de género 1,2, ..., llamadas toro, doble toro,. ..

(iii) Un disco cuyo borde es de la forma A = xyzy - - 2,2, (r >
0,s =0,t=0), véase la Figura 7.

Ademas si dos superfices trianguladas tienen la misma (r, s, t)-represen-
tacién candnica, entonces son homeomorfas.

DEMOSTRACION. Por el teorema 3.4, sabemos que una superficie
se puede representar mediante un disco cuyo borde admite una lectura
de la forma ABC conr+s+t > 0. Si AB es vacio, del lema 3.3 se sigue
que podemos representar la superficie mediante un disco cuyo borde es
de la forma C' = wju; "' con (r = 0,s = 0, = 1) . En el caso que AB
sea no vacio, o equivalentemente r + s > 0, podemos aplicar t veces el
lema 3.3 para obtener una nueva representacién mediante un disco cuyo
borde es de la forma AB . Si A es vacio, entonces el borde del disco es
de la forma B = y121y; '2; ' - - yszeys t2s !, con (r = 0,5 > 0,t = 0) .
Si A es no vacio, podemos aplicar el teorema 3.5 de manera que la
superficie se puede representar por un disco cuyo borde es de la forma
A'=zxy - xpx con (r' >0,s=0,t=0) .
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x

F1GURA 7. Superficies no orientables de género 1,2,
..., llamadas plano proyectivo, botella de Klein ... (en
la representacion, al plano proyectivo le falta un punto y
la botella tiene una autointerseccion en forma de circun-
ferencia)

Por otra parte, si suponemos que dos superfices admiten represen-
taciones canonicas diferentes, vamos a ver que no son homeomorfas.
Para ello, calculemos la abelianizacion del grupo fundamental de las
superficies de tipo (i), (ii) y (iii) que denotaremos por (01 %(0:50)
$(0:0) respectivamente.

Aplicando la proposicion 2.2 del capitulo 4 se obtiene:

(1) ab('ﬂ'l(g(ovovl))) ~ 0 )
(ii) ab(ﬂ'l(Z(O?Svo))) o~ EB%SZ )
(i) ab(m (200)) = Z/2@77' Z .

Si dos de las representaciones candnicas corresponden a superficies ho-
meomorfas, entonces tendrian grupos fundamentales isomorfos y tam-
bién lo serian sus abelianizaciones. Pero en la familia de grupos que
acabamos de describir no existen dos de ellos que sean isomorfos.

O

TEOREMA 3.7. Sea ¥ una superficie triangulada conexa. Entonces
> es homeomorfo a un cociente obtenido a partir de un disco con una
descomposicion celular, cuyo borde es de la forma ABC, donde A =
Ty LT, B =iyt yszey ety C = wquy - wguy o de
modo que r + s+t > 0 . Adem4s, se puede suponer que r € {0, 1,2} y
t€{0,1} se modo que r+s>0siysolosit=0yr+s=0siy solo
sit = 1. En estos casos diremos que se trata de la (7, s)-representacién
candnica de ¥ . Una superficie tiene una tnica (r, s)-representacién de
los siguientes tipos:
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(i) Un disco cuyo borde es de la forma C' = uju;?, (r = s = 0,t =

1).

(ii) Un disco cuyo borde es de la forma B = yy 219y "2 ' - -+ yszeys t27 !
(r=0,s>0,t=0).

(iii) Un disco cuyo borde es de la forma AB con A = zy21, B =
2y gz e, (r=1,8>0,t =0) .

(iv) Un disco cuyo borde es de la forma AB con A = xyx12979,
B = ylzlyl_lzl_l o 'yszsys_lzs_la (7‘ =2,5s20,t= O) :

Ademds, si dos superficies tienen la misma (r, s)-representacién, enton-
ces son homeomorfas.

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta el teorema anterior y que
las superficies que se representan por disco cuyo borde es de la forma
A = x121 - x,2,, aplicando el teorema 3.5, se pueden representar por
un disco cuyo borde es de la forma A’B" con A’ = z1x1 0 A’ = 21012025 .

O

COROLARIO 3.1. Las representaciones candnicas verifican para r +
s+t>0
(1) $0 = %(0.0)

(ii) 200 =2 »3(0:5)
(i) D00 o Rr-2Bl(r-1)/2}.E[(r-1)/2)

DEFINICION 3.3. Las superficies anteriores se denominan y denotan
del siguiente modo:
(i) B0 = %00) e5 ]a 2-esfera S2.
(ii) 2050 = 3(05) e5 la superficie orientable de género s. Para
s = 1 se llama toro T2, para s = 2 doble toro, ...
(ii) Br00) o Br=2Er=1)/2LEIr=1)/2]) eg 1a superficie no orientable
de género r. Para r = 1 se denomina plano proyectivo real P2,
para r = 2 botella de Klein K?2.

COROLARIO 3.2. Sea X! una superficie triangulada conexa obte-
nida a partir de un disco con una descomposicién celular, cuyo borde es
de la forma ABC, donde A = 2121 -+ 2,2, y B = y1219; 27 '+ - Ys2Zsys 1270
y C = ulufl . ~utu;1 de modo que r + s+t > 0 . Entonces
(i) Sir+s=0, Bt = 500D o 53(0.0)
(ii) Sir+s>0,r =0, 2"t = $0:50) =2 70,5)
(111) Si r+s > 07 ro> O, Z(r,s,t) o 2(23—&-7‘,0,0) o~ E(T—Q(E[(T—1)/2]),3+E[(7‘—1)/2],0)

DEMOSTRACION. El abelianizado del grupo fundamental de $(5%)
es presisamente el grupo
(i) Sir+s =0, ab(m ) 20
(ii) Sir+s>0,r =0, ab(m X)) =2 @27
(iii) Sir 45> 0,7 > 0, ab(m X)) =2 Z/2 2T Z
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DEFINICION 3.4. Una orden total para un n-simplice {vg, - ,v,}
es una relacién de orden < tal que dados v; # v;, entonces o v; < vj 0
vj; < v; . Un orden total en el conjunto {vy, - - - ,v,} determina una tni-
ca n-tupla (vg, - - - ,v,) Dos ordenes totales (vi,, -, vi,), (Vjg, " s V;,.)
diremos que estan relacionados si la signatura de la permutacion asocia-
da o, o(v;,) = v, esigual a 1. Llamaremos orientacién de un n-simplice
a una de las clases de equivalencia de la relacion anterior.

Notemos que con la definicion anterior un 0-simplice s6lo admite
una orientacién, no obstante, a veces es conveniente asociar a cada
vértice v dos orientaciones que seran denotas por v, —v . Es facil ver
también que para n > 0, un n-simplice admite dos orientaciones. Para
dar una orientacién a una n-simplice {vg, - - ,v,} es suficiente con ele-
gir un ordén total en el conjunto de sus vértices y considerar la corres-
pondiente clase de equivalencia [(v;,, -+ ,v;,)]. Para n > 0, Es conve-
niente notar que si en una orientacion [(vy,, vy, Vi, « - - , v;, )] realizamos
una transposicién [(v;,, viy, Vi, - -+, Vi, )] se obtiene exactamente la otra
orientacién. Es frecuente utlilizar la notacién [(vy,, vy, viy <+ ,v;,)] =
—[(vig, Vi, Viy -+ 5 0;,)] v se dice que son dos orientaciones opuestas.
Para n > 0, un n-simplice orientado [(v,, - ,v;,)] induce de manera
natural orientaciones en cada una de sus caras

(_1>k[(viov Uiy Vi -0 Uln)] .

DEFINICION 3.5. Una orientacién de una superficie semi-simplicial
consiste en la eleccion de una orientacién en cada una de sus caras de
modo que para arista las orientaciones inducidas por las dos caras ad-
yacentes sean opuestas. Una superficie semi-simplicial diremos que es
orientable si admite una orientaciéon. Una superficie semi-simplicial jun-
to con una orientacion diremos que es un una superficie semi-simplicial
orientada.

DEFINICION 3.6. Una superficie diremos que es orientable si admite
una triangulacién mediante una superficie semi-simplicial orientable.
En otro caso diremos que no es orientable.

El siguiente resultado se puede probar, por ejemplo, mediante técni-
cas homoldgicas. Aqui lo utilizaremos pero no se incluye su demostra-
cién:

TEOREMA 3.8. Si ¥ es una superficie orientable y admite una

triangulacién mediante una superficie semi-simplicial (X, .S), entonces
(X, S) es orientable.

COROLARIO 3.3. Las representaciénes canoénicas verifican:
(i) OO = %00 65 orientable,
(ii) %59 = 31(05) es orientable,
(ii) Br00) = R r=2E[(r=1)/2E[r=1)/2]) n¢ es orientable.
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COROLARIO 3.4. Dos superficies triangulables conexas y compactas
son homeomorfas si y sélo si tienen caracteristica de euler y el mismo
tipo de orientabilidad.

PROBLEMAS

3.1. Sea D un disco, cuyo borde tiene una CW-descomposicién for-
mada por 2n aristas. Probar que formamos n parejas de aristas, las
orientamos e identificamos cada pareja de aristas mediante homeomor-
fismos compatibles con la orientacién, entonces el cociente es una su-
perficie conexa y compacta.

3.2. Considerar los conjuntos semi-simpliciales generados por las
caras triangulares

(i) 123 124 134 234
(i) 124 245 235 135 156 126 236 346 134 456
(iii) 124 245 235 356 136 146 457 578 568 689 469 479 178 128 289
239 379 137
(iv) 124 235 346 457 561 672 713 134 245 356 467 571 612 723
(v) 123 256 341 451 156 268 357 468 167 275 379 475 172 283 385
485.
(vi) 124 235 156 236 134 245 135 126 346 456
(vii) 124 245 235 356 361 146 457 578 658 689 649 679 187 128 289
239 379 137
(vii) 124 236 134 246 367 347 469 459 698 678 457 259 289 578 358
125 238 135

Probar que son superficies semi-cimpliciales y encontrar sus represen-
taciones canonicas.

3.3. Encontrar las representaciones canonicas de las superficies re-
presentadas por discos con aristas identificadas por parejas y cuya lec-
tura es la siguiente:

(i) abcdec 'da=v~te ™!,
s -1 —1
(ii) ar---apay -+-a,-yan, ,n >0,
wat > 0.

(iii) ay---apa;*---a;  a;

3.4. Demostrar que P?# P?#P? =~ P24T? donde P? es el plano
proyectivo real y T? denota el toro.

3.5. Si S? es la 2-esfera, T? el toro, P? el plano proyectivo y K?
la botella de Klein, demostrar que toda superficie compacta conexa
Hausdorff es homeomorfa a una de las siguientes sumas conexas:

(1) SPHT?# - #T? 5> 0.
(i) P2#HT?# - #T? s> 0.
(iii) K2H#T%4 ) $#T2 5> 0.
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FiGurA 8. Superficies no orientables inmersas en el es-
pacio euclidiano

3.6. Calcular las representaciones candnicas de la suma conexa
Py p2ur?. . (m) 472
3.7. Sean S1, 55 superficies compactas. Probar que

E(S1#52) = £(51) +£(52) — 2.
3.8. Probar que

(i) £(5%) = 2,
(i) (P?) =1,
(iii) £(T?) = 0.

3.9. Probar que

(1) E(SPHT 4O T =2 — 25,
(ii) E(PPHT*# - H#T?) =2 — s,
(i) E(K2HT? - 4T%) — 25,

3.10. Clasifica las superfices de la Figura 8 inmersas en el espacio
euclidiano con algunas intersecciones.

4. Clasificaciéon de las superficies trianguladas con borde

Una superficie con borde es un espacio topoldgico I' tal que cada
punto p € I' tiene un entorno que es homeomorfo a una 2-bola o a una
semi-2-bola, ver ejemplos 1.7, 1.8. En esta seccién damos la nocién de
superficie triangulada con borde. Partiendo de una superficie triangu-
lada compacta y conexa con borde I', se pueden pegar varios discos a
través de las componentes del borde para obtener una superficie trian-
gulada compacta y conexa I'. Dos superficies con borde compactas y
conexas I'y, I'y son homeomorfas siy s~élo si tienen el el mismo nime-
ro de componentes en su borde y I'y, I's son homeomorfas. Se incluye
en esta seccion algunas propiedades de las superficies con borde y el
resultado mencionado que permite clasificar las superficies con borde.
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DEFINICION 4.1. Sea I' una superficie con borde. Un punto p € T’
diremos que es un punto del borde si tiene un entorno homeomorfo a
una semi-2-bola. Se dice que es un punto del interior si tiene un entorno
homeomorfo a una 2-bola. Denotaremos por 01" el subconjunto formado
por los puntos que estan en el borde y por I'? el subconjunto de los
puntos del interior.

PROPOSICION 4.1. Si I una superficie con borde, entonces
ornre=40.

DEMOSTRACION. Sea p € I'°, entonces p tiene una base de entornos
B(n) tales que B(n)\ {p} es 0-conexo, su grupo fundamental es ciclico
infinito y si B(m) C B(n), la inclusiéon B(m)\ {p} € B(n)\ {p} induce
un isomorfismo en el grupo fundamental. Supongamos que p € JI', para
n = 1, existe un entorno N tal que N \ {p} es 0-conexo, tiene grupo
fundamental trivial y ademds existe m tal que B(m)\ {p} C N\ {p} C
B(1)\{p} . Ello implica que isomomorfismo del ciclico infinito inducido
por la inclusién B(m) \ {p} C B(1) \ {p} factoriza a través del grupo
trivial. Esta contradiccién viene de suponer que p € 9I'; luego se tiene
que p € Ol . U

DEFINICION 4.2. Una superficie semi-simplical con borde es un con-
junto semi-simplicial (X, S) de dimension 2 veficando las siguientes
propiedades:

a) cada arista incide exactamente con una o dos caras, y

b) el halo de cada vértice es una circunferencia semi-simplicial o un
camino semi-simpliccial

DEFINICION 4.3. Una superficie triangulada con borde es un espacio
topolégico ¥ junto con un homeomorfismo ¢: [(X,S)| — X, donde
(X, S) es una superficie semi-simplical con borde.

PROPOSICION 4.2. Sea ¢: |(X,S)| — X una superficie triangulada.
Entonces 03 = ¢(U{|a|| a es una arista que incide con una sélo cara}) .
El conjunto semi-simplicial generado por las aristas que inciden con una
sola cara es verifica que el halo de cada vértice estd formado por dos
puntos. Si ademas Y es compacta, se tiene que este conjunto semi-
simplicial es la reunién de un nimero finito de circunferencias semi-
simpliciales.

Dada una circunferencia semi-simplicial, generada por aristas

{{U(), U1}7 {Ula UQ}: T {Una UO}}a
se puede construir un nuevo conjunto semi-simplicial que lo llamaremos
cono desde w y que es el generado por las caras
{{w7 Vo, ’01}7 {’LU, U1, U2}7 IR {U), Un, UO}} .

La realizacién de un cono de una circunferencia semi-simplicial es un
disco topoldgico. De su construccién de deduce que el halo del nuevo
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vértice es un circunferencia semi-simplicial y el halo de uno del resto
de los vértices es un camino semi-simplicial de dos aristas.

Sea I" una superficie con borde compacta triangulada y supongamos
que su borde OI' tiene m componentes By, - - B,,. Sabemos que cada
B;, es una circunferencia semi-simplicial, entonces considerando nuevos
vértices wy, - - , w,, se puede construir una nueva superficie compacta
triangulada I, tomando los correspondientes conos desde los nuevos
vértices. Es facil comprobar que el conjunto semi-simplicial asi cons-
truido satisface las propiedades a) y b) de la definicién 3.2 .

Nos apoyaremos en el sigiente lema técnico para probar un teorema

que clasifica superfices con borde:

LEMA 4.1. Sea I' una superficie triangulada compacta y conexa y
sean Dy, ---, D, discos disjuntos contenidos en I' . Si D{,---, D/ es
otra familia de discos disjuntos contenidos en I', entonces existe un
homeomorfismo ¢: I' — I tal que 6(D;) = D}, i € {1,--- ,m} .

TEOREMA 4.1. Sean I' y ¥ superficies con borde trianguladas co-
nexas y compactas, de modo que el nimero de componentes de sus
bordes sea n, m, respectivamente. Entonces I' y ¥ son homeomorfas si
ys6losin =m y 'y ¥ son homeomorfas.

DEMOSTRACION. Si ¢: I' — ¥ es un homeomorfismo, se tiene que
»(0T") = 0% . Entonces la construccién cono permite la construccion
de discos Dy, -+, D,, para I' y D},--- D! para ¥ y extender ¢ a
un nuevo homeomorfismo ¢: I' — % de modo que (D;) = D), i €
{1,---,m} . Reciprocamente, si ¢': [ — % es un homoeomorfismo,
aplicado el lema anterior existe un homeomorfismo 6: ¥ — ¥ de modo
que 6y’ (D;) = Dj, i € {1,--- ,m} . Entonces ¢ = 6 verifica que ¢|r
es un homeomorfismo de I en X . O

PROBLEMAS

4.1. Demostrar que la suma conexa de una banda de Mobius con
borde y un toro es homeomorfa a la suma conexa de una banda de
Mobius con borde y una botella de Klein.

4.2. Demostrar que la caracteristica de Euler de una superficie com-
pacta I' con borde que tenga k componentes en su borde satisface
)y <2—-k.

4.3. Clasifica la superfice con borde de la Figura 9 inmersa en el
espacio euclidiano.
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FiGurA 9. Superficie con borde inmersa en el espacio
euclidiano y cuyo borde es el nudo trébol



CAPITULO 6

INTRODUCCION A LA TEORIA DE NUDOS Y
ENLACES

Algunos autores dicen que la teoria de nudos empezd en la primera
década del siglo XIX con Johann Frederich Carl Gauss (1775-1855),
ya que en su “analysis situs”se estudiaban las diferencias matematicas
entre nudos simples y complejos. A finales del siglo XIX Lord Kelvin,
William Thomson (1824-1907) pensaba que el universo estaba lleno
de un fluido llamado Eter en el que se situaban los atomos, que segin
Kelvin tenian forma de nudo. Segiin esta teoria una tabla de nudos seria
la tabla de los elementos. P. G. Tait | |, colaborador de Kelvin,
enumero a los nudos segiin el numero de cruces de las proyecciones
planas y planted algunos descubrimientos que han sido llamados desde
entonces las “Conjeturas de Tait”.

Senalaremos también que en 1953 James Watson y Francis Crick
descubrieron que el acido deoxyribonucléico, DNA | aparecia en forma
de doble hélice y anudado de diversas formas. Hoy en dia, la teoria de
nudos es una herramienta mas en el estudio estructural de biopolimeros
como el DNA, el RNA y las proteinas. Todas estas moléculas son lo
suficientemente largas y flexibles como para formar nudos. Algunas
lineas de investigacion intentan relacionar los invariantes de nudos con
propiedades de estas moléculas.

La existencia de estudios sobre nudos y enlaces relacionados con
ciertos temas cientificos hizo que el estudio de sus propiedades e inva-
riantes fuera abordado por algunos matemaéticos. Citemos, entre otros,
a Dehn, Alexander, Reidemeister y Seifert que realizaron los prime-
ros trabajos sobre nudos. El primer texto sobre teoria de nudos fue el
elaborado en 1932 por por Reidemeister [30] . Los primeros articulos
en espafol sobre esta teorfa se deben a G. Torres' y A. Plans %. Un
libro clasico que ha contribuido a la difusiéon de la teoria de nudos es
el titulado “Introduction to Knot Theory”de R.H. Crowell y R.H. Fox
[6] , cuya redaccién se basé en un curso dado por Fox en 1956 en el
Haverford College.

ISobre las superfiecies orientables extensibles en nudos, Boletin de la Sociedad
Matemdtica Mexicana,vol 8, (1951) 1-14

2Aportacién al estudio de grupos de homologia de los recubrimientos ciclicos
ramificados correspondientes a un nudo, Revista de la Real Academia de Ciencias
Ezactas, Fisicas y Naturales de Madrid, vol 47, 161-193 (1953)
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1. Nudos y enlaces

Llamaremos nudo a un par (S, K) donde K es homeomorfo a una
circunferencia S y en el caso que K sea homeomorfo a una reunién
disjunta de p > 2 circunferencias diremos que (S, K) es un enlace .
Notemos que en este caso K = K; U---U K, y cada parte K; , que es
homeomorfa a una circunferencia, diremos que es una componente del
enlace. Es decir que un nudo es un enlace con una sola componente.
Diremos que dos enlaces (53, K1) , (5%, K3) son semejantes si existe un
homeomorfismo f: S — S3 tal que f(K;) = K> .

Es importante recordar que S® es homeomorfa a la compactificacién
de Alexandroff R3U{cc} de R? . Por lo que podemos tomar en la clase
de homeomorfia S? = R3 U {oo} .

Notemos también que una aplicacién continua e inyectiva S —
S3 no puede ser exhaustiva ya que entonces tendriamos una biyeccién
continua de un compacto en un Hausdorff que también seria cerrada
y en consecuencia un homeomorfismo. Sabemos que eso no es posible
ya que S? es simplemente conexa y S! no lo es. Por otro lado, dados
dos puntos p , ¢ de S? siempre existe un homeomorfismo de S? que
transforma p en ¢ . En consecuencia, un nudo siempre tiene un nudo
semejante contenido en R3 . En la Figura 1 tenemos a la izquierda el
nudo trivial y a la derecha el nudo trébol .

FiGURA 1. Nudo trivial y nudo trébol

En la Figura 2, a la izquierda esta el enlace de Hopf, donde la
curva se ha engrosado para formar toros macizos enlazados, y a la
derecha, el enlace denominado “anillos borromeos”, esta escultura de
Robinson esté situada frente a la puerta del edificio de Matematicas de
la Universidad de Zaragoza.

Sin embargo las clases de nudos y enlaces que estamos considerando
en todavia muy amplia y puede contener nudos muy complejos que se
suelen denominar salvajes . Un ejemplo de este tipo es el que contiene la
Figura 3 . En este caso se repite el nudo trébol infinitamente generando
dos puntos de convergencia.

El estudio de nudos y enlaces salvajes es muy interesante, ahora
bien, en estas notas nos limitaremos al estudio de nudos con buenas
propiedades locales. Estos los llamaremos regulares y su definicién se
introduce a continuacion.
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FicurA 3. Nudo salvaje

Notemos que la circunferencia S! se puede tomar como el cociente
S =R/Z , es decir r ~ s sir — s € Z . Denotemos por pr: R — St la
aplicacién cociente (En el capitulo 3 utilizibamos p en vez de pr).

De este modo una aplicacién continua a: R! — R? | que ademds
tenga periodo igual a 1, factoriza a una aplicacién continua &: S' —
R3 . Un nudo corresponde al caso de que la aplicacién inducida & sea
inyectiva.

Notemos que un punto pr(#y) de una circunferencia siempre tiene
una base de entornos {pr(ty — d,tp + 9)|0 < § < 1/2} de modo que
(to — 0,tp + d) es homeomorfo a pr(ty — d,t9 + ¢) . Un nudo inducido
por una aplicacién (continua con periodo 1) a: R? — R3? diremos que
es reqular si para cada t € R! existe un entorno abierto U de a(t) y un
homeomorfismo v: U — B(0,4) tal que a~'(B(0,0)) = (t — 6,t +0) y
va(t) = (t,0,0) , parat € (t —0,t+0) .

PROPOSICION 1.1. Sea (53, K) un nudo regular con K C R? .
Entonces
(i) R®\ K y S?\ K son conexos por caminos.



104 6. INTRODUCCI(EN A LA TEOR A DE NUDOS Y ENLACES

(ii) Sea py € R3\ K , entonces el homomorfismo inducido por la
inclusién m (R?\ K, pg) — m1(S® \ K, po) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Supongamos que un espacio X es la reunién de
una familia de abiertos conexos por caminos Y = {U;|i € I} . Un
camino de abiertos de U a V' es una familia finita {U;,,--- U, } tal que
UpNUpy, #0, 1 <k <r, U=1U, ,V =U,, . Diremos que U es
conexo si dados dos abiertos U,V € U existe un camino de abiertos de
U aV . Es facil de ver que X es conexo por caminos si y sélo si U es
CONEXO.

(i) Teniendo en cuenta que K es compacto y (S®, K) un nudo regular
existe un cubrimiento finito abierto K C U = U; UUy; U --- U, tal que
cada U;\ K es homeomorfo a B(0,d)\{(¢,0,0)|—0 < t < §} , denotemos
Upms1 = U . Ademés se puede suponer que (U; \ K)N (U1 \ K) # 0,
i € {1,---,m} . Puesto que U; , U; \ K son conexos por caminos,
se deduce que U,U \ K son también conexos por caminos. Por otro
lado, existe 7 > 0 tal que cl(U) C B(0,r) . Puesto que D(0,2r) \
U es compacto, podemos recubrirlo por una familia finita de bolas
{Wy,--- , W} que no corten a K . Teniendo en cuenta que R* = U U
(WyU---UW,) U (R?\ D(0,7)) es conexo por caminos se sigue que la
familia de abiertos {U, Wy, --- , W, R3\ D(0,7)} es conexa. Pero ahora
facilmente se obtiene que la familia de abiertos {U\ K, Wy, - , Wy, R3\
D(0,7)} es también conexa y puesto que R*\ K = (U \ K) U (W; U
< U W) U (R \ D(0,r)) utilizando el argumento dado el en inicio
de esta demostracién se concluye facilmente que R3\ K es conexo por
caminos. De modo anélogo se puede ver que S?\ K es también conexo
por caminos.

(ii) Tomemos r > 0 tal que K C B(0,7) C D(0,7) y sea X; =
R3\ K, Xy = (R*\ D(0,7)) U {oo}. Notemos que X tiene el tipo de
homotopia de un punto, y X; N X5 tiene el tipo de homotopia de una 2-
esfera (por ejemplo la de radio 2r). Aplicando el teorema de Seifert-van
Kampen (capitulo 4, teorema 2.1), se sigue que (X1, po) — 71 (53 \
K, po) es un isomorfismo, donde py € X7 N X5 . O

En la proposicién anterior hemos impuesto la condiciéon de que el
nudo (53, K) fuera regular, para probar que R*\ K , S*\ K son co-
nexos por caminos. Esta condicion se puede omitir y el resultado sigue
siendo valido. Una demostracion de este hecho se puede abordar me-
diante los teoremas de dualidad que verifican las teoria de homologia y
cohomologfa. Una demostracién de este resultado puede verse en [7] .

DEFINICION 1.1. Llamaremos grupo fundamental de un nudo (S3, K)
al grupo fundamental 7, (S?\ K, py) o equivalentemente 71 (R3*\ K, po) pa-
ra un punto base pg .

EJjeEmpLO 1.1. El grupo fundamental del nudo trivial es el grupo
ciclico infinito.
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Tomemos en la clase de homeomorfia de S* el represesentante R/Z
y tomemos la aplicacién continua o: R — R? dada por
o(t) = (cos 2t, sen 2t, 0)

que es periddica e induce una aplicacién continua e inyectiva S! — R3
que representa el nudo trivial (53, K) . Vedse en la Figura 4 el nudo
trivial dibujado en gris oscuro.

F1GURA 4. Generadores del nudo trivial

Tomemos los siguientes subespacios de R3 \ K
3 1

Xlz{(l‘,y,Z)GR \K|I‘§§}

3 1

X2:{<I',y,z)€R \K|ZL‘Z—§}

1 1
leXQZ{({L‘,y,Z)ERS\K|—§S;L‘Sé}

Es facil ver que X; y X, tienen el tipo de homotopia de una circunfe-
rencia y por lo tanto m(X;) = (a1) , m(X2) = (ag) . Si tomamos el
punto base py = (0,0,0) las clases a; as se pueden representar por el

lazo av dado por
1 1
a(t) = (0,1,0) + (0, cos 2 (t — 5), sen 27 (t — 5))

En la Figura 4 esta representado por el lazo vertical colocado mas hacia
la derecha (color verde).

El grupo fundamental de X; N X5 es el grupo libre generado por
dos elementos m1(X; N Xs3) = (a,b) donde a esta representado por el
lazo o y b por el lazo 3 dado por

B(t) = (0,—1,0) + (0, cos —2nt, sen —27t)

En la Figura 4 esta representado por el lazo vertical colocado mas hacia
la izquierda (color azul).
Los homomorfismos inducidos por las inclusiones

(qbl)*i 7T1(X1 N XQ) — 7Tl(X1) ,(qbQ)*I 7T1(X1 N XQ) — 7T1(X2)

verifican

(01)«(a) = (¢1)+(0) = a1, (P2)«(a) = (92)+(b) = a2 .
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Aplicando el teorema de Seifert-van Kampen se obtiene
m(R*\ K) = (a1, azlar = as) = ()

que es el grupo ciclico infinito.

Podriamos mirar a un nudo orientado (°S®, © K) como dquel deter-
minado por la imagen de una circunferencia orientada *S! mediante
una aplicacién continua e inyectiva en la 3-esfera orientada °S® (o en
?"R?), donde hemos denotado con o, o', 0” una de las dos posibles orien-
taciones {+, —} que tienen la variedades S* , S o R® . Si en vez una
copia tomamos p > 2 copias de TS, el par (°S®, © K) se denomina enla-
ce orientado. Dos enlaces orientados (°' S, K;) , (°°S53,9° K5) son equi-
valentes si existe un homeomorfismo h: S? — S® tal que h(K;) = Ko
y ademads h preserva las orientaciones. Un método para definir orienta-
ciones consiste en introducir homologia singular y analizar variedades
topoldgicas compactas y conexas de dimension m y cuyo grupo m-ésimo
de homologia sea isomorfo a un ciclico infinito, de modo que se puede
tomar como orientacién de una variedad compacta y conexa a cada
uno de los dos generadores del grupo ciclico infinito. En el caso que no
sea conexa, se toma una orientacion para cada una de sus componen-
tes. Existen también técnicas adecuadas para extender estos métodos
homoldgicos para definir orientaciones en variedades no compactas.

En la Figura 5 vemos un nudo trébol orientado (7537 7T) y a la
derecha su imagen (7S,~ T reflejada en un espejo. La imagen de un
un nudo mediante una reflexion la llamaremos imagen especular del
nudo. Una reflexién invierte las orientaciones de modo que (53,7 T)
es equivalente a (75,7 T) y por lo tanto también se tiene que (53,7 T)
es semejante a (5,7 T) . Una pregunta interesante es la de averiguar si
el nudo orientado (TS, 7 T') es equivalente a (*.S3,~T) . La respuesta
es que no son equivalentes y la demostracion se puede abordar a través
de adecuados polinomios asociados a nudos orientados.

FiGURA 5. Nudo trébol y su imagen en un espejo

Por el contrario si en vez del nudo trébol tomamos la figura ocho,
*O (el nudo 44), y su imagen en un espejo, ~ O, se obtiene que el nudo
orientado (T.93,%7 0) es equivalente a (.53~ 0) . Estd afirmaciém se
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puede probar considerando la composicion de homeomorfismos que se

indican en la Figura 6

(@ @

c&)/j

D

D

—

()

FiGurA 6. En nudo Figura Ocho es anfiqueiral

Aquelos nudos que son equivalentes a su imagen especular se lla-
man anfiqueirales (aquirales, ‘achiral’). Otros nudos anfiqueirales son
los nudos 63, 83, 8, 812, 817, 815 de la tabla 21 . Se puede probar que el
polinomio de Jones de un nudo anfiqueiral es simétrico V (t) = V(t71)
y puesto que el polinomio de Jones de un trébol dextrégiro ( V(t) =
t7 4+ t73 +t71) no es simétrico, se obtiene que el nudo trébol no es
anfiqueiral.

En la Figura 7, incluimos los dos rosetones de la ermita romanica-
protogética de San Bartolomé (cerca de Burgo de Osma) Bartolomé,
situada en el canon de Rio Lobos, que formé parte de lo que fue el
monasterio templario de San Juan de Otero. Se trata de del nudo primo
10123 v de su imagen especular.

En la Figura 8 vemos un nudo trébol orientado (*S3*T) y en la
derecha (TS~ T') hemos cambiado la orientacién en T’ pero mantenien-
do la orientacién de S* . El nudo orientado (TS, 7T) es equivalente
a (83~ T) . Para verlo basta con realizar un giro de 180 grados so-
bre un eje vertical. El nudo que verifica esta propiedad decimos que es
wnvertible, asi que el nudo trébol es invertible. La primera familia de
nudos no invertibles fue estudiada por H.F. Trotter en 1964.

Sin embargo en estas notas no vamos a abordar el estudio de nudos
orientados modulo equivalencia, sino el de nudos mddulo semejanza.
Para una un estudio méas completo de nudos, que analice diversos in-
variantes polinémicos, el lector puede utilizar las referencias [6, 13].

2. Presentacion de Wirtinger de un nudo

Para visualizar un nudo o un enlace utilizaremos un diagrama con-
sistente en la proyeccién sobre un plano del nudo contenido en R? ya
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F1GURA 7. Estrella pitagorica con proporciones aureas
y en forma del nudo primo 10193 y su imagen especular.
Rosetones de la ermita de San Bartolomé.

)@

F1curA 8. Nudos trébol con orientaciones opuestas

que podemos suponer que S® = R3 U {oco} y que el nudo no pasa por
el punto del infinito.

Mediante un movimiento se puede conseguir que este plano sea
{(z,y,0)|(z,y) € R?} . La imagen obtenida la llamaremos diagrama
del nudo . Para cada punto ¢ de diagrama, si proy: R?® — R? deno-
ta la proyeccién, proy(x,y,z) = (z,y), podemos considerar la fibra
proy '(¢) N K , g € pr(K) .

En la clase de semejanza de un nudo siempre existe un representante
que tiene un diagrama reqular; es decir, que se verifican las siguientes
condiciones:

(i) Salvo para un nimero finito F' = {qi,- - ¢,} de puntos del dia-
grama se tiene que proy '(q) N K , ¢ € pr(K) tiene un tinico elemento.

(ii) Para cada, ¢; , pr—'(¢;) N K tiene exdctamente dos puntos p;f,
p; -
Los puntos {p;,---p,} se pueden ordenar en coherencia con la
orientacién determinada por la circunferencia. Estos puntos dividen
a la imagen de la circunferencia en n arcos

A(pl_vp2_)7A(p2_7p37)7 e 7A(p7:7p1_)
Donde A(p; , p;;,) denota el arco orientado determinado por los puntos
P; s Piy1 - Es conveniente utilizar la notacién p, , = p; .
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(iii) Para cada ¢ € {1,---,n} existen puntos de la imagen de la
circunferencia u; ", u; ", v; 7, v;~ , véase la Figura 9 tales que el arco
A(u;*,u;7) baja desde el plano z = 0 hasta el plano z = —1, los arcos

A(u;=,pi7) , A(pi—,v;”) estan en el plano z = —1 y forman la parte
inferior del cruce y finalmente el arco A(v;~,v;T) vuelve a subir al
plano z = 0 . Por otro lado, el resto de la imagen de la circunferencia
estd contenida en el plano z =0 .

Denotemos por ¢(K) el nimero minimo de puntos de cruce de todos
los diagramas regulares El nimero ¢(K') es un invariante de nudos. Es
conocido que el nudo trivial es el unico nudo que posee diagramas
regulares tales que ¢(D) = 0,1,2. El nudo trébol (ya sea dextrdgiro o
levégiro) tiene ¢(K) = 3. Mas atin, entre todos los nudos y enlaces es
el tnico con ¢(K) = 3.

F1GURA 9. Cruces a distinto nivel

La presentacién de Wirtinger asocia un generador a cada uno de

los n arcos
A<pfap5>7 A<p;7pg)7 e 7A<p1:7pf>

de modo que tenemos un generador a; por cada arco A(p;,p;,,) El
cruze asociado a el punto p, determina una relaciéon r; . En el cruce
intervienen tres arcos, el correspondiente a paso superior, el que entra
por debajo hasta p; y el que sale desde este punto, debajo del cruce.
Supongamos que los generadores asociados a éstos arcos sean a; , a; ,
a;y1 - En la Figura 10 hemos dibujado un pequeno cuadrado. Se elige
un vértice del cuadrado, por ejemplo, el superior derecho, y un sentido
de giro, digamos el contrario a las agujas del reloj. Cuando un arco
entra en el cuadrado podemos considerar un exponente de valor 1 y en
el caso que salga tomaremos el exponente —1 . De este modo si damos
una vuelta por el borde de cuadrado empezando en el vértice elegido
y siguiendo el orientacién prefijada, en el cuadrado de la izquierda se
genera la siguiente palabra

i 1.1 -1 —1
TP = Q50,05 G
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y en el de la derecha
rf = a;lagajl.a;rll
Notemos que cada cruce genera una relacion del tipo anterior.
Si hubieramos elegido otro vértice del cuadrado o otro sentido de
giro se obtienen relaciones distintas. Sin embargo es facil de ver que si
consideramos dos éstas relaciones distintas siempre se verifica que una

de ellas es consecuencia de la otra.

[ ]
° a;

’ T | T
a; a; Qit1
l aj; i

_ | —

1 1

-1 1.1 —
j a; a5, 4

FIGURA 10. Izquierda: aja;a;

—1 -
a; 41, Derecha: a;

Utilizando la notacién empleada en los parrafos anteriores se tiene:

TEOREMA 2.1. Sea un nudo (5%, K') de modo que satisface las con-
diciones (i), (ii) y (iii) anteriores. Una presentacién del grupo funda-
mental del nudo viene dada por

<a1’-..an|7”1’.-.’fi’---/r’n>

donde se puede eliminar una de las relaciones ya que cualquiera de ellas
en consecuencia de las demas. La notacién 7; significa que la relacion
r; se ha suprimido.

DEMOSTRACION. Tomando la métrica cartesiana, ver el ejemplo
1.11 del capitulo 1, ponemos considerar un entorno

1
N ={r € R®|p(x,K) < 5} :

Entonces R?* \ N es un retracto por deformacién fuerte de R3 \ K .
En consecuencia 71(R?*\ N) = m(R3\ K) . As{ que calcularemos una
presentacién del grupo fundamental 7 (R?\ N) .

Consideremos los subconjuntos

X, ={(x,y,2) e R*\ N|z > —1}
1
Xo ={(z,y, 2) E]Rg\N|z<—1+§}

1
Xlﬂng{(:E,y,z)ER3\N|—1<Z<—1+§}
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Se tiene que X, tiene el tipo de homotopia del semiespacio con m
tuneles X{ = {(z,y,2) € R*\ N|z > —1 + 3} donde cada uno de sus
m tuneles tiene la forma representada en la Figura 11 . Es decir que el
grupo fundamental de X; es el grupo libre generado por m elementos
ai, -+ ,an, . El lazo que genera el elemento a; estd asociado al arco
A(p; ,p;,1) de modo que se representa en la Figura 11 .

FI1GURA 11. Generador a; asociado al arco A(p;,p;, )

El subespacio X; tiene el tipo de homotopia de X} = {(z,y,2) €
R3\ N|z < —1-— %} que es un semiespacio, cuyo grupo fundamental es
trivial.

El subespacio X; N X5 tiene el tipo de homotopia de un plano con
m agujeros, que corresponden a los rectangulo determinados por los
tuneles, véase la Figura 10. Su grupo fundamental es el grupo libre com

m generadores by, - -+ , b, . El homomorfismo inducido por la inclusién
(f1)s: m (X1 N Xy) — m(Xy) verifica que (¢1).(b;) = a;a%aj_la;rll si

corresponde al tipo de cruce de la izquierda, o, (¢1).(b;) = a; 'ala}a;}y
si su tipo es el de la derecha.

El hecho de que una relacién sea siempre una consecuencia de las
demés, se debe a que un adecuado producto la relaciones anteriores (o
sus inversas, o sus conjugadas) se puede representar por un lazo que
contiene en su interior al diagrama del nudo.

g

EJempPLO 2.1. El grupo del nudo trebol, que esta representado en
la Figura 12, tiene la siguiente presentaciéon de Wirtinger.

<961,33'2a$3’7"1,7”2>7”3>
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x

FI1GURA 12. Nudo trébol

La primera relacién r; viene dada por
1 ~1

y corresponde al tipo de relacién de la derecha de la Figura 10 . Las
demés se obtienen del mismo modo

Ty = x§1x1$3x51

Ty = xl_lxgasla:gl

Notemos que: (w3row3*)(woriwy ) (w7327 ") = 1. De esta igualdad
se desprende que cualquiera de estas relaciones es consecuencia de las
demas.

Consideremos las siguientes equivalencias

<$17$2,$3|7‘1,T2,T3>
= (w1, 9, w325 " wszoxy !t w3 twisay oy ey )
= (1, 29, x3|m2 Yosmy = 21, 23 0173 = 2o, 7] 'T0T1 = T3)
(1, To|xy? $1 Claommy = 2y, a7 ey ey eawy = 20)
gxl,x2|x2 T wom e = vy, 7 2yt wey = 20)
(

$1,$2|ZL’2(L’1[E2 = X1X9x1, T1X2T1 = $2[E1$2>
R IE2|ZL'2(L'1[L’2 = ZE11}2{E1>

De este modo podemos considerar que la presentacién del grupo
fundamental del nudo trébol es la siguiente:

(21, To|xomimy = T1T011)

Consideremos el grupo simétrico S3 de ordén 3, de modo que si
primero aplicamos una permutacion o y después otra 7 denotamos a
la composicién por o7 . Es bien conocido que las transposiciones (ij)
generan el grupo y que no es conmutativo. En efecto (12)(23) = (132) #
(23)(12) = (123) .

Si definimos ¢(x9) = (13) =y (1) = (23) = se tiene que

o(xoxime) = (13)(23)(13) = (12) = (23)(13)(23) = p(z12971) -



2. PRESENTACISN DE WIRTINGER DE UN NUDO 113

De este modo ¢ extiende a un epimorfismo del grupo fundamental del
trébol en el grupo simétrico de orden tres que no es abeliano. Luego
el grupo fundamental del trébol no es abeliano. Puesto que el grupo
fundamental de nudo trivial es el ciclico infinito que si que es abeliano,
tenemos que el nudo trivial es distinto del nudo trébol.

PROBLEMAS

2.1. Encontrar la presentacién de Wirtinger del grupo fundamental.
del nudo de cinco hojas, que esta representado en la Figura 13.

Ty

FicurA 13. Nudo de cinco hojas

Solucién: Este nudo tiene la siguiente presentacion de Wirtinger.
<l’1, XTo,X3,T3,Ts, LU5|T1, To,T3,T4, 7n5>
La primera relacion r; viene dada por
_ —1,.-1
Iy = X3X5T5 Xy

y corresponde a tipo de relacion de la izquierda de la Figura 10 . Las
demads, que se obtienen del mismo modo, son las siguientes:

Ty = x4x1x21x2’1
o 1 -1
s = T5X2T5 Tyg
_ 1.1
T4 = X1T3T1 T4
- 1 -1
s = {EQI‘4£L‘2 $5
Una de estas relaciones es una consecuencia de las demés. Notemos

que: rirarorsrs = 1 . De esta igualdad se desprende que cualquiera de
ellas es consecuencia de las demaés.
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2.2. Encontrar la presentacién de Wirtinger del grupo fundamental.
del nudos representados en la Figura 14, salvo las del primero y el
tercero que ya han sido estudiadas.

SOPOB Y@

F1GUrRA 14. Nudos primos con tres, cuatro, cinco y seis
cruces dobles

2.3. Encontrar la presentacién de Wirtinger del grupo fundamental.
del nudo primo representado en la Figura 7.

3. Nudos téricos

Del mismo modo que la circunferencia S' se puede tomar como el
cociente R/Z , el toro se puede tomar como el cociente T' = S* x S! =
RxR/ZXZ.

Consideremos la aplicacién E: R? — R? definida por

E(¢,0) = (2cos2m¢,2sen 27w, 0)
+  (cos 2mi) cos 2w, cos 2mi) sen 27, sen 2mw)) =

= (208 2w + cos 2m1) cos 2w, 2 sen 2w p + cos 27 sen 2w, sen 27w)

Se tiene que FE factoriza a través de dicho cociente para determinar una
inyeccién continua £ de S' x S en R? . Si ahora consideramos a(t) =
(n,m)t = (nt,mt) , donde (n, m) es una pareja de enteros primos entre
si, la composicién Ea: R — R? factoriza a una inyeccién continua
Ea: S' — R? de modo que el diagrama siguiente es conmutativo:

FEa

Ea /

E(S' x SY

donde a: S — S! x S es la inducida por « e in es la inclusién.

Llamaremos nudo tdrico de tipo K(n,m) al inducido por la aplica-
Ea(t) = (2cos2mnt,2sen2mnt,0)

+ (cos2mmt cos 2mnt, cos 2mmt sen 27nt, sen 2wmit)

Notemos que la aplicacién a: S* — S! x S! induce el los grupos
fundamentales el homomorfismo (@), : 71 (S') — m(S! x S') | de modo
que si denotamos m(S') = {(c) , 7 (ST x St) = (a,blab = ba) se tiene
que (@).(c) = a™b™ .

En la figura 15, hemos incluido los nudos K(2,3) y K(3,2) . Aunque
parezcan nudos distintos se trata de dos representaciones distintas del
nudo trébol.

Sl R?)

cion é



3. NUDOS TORICOS 115

F1GURA 15. Izquierda: K(2,3) . Derecha: K(3,2)

TEOREMA 3.1. El grupo fundamental de un nudo térico de tipo
(n,m) admite la presentacién siguiente

7 (R*\ K(n,m)) = (a,bla" = b™)

DEMOSTRACION. Sea K la imagen del la circunferencia del nudo
térico K = K(n,m) y sea A la imagen del la aplicacién periédica
(2 cos 2mnt, 2sen 2nt,0) que constituye el “4nima’del toro que con-
tiene al nudo térico. Tomando la distancia euclideana, ver el ejem-
plo 1.11 del capitulo 1, podemos considerar un entorno suficientemen-
te pequeno para que no tenga autointersecciones y ademés no corte
al “anima’del toro. N = {z € R*|d(z,K) < €} . Entonces R* \ N
es un retracto por deformacién fuerte de R* \ K . En consecuencia
m(R3\ N) 2 7 (R3\ K) . Asf que calcularemos una presentacion del
grupo fundamental 1 (R3\ N) .

Consideremos los subconjuntos

X, = {(u € B\ Nld(u, ) < 1+ 5}
Xy = {u € R3\ N|d(u, A) > 1—%}

XlﬂXQ:{ueR?’\NH—g<d(u,A)<1+%}

Se tiene que X; tiene el tipo de homotopia de un toro mazizo. Es decir
que el grupo fundamental de X; es el grupo libre generado por un
elemento a .

El subespacio X, tiene el tipo de homotopia de otro toro macizo,
cuyo grupo fundamental es libre y esta generado por b.

El subespacio X; N X5 tiene el tipo de homotopia de una circun-
ferencia. Su grupo fundamental es el grupo libre genrado por ¢ . El
homomorfismo inducido por la inclusién (¢q).: m (X1 N Xa) — m1(X7)
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verifica que (¢1)«(c) = a™ y el homomorfismo inducido por la otra
inclusion (¢9).: m (X1 N Xy) — m(Xs) satisface que (¢1).(c) =™ .

En consecuencia, una presentaciéon del grupo fundamental funda-
mental del nudo térico de tipo K(n,m) es la siguiente:

T (R*\ K(n,m)) = (a,bla" = b™)
O

Notemos que para un nudo toérico, podemos considerar la presen-
tacion anterior y también la de Wirtinger. Aplicando, el teorema de
Tietze, se puede encontrar una sucesién finita de equivalencias de Tiet-
ze que tranformen una presentacion en otra.

EJjeMPLO 3.1. Hermos visto que grupo del nudo trebol, que esta re-
presentado en la Figura 12, tiene la siguiente presentacién de Wirtinger:
<(L’1, .Z‘2|ZL'2I1[E2 = LU1I2I1>

Pero por otra parte, como se ve en la Figura 15, al ser también el
nudo térico K(3,2) por el teorema anterior su grupo fundamental es
isomorfo a

(a,bla® = b*)

Notemos que para a = x122 y b = x1x921 Se tiene que

a3 = T ToX XX Ty = T1ToX1X1T2T, = b?

Por lo que las presentaciones anteriores son equivalentes.

4. Nudos primos y alternantes

En la teoria de nimeros y estudio de polinomios, la existencia de
una operacién permite la definicién de elementos primos como aquellos
que no se pueden descomponer en factores mas sencillos. La nocién
de primo es un concepto eficaz y con numerosas aplicaciones. Por otro
lado, el encuentro de aspectos comunes en contextos diferentes, permite
a veces transportar entre ellos algunas nociones y técnicas.

A continuacién explicaremos como se puede construir la suma de
dos nudos, esto nos permite definir el concepto de nudo primo, de ma-
nera que un nudo arbitrario esencialmente solo se puede descomponer
como una suma de nudos primos.

Dados dos nudos, en los que las imagenes de las circunferencias
estdn orientadas, se procede a colocarlos juntos (véase la Figura 17),
después se suprime un pequeno arco en cada uno de ellos y finalmente
se adjuntan dos nuevos arcos orientados de modo que determinen una
orientacion coherente en la suma con las que se disponia inicialmen-
te (véase la Figura 18). La suma de nudos, también se conoce como
composicién y suma conexa de nudos.

La suma de nudos, es conmutativa, asociativa y el nudo trivial actia
como elemento neutro. Existen nudos que tienen la propiedad adicio-
nal de que si se descomponen como suma de otros dos, entonces uno
de ellos es trivial y el otro es el propio nudo, éstos se llaman nudos
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FiGURA 16. Algunos nudos y enlaces téricos

O

Ficura 17. El nudo trebdl mas el nudo de cinco hojas

primos En 1949, Schubert probd que todo nudo se puede descompo-
ner esencialmente de modo tinico como suma de nudos primos. Esta es
la razén por la cual las tablas de clasificacion de nudos normalmente
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F1GUuRA 18. Suma del los nudos trébol y cinco hojas

Unicamente contienen nudos primos. Atendiendo al ntimero de cruces
hemos adjuntado en la Figura 21 los nudos primos con menos de 9
cruces, de los 49 nudos primos de 9 cruces se incluyen 36 y también
contiene en la parte inferior enlaces primos con menos de nueve cruces
y con una dos o tres componentes.

Es frecuente utilizar algunas codificaciones para trabajar con dia-
gramas de nudos y enlaces. Por ejemplo, el cédigo de Gauss del dia-
grama un nudo o enlace L con n cruces se obtiene del modo siguiente:
1) Numera los cruces de L de 1 a n de modo arbitrario. 2) Ordena las
componentes del enlaces de modo arbitrario. 3) Camina a lo largo de
la primera componente tomando nota de los nimeros de los cruces que
van pasando. Si lo cruzas por encima, anota el nimero del cruce pero
si lo pasas por debajo anota con signo menos el nimero del cruce. 4)
Si quedan més componentes repite el proceso anterior.

Por ejemplo, en la Figura 12, para el trébol disponemos de tres
vértices: 1, 2 ,3. Su cddigo de Gauss serd (1,-3,2,-1,3,-2). Si tomamos el
nudo de la Figura 13, cuyo diagrama tiene cinco vertices, le podemos
asociar el cédigo de Gauss (-1, 4,-2,5,-3,1,-4,2,-5,3).

Notemos que en el cédigo de Gauss los vértices del diagrama apa-
recen dos veces, cada vez con un signo distinto. Observemos que en
el dos los primeros ejemplos, los signos cambian alternativamente de
positivo a negativo, pero ello no sucede en los diagrama de los nudos
de la Figura 19.

Estos ejemplos facilitan la introduccién de la siguiente nocién. Un
nudo alternante es aquél que tiene un diagrama de modo que si descri-
bimos una vuelta completa al mismo, se van alternando los pasos sobre
el nivel con los pasos bajo el nivel. Equivalentemente, podemos decir
que en el cédigo de Gauss del diagrama los signos se van alternando.
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Podemos resumir en la siguiente tabla el ntimero de nudos alter-
nantes y no alternantes en funcién del nimero de cruces.

Numero de nudos primos alternantes y no alternantes
N° cruces 31415678910 ] 11 | 12 13
Alternantes | 1|12 3|7 |18 |41 | 123|367 | 1288 | 4878
No alternantes |0 |00 [0|0| 3 | 8 | 42 | 185 | 888 | 5110

Los tres nudos no alternantes de ocho cruces son 89, 859, 837 mos-
trados en la Figura 19

81“ » 8.:\‘ ~ 8.:] =
- = L 1)
A = y |
S ¢ 11'3, b‘Fj
> “ - \b’l. v

FIGURA 19. Nudos no alternantess

Es también frecuente el uso de la siguiente codificacién de diagra-
mas planos de nudos y enlaces basada en sucesiones de cruces bajo
nivel. Pensemos en el diagrama plano como un grafo donde los cruces
se pueden interpretar como vértices. De este modo la aristas o arcos
quedan bien determinadas. Ahora se procede del siguiente modo: Eli-
ge una arista y una orientacién de la imagen del nudo y describe una
vuelta completa a nudo, numerando las aristas que vayas encontrando.
Después describe una segunda vuelta y cada vez que encuentres un
cruce bajo el nivel, asocia un simbolo de la forma X|i, j, k.l] ;o bien
Xiji » que significa que cuando pasas del arco ¢ al £ queda a la derecha
el j y a la izquierda el | . Equivalentemente, que si estas en el arco i
y antes del cruce bajo nivel y se toma la orientacién contraria a las
aguas del reloj, de modo consecutivo los arcos que inciden en el cruce
son 2, 7, k, [ . El nudo del Institulo Miller, que es la imagen en un espejo
del nudo 6, , aparece en la Figura 20 y tiene el siguiente codigo:

PD[X][1,9,2,8], X[3,10,4,11], X[5,3,6, 2],
X[7,1,8,12], X[9,4,10,5], X[11,7,12,6]] .

Donde X7[1,9,2, 8] significa que cuando se pasa del tramo 1 al 2 se
encuentran el tramo 9 a la derecha y 8 a la izquierda.
Numerando los vértices (cruces) del nudo anterior se obtiene:

Vi~ X][1,9,2,8],V, ~ X[5,3,6,2], V3 ~ X[3,10,4, 11],
Vi~ X19,4,10,5], Vs ~ X[11,7,12,6], V5 ~ X|[7,1,8, 12]
El cédigo de Gauss del nudo del Instituto Miller es el siguiente:

(—=1,2,-3,4,-2,5,—6,1,—4,3,—5,6)
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10
3 5
11 9
6 2
X
2 g 1928
7 1

FI1GURA 20. Sucesién de cruces

Otra notacién que también se utiliza es la de Dowker. Para la ima-
gen orientada de un nudo alternantes con n cruces, se procede del si-
guiente modo: Nos situamos en cualquier cruce y lo etiquetamos con el
1, después empezamos a avanzar siguiendo la rama que va por debajo
hasta el siguiente cruce que etiquetamos con un dos, seguimos al mismo
procedimiento hasta recorrer dos veces los n cruces. De este modo cada
cruce tiene dos numeraciones, una impar y otra par. Podemos generar
una fila con los nimeros impares utilizados, y colocar debajo otra fila
con los correspondientes pares. Por ejemplo, para el nudo de la Figura
20, podemos utilizar la numeracion anterior que determina las dos filas
siguientes:

1, 3, 5 7, 9, 11
8, 10, 2, 12, 4, 6

Este procedimiento se puede extender para nudos no alternantes asig-
nando valor positivo a los pares que si estan en la rama superior de
cruce y negativo si estan en la rama inferior.

5. Superficie de Seifert de un nudo

Hemos estudiado superficies y también nudos y enlaces, nos pode-
mos preguntar sobre las relaciones entre superficies y nudos. Uno de las
relaciones mas interesantes viene dado por el siguiente resultado que
probé Seifert.

TEOREMA 5.1. Dado un nudo (R?, K) , existe una superficie conexa
compacta y orientable S cuyo borde es precisamente K .

6. Software sobre nudos

Haremos una descripcion de algunos programas sobre nudos y enla-
ces que se pueden obtener libremente en Internet. No se han realizado
busquedas intensivas, es por ello que pueden existir programas impor-
tantes que no hayan sido mencionados.



6. SOFTWARE SOBRE NUDOS 121

6.1. Knot Theory. Parala aplicacion MATHEMATICA se pue-
de utilizar el paquete “KnotTheory” de Dror Bar-Natan que se encuen-
tra en la pagina web:

http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/index.html.

Con este paquete su autor ha producido la mayor parte del “Knot
Atlas” anterior. El manual de este paquete se encuentra en

http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/Manual/

Este programa de Mathematica calcula los polinomios de Alexander-
Conway, Jones, HOMFLY-PT, Kauffman, otros invariantes de tipo fi-
nito (Vassiliev) y la homologia de Khovanov. Dibuja diagramas planos
mediante el comando DrawPD, aunque la versién actual genera la ima-
gen del nudo en un espejo. Incluye también una funcién TubePlot que
dibuja un tubo del radio que se indique alrededor de la imagen del
nudo. Los nudos téricos de la Figura 15 han sido construidos con el
programa anterior.

El paquete anterior suele utilizar la codificacién basada en sucesio-
nes de los cruces bajo nivel mencionada en la seccién anterior.

6.2. Knotscape. “Knotscape” es una gran herramienta para cal-
cular nudos que fue desarrollada por Jin Hoste y Morwen Thistleth-
waite con Jeff Weeks

6.3. KhoHo. Es un programa para calcular y estudiar la homo-
logia de Khovanov. Ha sido realizado por Alexander Shumakovitch y
puede descargarse, y redistribuirse libremente bajo el nombre de GPL
v.2, de

http://www.geometrie.ch/KhoHo .

6.4. Knot Plot. La aplicacién Knot Plot, cuyo responsable es
Robert Scharein, es una aplicacion con la cual se pueden obtener image-
nes muy bonitas sobre nudos y enlaces. La aplicacién se instala con
falicidad y tiene numerosos ejemplos con nudos y enlaces muy espec-
taculares. Contiene el catdlogo de nudos y enlaces del Apendice C del
libro de D. Rolfsen “Knots and Links” [31] y también una coleccién
de nudos y enlaces téricos. Para su instalacion y diversas informacio-
nes relacionadas con nudo y enlaces, se puede visitar su pagina web
personal:

http://www.cecm.sfu.ca/~scharein/

También se puede acceder a un servidor de nudos y enlaces que
provee informacion sobre cada nudo de la base de datos y ademas
se pueden visualizar de forma “suave” o en versiones poligonales que
pueden ser equilateras.

6.5. Knotlilus. Una de las aplicaciones que se pueden utilizar a
través de un interface html es el programa Knotlilus. Se introduce el
cddigo Gauss del nudo o se puede seleccionar un nudo de una base de
datos que contiene los nudos alternantes primos cuyo ntimero de cruces


http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/index.html
http://www.math.toronto.edu/~drorbn/KAtlas/Manual/
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http://www.cecm.sfu.ca/~scharein/
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minimo es 22. El interface web y el programa que dibuja los nudos ha
sido escrito por R. Furmaniak bajo la direccién de S. Rankin y O. Flint.

El programa ha utilizado “Prime Alternating Knot Generator” (PAKG)
para producir la base de datos hasta los 22 cruces. La version actual ha
sido escrita por Peter de Vries (2003) basada en una versién preliminar

de J. Schermann in 1999. A esta aplicacion se puede acceder desde la
péagina web siguiente:

http://srankin.math.uwo.ca/cgi-bin/retrieve.cgi/html/start.

html

PAKG genera nudos primos alternantes asociados a un determina-
do nimero de cruces, para ello aplica varios operadores a la coleccion
completa de nudos primos alternantes asociados al anterior ntimero de
cruces.

Es interesante observar que en esta pagina para cada nudo existen
imégenes de sus diagrama planos en distintos formatos (también xy-
pic, que se puede utilizar para incluirlo en documentos elaborados con
tex).

7. Algunas paginas web sobre nudos y enlaces

La siguiente pagina sugiere unos cuantos hiperenlaces relacionados
con nudos y enlaces:

http://www.maths.warwick.ac.uk/~bjs/MA3F2-page.html Es un
curso sobre teorria de nudos.

http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/
various/OtherLinks.html

http://www2.math.uic.edu/~kauffman/

Las siguientes contienen informacion sobre curvatura total de nudos
y enlaces:

http://www.ma.utexas.edu/~og/curvature.html,

http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/knot-curvature.
html,

http://www.chem.utoronto.ca/~rkapral/Papers/knotsfn/node5.
html.

La siguiente contiene sucesiones importantes de enteros, en particu-
lar estan sucesiones del siguiente tipo. Sucesion cuyo n-ésimo término
es el numero de nudos primos con n cruces.

http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html
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CAPITULO 7

ESPACIOS RECUBRIDORES

La nocién de aplicacién recubridora (cubierta) se ha visto en la
definicion 1.3 del capitulo 3 .

En este capitulo clasificamos las aplicaciones recubridoras de algu-
nos espacios en términos de su grupo fundamental. Incluimos los teo-
remas de clasificacion para el caso mas usual de espacios conexos por
caminos, localmente conexos y semilocalmente simplemente conexos.
Ademas de las versiones mas clasicas basadas en la familia de subgru-
pos de grupo fundamental presentamos las versiones equivalentes en
términos de representaciones del grupo fundamental.

En la 1dltima secciéon hemos abordado el caso en el que se elimina la
condicion de semilocalmente simplemente conexo. Hemos completado
los resultados de Spanier [34] con nuevas versiones formuladas a través
de representaciones continuas del grupo fundamental provisto de una
adecuada topologia.

1. Propiedades de elevacién

Ya hemos visto algunas propiedades de elevacion para caminos y ho-
motopias. De estas propiedades se desprende que el grupo fundamental
de la cubierta se puede considerar como un subgrupo del espacio recu-
bierto. Més exactamente:

PROPOSICION 1.1. Sea p: X — Y una aplicacién recubridora y
x € X un punto base. Entonces p,: m(X,z) — m(Y,p(x)) es un
homomorfismo inyectivo. El subgrupo p.(m (X, x)) estd formado por
aquellos elementos representados por lazos cuya elevacién empezando
en x es también un lazo.

DEMOSTRACION. Sea f: I — X un lazo basado en x y supongamos
que p[f] = 1, entonces existe una homotopia F': I x I — Y tal que
Foy = pf , FO = epe) F(0,t) = p(x) , F(1,t) = p(v) para t € I .
Aplicando la propiedad de elevacién de las homotopias, proposicién
1.2 del capitulo 3, se obtiene una homotopia F': [ x I — X tal que
Foy = f . Puesto que (0 x I)U (I x 1)U (1 x I) es conexo, y su imagen

estd contenida en p~'p(x) , F(0,0) = x y {r} es una componente
conexa de p~lp(x) se tiene que F((0 x I) U (I x 1)U (1 x I)) = {z} .
Por lo tanto f ~; e, , entonces [f] = 1 . En consecuencia p, es un
monomorfismo.
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Sea ahora un elemento a de p,(m (X, x)), supongamos que a = [pf]
donde f es un lazo de X basado en x . Si a = [g] donde ¢ es un lazo de
Y basado en p(x) . Entonces existe una homotopia G: I x I — Y tal
que GOy = pf , Goy =g, G(0,t) = p(z) , G(1,t) = p(z) parat € I .
Aplicando la propiedad de elevacién de las homotopias, se obtiene una
homotopia G: I x I — X tal que Gdy = f . Puesto que 0 x I es
conexo, su imagen estd contenida en p~'p(z) , G(0,0) = z y {z} es
una componente conexa de p~'p(z) se tiene que G(0 x I) = {z} . Por
lo tanto GO, = ¢* . Teniendo en cuenta que 1 x I es conexo, su imagen

estd contenida en p~lp(x) , é(lLO) = x y {z} es una componente
conexa de p~'p(z) se tiene que G(1 x I) = {z} . Entonces g*(1) =
G(1,1) = x . Luego ¢* es un lazo. O

PROPOSICION 1.2. Sea p: X — Y una aplicacién recubridora. Si
Y es localmente conexo, entonces X es localmente conexo. Si Y es
localmente conexo por caminos, entonces X es localmente conexo por
caminos.

DEMOSTRACION. Recordemos que si z es un punto de un espacio
topoldgico Z y W es un entorno abierto de z , entonces Z es localmente
conexo (por caminos) en z si y s6lo si W es localmente conexo (por
caminos) en z .

Puesto que p es una aplicacion recubridora, se tiene que p es un ho-
meomorfismo local. Por lo tanto, dado = € X existe un entorno abierto
U tal que p(U) es un abierto de Y y ademds p|y: U — p(U) es un
homeomorfismo. Si Y es localmente conexo (por caminos), se obtiene
que p(U) es localmente conexo (por caminos). Luego U es localmente
conexo por caminos. Por lo tanto X es localmente conexo (por cami-
nos) en x , para cada x € X . Entonces X es localmente conexo (por
caminos). O

PROPOSICION 1.3. Sea p: (X,z) — (Y,y) una aplicacién recubri-
dora y ¢: (Z,z) — (Y,y) una aplicacién continua. Supongamos que
Z es conexo por caminos y localmente conexo. Entonces existe una
elevacion ¢: (Z,z) — (X, z) si y s6lo si ¢, (m1(Z, 2)) C pu(m (X, )

DEMOSTRACI(?N. Si existe elevacion, se tiene que po = ¢, entonces
6u(m1(Z,2)) = pabu(mi(Z,2)) C palmi (X, 7))

Supongamos ahora que ¢.(m (7, 2)) C p«(m (X, x)) . Sea ahora un
punto 2z’ € Z | teniendo en cuenta que Z es conexo por caminos, existe
un camino f en Z tal que f(0) = zy f(1) = 2’ . Definamos ¢: (Z, z) —
(X, z) por ¢(z ) (@f)*(1) . Veamos que estzi bien definida. Sea g otro
camino de z a 2’ , entonces tomemos (¢g)®H* () 1a tinica elevacion de ¢g
que empieza en (qb f)*(1) , recordemos que g denota el camino opuesto

al camino ¢ . Entonces se tiene que p((¢f)* - (¢g) @ M) = (p (gbf) )
(p(¢g) @D M) = (0f)-(¢9) = ¢(f-g) . Puesto que ()" - (6g) "V e

la elevacion de un un lazo que representa un elemento de p, (7 (X, a:')) ,
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applicando proposicion 1.1, se tiene que dicha elevaciéon es también un
lazo que termina en x . Entonces 2 = (¢g)*/)*M(1) . En consecuencia
(69)" = 63T Por lo tanto (99)*(1) = (65) V" D(0) = (Hf)*(1)
Es decir, la definicién de ¢(z') no depende del camino elegido entre z
y 2.

Veamos que q~5 es continua en z’ . Sea V' un entorno abierto conexo de
¢(2') tal que p trivializa sobre V' . Entonces sea U la inica componente
de p~(V) que contiene a ¢(2’ ) . Puesto que ¢ es continua existe un
entorno conexo W de 2’ tal que ¢(W) C V . Por lo tanto, ¢(W) C
p~ Y (V),y como ¢(z') € U , se tiene que ¢(W) C U . Entonces p|yo|w =
d|w, por lo tanto ¢l = ¢|w (p|u)~" es continua. Asi que ¢ es continua

en cada 2z’ € Z . Consecuentemente ¢ es continua.
O

PROPOSICION 1.4. Sea p: X — Y una aplicacién recubridora y su-
pongamos que una aplicacién continua ¢: Z — Y tiene dos elevaciones
¢1,02: Z — X que coinciden en un punto de Z . Entonces si Z es
conexo, estas elevaciones coinciden en todo 7 .

DEMOSTRACION. Sea A = {z € Z|p1(2) = ¢2(2)} . Notemos que
A es no vacio. Ademas si a € A entonces existen U entorno abierto
de ¢1(a) = ¢a(a) en X y W entorno abierto de a en Z tales que
(W) C U, ¢o(W) C Uy p|y es homeomorfismo. Entonces p|yo1|w =
¢lw = pludalw . Por lo tanto ¢ilw = ¢lw(plv)™" = ¢2|lw . Luego
W C A . Entonces A es un abierto no vacio de 7 .

Sea B = {z € Z|¢1(2) # ¢2(2)} . Si b € B entonces existen W
entorno abierto de b en Z , U; , Uy abiertos de X y V abierto de Y
tales que ¢ (W) C Uy , ¢po(W) C Uy, p(Uy) = p(Us) =V, p es trivial
sobre V y Uy NUy; =0 . Luego W C B . Entonces B es un abierto de
Z .,AUB=Zy ANB =0 . Aplicando que Z es conexo se obtiene
que A = Z . Por lo tanto ¢ = ¢ .

O

PROBLEMAS

1.1. Sea p: X — Y una aplicacién recubridora con fibras finitas.
Probar que X es Hausdorff si y sélo si Y es Hausdorff. Similarmente
para la propiedad de compacidad.

1.2. Probar que p,: S — S! definidas por p,(z) = 2" son aplica-
ciones recubridoras para n # 0 entero . Estudiar bajo que condiciones
la aplicacién p,, tiene una elevacion respecto la aplicacién p,, .

1.3. Sea p,: C\{0} — C\{0} la aplicacién definida por p,(z) = 2" .
Probar que p,, es una aplicacién recubridora para n # 0 entero.

1.4. Sea p,: C — C la aplicacién definida por p,(z) = 2" . Deter-
minar los enteros n para los que p,, es una aplicaciéon recubridora .
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1.5. Sea la aplicacién exponencial exp: C — C\ {0} . Probar que
exp es una aplicacién recubridora. Si U es un abierto simplemente
conexo de C\ {0} , probar que para cada entero k > 0 existe una
seccion de exp definida en U que es precisamente la rama k-ésima de
la funcién logaritmica Log.

1.6. Probar que si f: RP? — S! es continua y p: X — S! es una
aplicacién recubridora de S' | entonces existe una elevacién de f .

1.7. Se suele llamar circunferencia polaca X o a la formada por una
parte de la gréfica de y = sen(1/x) , el segmento {0} x [—1,1] y un arco
conectando ambas piezas. Colapsando segmentos verticales se obtiene
una aplicacién f: ¥ — S' . Probar que f no tiene una elevacién para
la aplicacién recubridora R — S* . Probar que la conexién local por
caminos es una hipétesis necesaria en las condiciones que se dan para
el criterio de elevacion en la proposicion 1.3 .

1.8. Probar que si f: S? — R? es continua, entonces existe x € 5>
tal que f(x) = f(—x) .

1.9. Probar que en cada instante existen una pareja de puntos
antipodas en la superficie de la tierra con la misma temperatura y
presion atmosférica.

1.10. Probar que si dividimos una esfera en tres ‘regiones’ , entonces
al menos una de ellas contiene a dos puntos antipodas.

1.11. Probar que si un pastel tiene tres tipos de ingredientes lo
podemos cortar con un cuchillo en dos trozos con la misma, digamos,
nata, bizcocho y chocolate, en cada uno de ellos.

1.12. Sea G un grupo topoldgico, conexo por caminos y localmente
conexo por caminos y p: (G',¢') — (G, e) una aplicacién recubridora
con GG’ espacio conexo por caminos. Probar que existe una tinica estruc-
tura de grupo en G’ tal que €’ sea elemento neutro y p homomorfismo.

1.13. Sea p,,: S — S'la aplicacién recubridora definida por p,(z) =
2", m # 0 entero . Teniendo en cuenta que S! tiene estructura de gru-
po topoldgico, estudiar la estructura de grupo inducida en el espacio
recubridor (problema anterior) y calcular Ker(p,,) .

1.14. Probar que un espacio recubridor de un grafo es un grafo.

2. Accion del grupo fundamental de la base en la fibra

En esta seccion se analiza una construccién que asocia a cada apli-
cacion recubridora de un espacio Y , que tenga buenas condiciones de
conectividad local, un 7m-conjunto, donde 7 es el grupo fundamental de
Y (grupoide en el caso no conexo). En consecuencia aquellos proble-
mas, que se puedan formular mediante objetos y morfismos y que sean
invariantes por isomorfismos, es suficiente resolverlos en uno de los dos
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contextos. El uso de m-conjuntos a derecha puede sustituirse por el de
m-conjuntos a izquierda ya que ello depende de los convenios notaciones
que se hayan establecido. Empezaremos la seccién con la definicién de
m-conjunto a derecha y la correspondiente nociéon de morfismo.

Dado un conjunto F' y un grupo m , una estructura sobre F' de
m-conjunto a derecha consiste en una accion a derecha de 7 sobre F ;
es decir, una aplicaciéon 0: F x m — F | (x,9) — x - g , que verifica,
(x-g)-h=x-(gh),z-1=a ,donde x € F, g,h € 7 . Equivalen-
temente, esta estructura viene determinada por el antihomomorfismo
0: ™ —Aut(F) , definido por 8(g)(x) = 0(z,g) = = - g , donde Aut(F)
denota el grupo de la biyecciones (permutaciones) de F' en F' . Un mor-
fismo de w-conjuntos a derecha es una aplicacién ¢: F' — F’ tal que
o(z-g) = p(r) g parax € Fygé€ m. Equivalentemente que para
cada g € 7 se verifique que el diagrama

F F
‘| |+
F’ F’

sea conmutativo. Si ademas ¢ es una biyeccién diremos que ¢ es un
isomorfismo de m-conjuntos a derecha. Denotaremos por Aut,(F') el
grupo de los isomorfismos de m-conjuntos de F' en F' .

Sea p: X — Y una aplicaciéon recubridora y tomemos un punto
base y € Y | entonces podemos definir la siguiente accion a derecha del
grupo fundamental 71 (Y, y) en p~t(y) :

pHy) xm(Y,y) = p ' (y), x-[f]= (1),

donde f es un lazo basado en y y # € p~'(y) . Es facil observar que
efectivamente es una accién a derecha y diremos que p~!(y) es un 7 =
m1(Y, y)-conjunto a derecha asociado a la aplicacién recubridora p .

Sean ahora p: X — Y y p': X’ — Y dos aplicaciones recubrido-
ras y ¢: X — X’ una aplicacién continua sobre Y ; es decir, verifi-
ca p'¢ = p . Una aplicacién del tipo anterior diremos también que es
una transformacion recubridora. Veamos que ¢|,-1¢,): p~(y) — p' ' (y)
es un morfismo de 7 = (Y, y)-conjuntos a derecha. En efecto, si
€ p(y) , Shoe- ) = o(f7 L) = (@F)L) = f20(1) =
o(x) - [f] = dlp-1(y () - [f] -

La construccion anterior asocia a cada aplicacion recubridora sobre
Y un m-conjunto a derecha y a cada morfismo recubridor un morfismo
de m-conjuntos a derecha. Ademas se verifica que

0(g)

_
_

0(g)

idx |p*1(y) = idzfl(y)

para una aplicacién recubridora p: X — Y, ademas si p: X — Y |
P X'—=Yyp" X" — Y sonaplicaciones recubridorasy ¢: X — X’ |
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¢’ X' — X" son aplicaciones continuas sobre Y , entonces

¢,¢|p*1(y) = ¢/|p/*1(y)¢|p71(y)

de donde se concluye que esta construccion es un funtor de la categoria
de aplicaciones recubridoras sobre Y en la categoria de los m-conjuntos
a derecha con 7 el grupo fundamental de Y .

OBSERVACION 2.1. Es interesante notar que si el espacio Y es co-
nexo por caminos, si en vez de tomar un punto base y se toma otro
y' , entonces los m-conjuntos asociados p~*(y) , p~*(y') son isomorfos.
La construccién anterior tendra su mayor utilidad para el caso que el
espacio Y sea conexo por caminos. En casos més generales se puede
proceder o bien a tomar un punto base en cada componente conexa
y construir varios m-conjuntos o arternativamente y de manera mas
efectiva, se puede considerar el grupoide fundamental y acciones de
grupoides en conjuntos.

DEFINICION 2.1. Sea F' un w-conjunto a derecha, dado z € F se
llama sugbrupo de isotropia de z a el subgrupo m, = {g € w|x-g =z} .

PROPOSICION 2.1. Sea Y un espacio y p: X — Y una aplicacién
recubridora. Para cada x € p~'(y) , y € Y , se tiene que el subgrupo
de isotropia de z es precisamente p,(m (X, z)) .

DEMOSTRACION. Sea a € m (Y, p(z)) y supongamos que a = [f] .
Entonces aplicando la proposicién 1.1 se tiene que a esta en p,(m (X, ))
siy s6lo si z = f*(1) = x - a es decir si y s6lo si a estd en el grupo de
isotropia de x . O

DEFINICION 2.2. Sea F un m-conjunto a derecha, dados z,2' € F
diremos que estan en la misma drbita si existe g € wtal que 2’ =z - g .
Notese que esta relacion es de equivalencia de modo que F' se puede
poner como suma disjunta de sus orbitas. Un m-conjunto a derecha se
dice transitivo si tiene una sola orbita. Si A C F , diremos que F' es
transitivo en A si para cada x,2’ € Aexisteun g € mtal que 2’ = x-g .
Equivalentemente, diremos que §: m —Aut(F') es una representacion
transitiva si dados x,y € F existe g € G tal que 0(g)(z) =y .

PROPOSICION 2.2. Sea F' un w-conjunto a derecha y supongamos
que x,r’ € F estan en la misma Orbita; es decir, existe ¢ € 7 tal
que ¥’ = x - g . Entonces si el grupo de isotropia de x es H , se
tiene que el grupo de isotropia de 2’ es ¢g7'Hg . Ademés los grupos
de isotropia de los elementos de la 6rbita de x son exactamente los
subgrupos conjugados de H .

DEMOSTRACION. Notemos que a estd en el grupo de isotropia de
2’ siysélosia’-a=a'siysblosi(z-g)-a=z-gsiysélosigag™t € H
siysolosiae g 'Hg . O
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PROPOSICION 2.3. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos
y localmente conexo por caminos y sea p: X — Y una aplicacién re-
cubridora. Sean {X,|a € A} las componentes conexas por caminos de
X v pa la restriccién de p a X, . Entonces cada p,: X, — Y es una
aplicacion recubridora. Ademéds cada componente por caminos corta a
la fibra p~!(y) donde y es el punto base de Y y si x,2’ € p~i(y) se
tiene que z y 2’ estdn en las misma componente conexa por caminos si
y sélo si x y ' estan en la misma érbita.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que p trivializa sobre un cubri-
miento cuyos miembros V' son abiertos y conexos. Si p~'V = U;e;nU;
se tiene que cada U; es conexo por caminos. Notemos que p, 'V =
XoNp 'V = X, N Uit Ui = UicionXa NU; = Uier Ui, donde
L,(V) = {i € I(V)|XoNU; # 0} . Por lo tanto p, es también una
aplicacion recubridora.

Sea xg € X, . Puesto que Y es conexo por caminos, existe un camino
genY de p(xg) ay . Entonces el camino g™ estd contenido en X, y
g™ (1) estd en la fibra de y . Si x, 2’ punto de la misma fibra estdn en la
misma componente, existe un camino f tal que f(0) =z y f(1) =2’ .
Entonces si a = [pf] € m(Y,y) se tiene que z-a = (pf)*(1) = f(1) =
2’ . Luego z, x’ estdn en la misma orbita. Reciprocamente si 2/ =z - a
con a = [g] entonces g* es un camino tal que ¢*(0) =z y ¢*(1) = 2’ .
Por lo tanto estan en la misma componente por caminos. O

COROLARIO 2.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sea p: X — Y una aplicacién recubri-
dora. Entonces X es conexo por caminos si y sélo si p~!(y) es transitivo.
Ademads si X es conexo por caminos los subgrupos {p.(m (X, x))|z €
p~(y)} forman una clase de conjugacién completa.

DEMOSTRACION. Como consecuencia de la proposicién anterior,
el nimero de componentes conexas de X estd en correspondencia bi-
univoca con el conjunto de 6rbitas de p~'(y) . Entonces X es conexo
por caminos si y sélo si p~!(y) tiene una 6rbita; es decir, si y sélo si
p~!(y) es transitivo.

Por otra parte la familia de subgrupos {p.(m (X, z))|z € p~*(y)} se-
gun se desprende de la proposicién 2.1 son los grupos de isotropia de
los elementos de una érbita que, como consecuencia de la proposicién
2.2, efectivamente forman una clase de conjugacion completa U

TEOREMA 2.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sean p: X — Y | p': X' — Y apli-
caciones recubridoras. Entonces la correspondencia que asocia a cada
morfismo recubridor ¢: X — X’ el morfismo de m-conjuntos a derecha

Glp-10): P H(y) — P~ (y) es una biyeccién.

DEMOSTRACION. Sean ¢, ¢': X — X' dos morfismos recubridores
tales que ¢|,-1,) = ¢'|,-14) - Sea X, una componente conexa por
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caminos de X . Entonces por la proposicién 2.3 , existe un punto x, €
XoNp~Yy) . Por lo tanto ¢, = ¢|x., ¢, = ¢'|x. son elevaciones de
Pa = P|x. que coinciden en el punto z, . Aplicando la proposicién 1.4
se tiene que ¢, = ¢!, y esto sucede para cada componente conexa por
caminos. Entonces ¢ = ¢ .

Sea ahora una morfismo de m-conjuntos a derecha 6: p~'(y) —
P’ 71(y) . Entonces si X, es una componente conexa por caminos y
1, € X, Np~Y(y) , se tiene que el grupo de isotropia de z, estd con-
tenido en el de 0(z,) ; es decir, (po)«(T1(Xa, Ta)) = pu(mi (X, 24)) C
pl(m (X', 0(z,))) . Aplicando proposicién 1.3 se tiene que existe una
aplicacién continua ¢, : X, — X' tal que p'én = pa ¥ da(ta) = 0(24) -
Puesto que ¢a|x,np-1(y) ¥ O] xarp-1(y) son morfismos de 7-conjuntos,
el m-conjunto inicial es transitivo y ambos morfismos coinciden en un
punto, entonces son iguales. Tomando ahora la suma disjunta de ele-
vaciones ¢ = ¢, se tiene que ¢ es un morfismo recubridor tal que

‘b’p‘l(y) =0.
O

DEFINICION 2.3. Sea H un subgrupo de G . Se llama normalizador
de H en G al subgrupo N(H) = {g € G|gH = Hg} . Nétese que H es
un subgrupo normal si y solo si su normalizador es G .

PROPOSICION 2.4. Sea F' un m-conjunto a derecha transitivo, €
F y 7, su grupo de isotropia. Para cada h € N(m,) la aplicacién
h: F — F definida por h(z - g) = (z - h) - g estd bien definida y es
un morfismo de m-conjuntos a derecha. Ademas la aplicacién inducida
N(m,) /7y —Aut,(F) , [h] — h es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Supongamos que x - g = x - ¢’ , entonces g’g*1 €
7. . Puesto que h € N(m,) se sigue que hg’g~'h™! € 7, . En consecuen-
cia, - (hg'g *h™') = x, o equivalentemente (z-h)-g = (x-h)-g . Por
lo tanto & no depende del elemento g elegido y estd bien definida. Por
otra parte se tiene que h((z-go0)-g1) = h(x - (g0g1)) :A(x h)-(gog1) =
((x-h)-g0) g1 = h(z-go)-¢1 - Por lo tanto se tiene que h es un morfismo
de m-conjuntos. -

Si h,h' € N(m,) , entonces hh/(z-g) = (x-(hh'))-g = (z-h)-h'g =
h(z-Hg) = h((z-h)-g)=hk(z-g)) =hl'(z-g) . Por lo tanto la
aplicacién inducida N(m,) —Aut,(F) es un homomorfismo. Notemos
que h(z-g) = z-g para todo g siy s6losi (z-h)-g = z-g si y sélo si z-h =
x siy solo si h € m, . Por lo tanto queda inducido un monomorfismo
N(7y)/me —Aut,(F) . Por otro lado si §: FF — F es un morfismo de
m-conjuntos a derecha se tiene que por ser F' transitivo existe h € 7 tal
que z - h = 0(x) . Entonces 0(z - g) =0(z) -g= (x-h)-g=h(z-g) .
Asf que 6 = h y se obtiene que N(,) /7, —Aut,(F) es un isomorfismo.

U
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COROLARIO 2.2. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sea p: X — Y una aplicacién recubri-
dora con X conexo por caminos. Entonces el grupo de transformaciones
recubridoras de p: X — Y esisomorfo a N (p.(m1 (X, x)))/p«(m (X, 2)) .

Notemos que si F' es un m-conjunto a derecha, también se le puede
dar estructura de Aut,(F')-conjunto a izquierda a través de la accién
Aut,(F)x F — F que aplica (0, z) en 6(x) , donde 6 es un isomorfismo
de m-conjuntos y x un elemento de F' .

De modo similar, si tenemos una aplicacién recubridora p: X —
Y en X queda inducida de modo natural una accién a izquierda de
Aut(p: X — Y) que aplica (¢, x) en ¢(x) , donde ¢ es una transfor-
macién recubridora y x un elemento de X .

DEFINICION 2.4. Un 7-conjunto a derecha transitivo F' se dice que
es normal (regular) si la accién a izquierda de Aut,(F') en F es tran-
sitiva. Sea una aplicaciéon recubridora p: X — Y con X conexo por
caminos, diremos que es normal (reqular) si la accién a izquierda de
Aut(p: X — Y) en X es transitiva en cada fibra.

COROLARIO 2.3. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y
localmente conexo por caminos y sea p: X — Y una aplicacion recu-
bridora con X conexo por caminos. Entonces p es normal si y sélo si
p~!(y) es normal si y s6lo si para x € p~(y) se tiene que p. (7 (X, x))
es un subgrupo normal de 71 (Y, p(z)) .

DEMOSTRACION. Por el corolario 2.1 se tiene que p~!(y) es tran-
sitivo. Por el teorema 2.1 se tiene que Aut(p: X — Y) es isomorfo a
Aut,(F) , donde F = p~!(y) es el m-conjunto asociado. Supongamos
que la accién a izquierda de Aut(p: X — Y') en cada fibra es transi-
va, entonces la accién de Aut,(F') en F' es transiva. Reciprocamente,
si 2,2 € p~l(y') entonces tomemos un camino f en Y de y a y .
Sean f* f# las tnicas elevaciones tales que f*(0) =z, f*(1) =2’y
f7(0) = =z, f#*(1) = 2’ . Puesto que la accién de Aut,(F) en F es
transitiva se tiene que existe ¢ €Aut(p: X — Y) tal que ¢(x) = = .
Entonces ¢(z') = o(f*(1)) = (¢f*)(1) = f*(1) = 2’ . Por lo tanto la
acciéon de Aut(p: X — Y) en cada fibra es transitiva.

Teniendo en cuenta que p~!(y) es transitivo, aplicando el corolario
2.1 se obtiene que los subgrupos {p.(m (X, z))|z € p~'(y)} forman una
clase de conjugacién completa. Por otro lado, puesto que la accién de
Aut,(F) en F es transiva, se tiene que dos puntos distintos tienen los
mismos grupos de isotropia. Por lo tanto, cada subgrupo p.(m (X, z)) es
normal en 71 (Y, p(x))) . Reciprocamente, si éste subgrupo es normal,
como consecuencia del corolario 2.2 se tiene que Aut(p: X — Y) es
isomorfo a (Y, p(z)))/p«(m1 (X, x)) . Dados dos elementos z, 2’ € F |
teniendo en cuenta que F' es transitivo, existe h € m(Y,y) tal que
x-h = 2" . Ahora por el modo como se define el isomorfismo anterior
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se sigue que para h €Aut(p: X — Y) se tiene que h(z) = 2’ . Por lo
tanto F' es normal.
U

PROBLEMAS

2.1. Sea X un grafo con 1-celdas orientadas de tipo a y de tipo b
de tal modo que en cada vértice llegan y salen una 1-celda orientada de
tipo a y otra de tipo b. Sea X = S} v S} y consideremos la aplicacién
que aplica todos los vértices de X en el tnico vértice de X v cada
1-celda orientada de tipo a sobre la 1-celda orientada de S! y las de
tipo b sobre la de S! . Probar que p es una aplicacién recubridora y
que todo recubridor conexo de X es del tipo anterior.

Para cada uno de los siguientes grafos recubridores

a) Calcular los subgrupos p,m(X,v) , donde v es un vértice de
X )

b) Describir la estructura de m-conjunto del conjunto de los vérti-
ces de X .

(1) e (2) e ey

2.2. Sea X el subsespacio de R? formado por las cicunferencias
tangentes al eje OX de centro (0,1/n) y de radio 1/n , donde n es un
entero positivo . Probar que si p: X — X es una aplicacién recubridora
entonces X 1o es simplemente conexo.

2.3. Determinar el grupo de transformaciones de la cubierta uni-
versal de un espacio conexo, localmente conexo por caminos y semilo-
calmente simplemente conexo.

2.4. Determinar el grupo de transformaciones de las aplicaciones
recubridoras de los problemas 1.2 , 1.3 .
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3. Clasificacion de las aplicaciones recubridoras

En primer lugar veamos que los m-conjuntos a derecha transitivos
salvo isomorfismo son isomorfos a m-conjuntos de clases a derecha aso-
ciadas a un subgrupo del grupo 7 .

PROPOSICION 3.1. Sea F' un m-conjunto a derecha transitivo, z €
F' y m, su grupo de isotropia. Consideremos el m-conjunto a derecha
T \7™ = {799 € 7} , donde la accién se define por 7,9 - h = mgh .
Entonces la aplicacién ®: 7, \m — F definida por ®(m,g) = = - ¢ es un
isomorfismo de m-conjuntos.

DEMOSTRACION. En efecto del hecho que F' sea transitivo se de-
duce que ¢ es exhaustiva. Supongamos ahora que ®(m,g9) = z-g =
r-g = ®(m,g') . Entonces, ¢'¢g~! € m, . Por lo tanto g = 7,9/ . O

COROLARIO 3.1. Sean F' | F’ m-conjuntos a derecha transitivos y
supongamos que z € F' 'y &' € F' . Entonces I es isomorfo a F’ si y
sOlo si m, y 7w, son subgrupos conjugados.

DEMOSTRACION. Si existe un isomorfismo 0: F' — F’ de w-conjuntos
a derecha, entonces el grupo de isotropia m, es el grupo de isotropia
To(z) - Utilizando que F” es trasitivo aplicando la proposicién 2.2 se
obtiene que 7, es conjugado de 7, .

Supongamos ahora que 7, es conjugado de 7, ; es decir, existe h € 7
tal que m, = hmyh~! . Aplicando la proposicién anterior 3.1 se infiere
que F' es isomorfo a m,\m y F’ es isomorfo a m,\m . Consideremos
la aplicacién 0: m,\m — m\m dada por 6(m,g) = mhg . Veamos
que estd bien definida si 7,9 = m, ¢’ entonces ¢'¢g~! € my . Luego
hg'g~*h™! € 7, entonces m,hg' = m,hg . Ademds es un morfismo de -
conjuntos. En efecto 0(mgo- g1) = m:hgogi = m2hgo- 91 = (71 g0) - g1 -
Facilmente se comprueba que 6 es un isomorfismo. Por lo tanto F' es
isomorfo a F” . O

DEFINICION 3.1. Un espacio se dice que es localmente simplemente
conexo si cada punto tiene una base de entornos simplemente conexos.
Un espacio X se dice que es semilocalmente simplemente conexo si
cada punto « tiene una base de entornos {U} tal que el homomorfismo
inducido por la inclusién m (U, x) — 71 (X, z) es trivial.

TEOREMA 3.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos, lo-
calmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces para cada subgrupo H de m(Y,y) existe una aplicacién re-
cubridora pg: (Xg,zy) — (Y,y) tal que Xy es conexo por caminos y

(pr)«(m(Xu, 2n)) = H .

DEMOSTRACION. Consideremos el grupoide fundamental ITY y sea
el conjunto X = {a € I1Y|d(a) = y}. Sea la aplicacién c: X — Y
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donde c es la aplicacién codominio del grupoide. Consideremos la si-
guiente relaciéon de equivalencia en el conjunto X , dos de sus ele-
mentos a,b estan relacionados si c(a) = c¢(b) y ab™' € H . Denote-
mos por Xy el conjunto cociente, [a] la clase de equivalencia de a
y pu: Xy — Y la aplicaciéon inducida py([a]) = c(a) . Para cada
W abierto de Y y cada a € Xpg tal que c(a) € W, consideremos
Wla] = {[ai? (w)]|lw € W, ¢(a) = d(w)} donde i": W — Y es la
inclusiéon canonica.

Notemos que si W C U | [¢] € Ula] con c(c) € W , entonces
Wlc] € Ula] . En efecto, [ci¥w] = [ai%uilw] = [ai¥ (u(i})).w)]
donde iy : W — U es la inclusién canénica y w € ILW | u € U .

Tomemos ahora la siguiente familia de subconjuntos B = {W|a]|W
abierto conexo por arcos y tal que w1 (W,y) — m1(Y,y') es trivial para
y' € W} . Veamos que existe una tnica topologia que tiene como base
la familia anterior. Claramente la reunion de los miembros de la familia
es el espacio total. Por otra parte si [c] € Ula|NV[b] ,sea W C UNV
tal que W entorno abierto de c¢(c) y ademds W es conexo por caminos
y m(W,y') — m(Y,y') es trivial para y' € W . Entonces por lo que
acabamos de probar se tiene que Wic] C Ula]NV[b] . Consecuentemente
existe una unica topologia que tiene a la familia B como base. Puesto
que pg(Wa]) = W se sigue que py es continua y abierta. Ademds si
y' € W se tiene que

p;Il(W) = U[a]ep;(y,)W[a] )

Esta reunién es disjunta ya que si [¢] € W{a] N Wb] entonces W{c| =
Wia] = W] .
Sean ahora dos elementos [ai!V (w)], [ail’ (w')] € W]a] tales que

pu([ai (w)]) = pr([ai? (w')]) , entonces

ai) (W)@ (w) et = ai (w'w et =aat =1,

* * *

Por lo tanto [a i}’ (w)] = [a} (w')] . De aqui se tiene que py|wia: Wa] —
W es un homeomorfismo. Por lo tanto py es una aplicacién recubrido-
ra. U

PROPOSICION 3.2. Sea F' un m-conjunto a derecha y sea Y un es-
pacio basado, conexo por caminos, localmente conexo por caminos y
semilocalmente simplemente conexo. Entonces existe una aplicacion
recubridora p: X — Y tal que F'y p~!(y) son m-conjuntos a derecha
isomorfos.

DEMOSTRACION. El m-conjunto F es la suma de sus érbitas F,, que
son m-conjuntos transitivos. Por el teorema 3.1 existe una aplicacion
recubridora p,: X, — Y con X, conexo. Entonces p = ¥,po: 2o X4 —
Y es una aplicacién recubridora tal que p~'(y) = Zapt(y) = 2o F, =
F. O
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DEFINICION 3.2. Diremos que una aplicacién recubridora p: X —
Y es la cubierta universal si X es simplemente conexo.

TEOREMA 3.2. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos, lo-
calmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y mdédulo iso-
morfismos sobre Y estd en correspondencia biunivoca con las
clase de los m-conjuntos a derecha médulo isomorfismos de 7-
conjuntos.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos modulo isomorfismos sobre Y esta en co-
rrespondencia biunivoca con la clase de m-conjuntos transitivos
modulo isomorfismos que a su vez es biyectiva al conjunto de
todos los subgrupos del grupo fundamental de Y mdédulo con-
jugacion.

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y médulo isomor-
fismos sobre Y con fibra el espacio discreto F' estd en corres-
pondencia biunivoca con el conjunto de representaciones de la
forma 7 —Aut(F') , médulo conjugacién, donde 7% denota
el grupo opuesto del grupo fundamental del espacio basado Y .

(iv) La clase de las aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos de Y modulo isomorfismos sobre Y con
fibra el espacio discreto F' estd en correspondencia biunivoca
con el conjunto de representaciones transitivas de la forma
7? —Aut(F') , médulo conjugacién, donde 7 denota el grupo
opuesto del grupo fundamental del espacio basado Y .

DEMOSTRACION. Como consequencia de la proposicién 3.2 y del
teorema 2.1, se tiene que para cada m-conjunto a derecha F' existe una
aplicacién recubridora p: X — Y tal que p~ly es isomorfo a F', donde
y es el punto base de Y . Por otro lado, se tiene que dadas cubiertas
p: X —Y ,p: X' — Y son isomorfas si y sélo si p~ly es isomorfo a
'y . De aqui se obtiene de modo inmediato el resultado sefialado en
(i). De hecho utilizando la nocién de categoria se puede dar una versién
maés fuerte de este resultado como se indica el la observacion 3.1 .

Aplicando el corolario 2.1 vemos que los espacios recubridores co-
nexos se corresponden con m-conjuntos transitivos. De aqui se deduce
la primera parte de (ii). Por otra parte, como consecuencia de la pro-
posicién 2.2 cada m-conjunto transitivo F' tiene asociada una clase de
conjugacion en la familia de los subgrupos de 7 . Ahora por el corolario
3.1 se tiene que dos 7-conjuntos son isomorfos si y sélo si le corresponde
la misma clase de conjugacion. También hay que tener en cuenta que
para cada subgrupo H de 7 se tiene que H\7 , es un m-conjunto al
que le corresponde la clase de conjugacion de subgrupos representada
por H . De este modo obtenemos la versiéon “clasica” del teorema de
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clasificacion de los espacios recubridores conexos en términos de clases
de conjugacién de subgrupos.

Aplicando el apartado (i) ya probado, se obtiene inmediatamente
que las aplicaciones recubridoras que tengan como fibra el espacio dis-
creto F' se corresponden con los m-conjuntos a derecha que tengan como
conjunto subyacente F' . Como hemos visto al principio de la seccién 2
una estructura de m-conjunto a derecha viene dada por un homomor-
fismo 0: 7 —Aut(F) . Dos de estas estructuras 6,60 seran isomorfas
si y sélo si existe una biyeccién ¢: F' — F' tal que para cada g € 7 es
diagrama

0
r (g)F

¢ ¢

F—F
0'(9)
es conmutativo. Equivalentemente, si la representacién 6 es conjugada
de la representacién 6’ .
El apartado (iv) se deduce del corolario 2.1 y del lo que acabamos
de probar en (iii). d

OBSERVACION 3.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos,
localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo
con punto base y € Y . Entonces el functor que asocia a una aplica-
cién recubridora p: X — Y el m-conjunto p~!(y) es una equivalencia
de categorias. Denotemos por ApliRec(Y,y) la categoria de las aplica-
ciones recubridoras sobre Y que tiene como morfismos las aplicaciones
continua sobre Y . Entonces ApliRec(Y,y) es equivalente a Con™ ()
la categorfa de functores de m1(Y,y) en la categoria de los conjuntos,
que es equivalente a la categoria de m (Y, y)-conjuntos, donde 7 (Y, y)
se interpreta como el grupoide con un solo objeto y que tiene como
morfismos los elementos del grupo. Es decir, que con la notacién ex-
ponencial anterior, el grupo fundamental (Y, y) se puede considerar
como el “logaritmo”de la categoria de las aplicaciones recubridoras con
base la categoria de los conjuntos.

No es dificil obtener una versién basada del teorema anterior. Un 7-
conjunto a derecha basado (F, x) es un m-conjunto a derecha F en el que
ademds se ha tomado un punto base. Un homomorfismo ¢: (F,z) —
(F',2") de m-conjuntos a derecha basados es un homomorfismo de 7-
conjuntos a derecha que preserva el punto base. Para un espacio basa-
do (Y, y) una aplicacion recubridora basada es una aplicacién continua
basada p: (X,z) — (Y,y) tal que p: X — Y es una aplicacién re-
cubridora. Queremos hacer notar que si a una aplicacion recubridora
basada p: (X,z) — (Y,y) se le hace corresponder de modo natural
un m-conjunto a derecha basado (p~!(y),z) . Una aplicacién continua
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basada sobre (Y,y) es una aplicacién continua sobre Y que preserva
puntos base.

TEOREMA 3.3. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos, lo-
calmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas de (Y,y)
moédulo isomorfismos sobre (Y, y) estd en correspondencia bi-
univoca con las clase de los m-conjuntos a derecha basados
moédulo isomorfismos de m-conjuntos basados.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras basadas con espacio re-
cubridor conexo por caminos moédulo isomorfismos basados
sobre Y estda en correspondencia biunivoca con la clase de
m-conjuntos transitivos basados moédulo isomorfismos basados
que a su vez es biyectiva al conjunto de todos los subgrupos
del grupo fundamental de Y .

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas con espacio
recubridor conexo por caminos de (Y, y) mddulo isomorfismos
basados sobre (Y, y) con fibra el espacio discreto basado (F, x)
estd en correspondencia biunivoca con el conjunto de repre-
sentaciones transitivas de la forma 77 —Aut(F) , donde 7P

denota el grupo opuesto del grupo fundamental del espacio
basado Y .

DEMOSTRACION. Notemos que si tomamos puntos base z € p~! (y),
€ p'(y), donde p: X — Y y p': X' — Y son aplicaciones recu-
bridoras y ¢: X — X’ es una transformacion recubridora se tienen los
m-conjuntos basados (p~'(y),z) , (' (y),2') y ademés el morfismo in-
ducido ¢[,-1(,) preserva el punto base. Reciprocamente, si 0: (F,z) —
(F',2") es un morfismo de m-conjuntos que preserva el punto base, en-
tonces en las aplicaciones recubridoras construidas en el teorema 3.1 y
la proposicién 3.2 , quedan inducidos puntos bases de modo natural y
el teorema 2.1 determina una unica transformacion recubridora ¢ tal
que salvo isomorfismo natural se tiene que ¢|,-1(,) = ¢ . Por lo tanto
puesto que 0 preserva el punto base, también ¢ lo preserva. Teniendo en
cuenta que la correspondencia entre aplicaciones basadas y m-conjuntos
basados preserva y refleja isomorfismos se obtiene el resultado (i).

Como antes, aplicando el corolario 2.1 vemos que los espacios re-
cubridores conexos se corresponden con 7w-conjuntos transitivos. De
aqui se deduce la primera parte de (ii). Por otra parte, a cada =-
conjunto transitivo basado (F,x) tiene asociado el subgrupo de iso-
tropia m, . Ahora por el corolario 3.1 y los argumentos empleados en
su demostracién se tiene que dos m-conjuntos transitivos y basados son
isomorfos si y sélo si les corresponde el mismo subgrupo de isotropia.
También hay que tener en cuenta que para cada subgrupo H de 7 se
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tiene que H\ , es un m-conjunto transitivo basado que tiene como gru-
po de isotropia H . Obtenemos de este modo la versién “clasica” del
teorema de clasificacién de los espacios recubridores conexos y basados
en términos de subgrupos.

Aplicando el apartado (i) ya probado, se obtiene inmediatamen-
te que las aplicaciones recubridoras que tengan como fibra el espacio
discreto basado (F,x) se corresponden con los m-conjuntos a derecha
basaos que tengan como conjunto basado subyacente (F,x) . Como en
el teorema anterior, dos de estas estructuras 6,6’ seran isomorfas si y
sélo si existe una biyeccién ¢: (F,z) — (F,z) tal que para cada g € w
es diagrama

6
r (g)F

¢ ¢

F—F
0'(g)
es conmutativo. Puesto que ¢(x) = = y F es transitivo se tiene que
¢ = id . Consecuentemente, 6, 6" seran isomorfas si y sélo si § =6’ .
O

COROLARIO 3.2. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos,
localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces son equivalentes:

(i) El grupo fundamental de Y tiene un subgrupo de indice dos,
(ii) El espacio Y tiene salvo isomorfismo al menos dos recubridores
de dos hojas, uno no conexo, que es el trivial, y otro conexo
por caminos,
(iii) El grupo fundamental de Y tiene una representacion transitiva
en el grupo simétrico de orden dos,

DEMOSTRACION. Sea 7 el grupo fundamental de Y y sea H un
subgrupo de indice dos. Entonces H\7m es un m-conjunto trasitivo al
que le corresponde una aplicacién recubridora de dos hojas y ademas
determina una representacion transitiva en el grupo simétrico de orden
dos. O

EJjEMPLO 3.1. Los siguientes espacios tienen dos recubridores de
dos hojas:

a) La circunferencia S' tiene dos recubridores de dos hojas. Uno
el trivial S'x{0,1} — S* la proyeccién canénica y otro conexo,
q: St — S! definido por ¢(z) = 2? , donde en este caso S!
denota los complejos de médulo uno.

b) La banda de Moebius M = I x [-1,1]/(0,t) ~ (1,—t) .
Ademés del trivial tenemos el cubrimiento ¢: /01 x[—1,1] —
M, q(s,t) =[(2s,t)] , para0 < s < 5 y q(s,t) = [(2s—1,—t)],
para % <s<1.
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c) El plano proyectivo real RP? tiene dos recubridores, de dos
hojas, el trivial y ¢: S? — RP? definida por la identificacién
de antipodas.

PROBLEMAS

3.1. Describir las representaciones del grupo fundamental de S'v S1
asociadas a las aplicaciones recubridoras descritas en el problema 2.1

3.2. Clasificar salvo isomorfismo las aplicaciones recubridoras de
dos y de tres hojas de St v S* .

3.3. Describir el recubridor universal de S' Vv St .

3.4. Encontrar el espacio recubridor de S' Vv S! tal que su grupo
fundamental satisface que p,m; (X ,*) es el subgrupo normal del grupo
fundamental de S!'V S! generado por los cubos de cada uno de sus
elementos.

3.5. Sean X .Y las cubiertas universales de espacios X e Y conexos
por caminos y localmente conexos por caminos. Demostrar que si X =~
Y . entonces X ~ Y .

3.6. Encontrar todos los espacios recubridores de RP? vV RP? .

3.7. Encontrar todos los espacios recubridores de {(x,y) € R?|1 <
2?2 +1y?* <4} , dando explicitamente una aplicacién recubridora de cada
clase.

3.8. Sea ¢: R? — R? la tranformacion lineal ¢(z,y) = (2z,y/2) .
Esta tranformaciéon determina una accién de Z en X = R?\ {0} .
Describir el espacio de las orbitas y calcular su grupo fundamental.

3.9. Probar que, para todo entero positivo n, existe una superficie
conexa no compacta y un grupo de transformaciones G' que es un grupo
abeliano libre de rango 2n y S/G es una superficie compacta orientable
de genero n .

3.10. Probar que un subgrupo de un grupo libre es libre.

4. Espacios localmente conexos por caminos

En esta seccion damos una clasificacion de las aplicaciones recubri-
doras eliminando la condicién de semilocalmente simplemente conexo.
Mantenemos la condicién de conexo por caminos y localmente conexo
por caminos. La condicién de conexo por caminos se puede eliminar
facilmente utilizando grupoides en vez de grupos o estudiando las apli-
caciones recubridoras inducidas sobre cada una de las componentes
conexas por caminos.

Dado un cubrimiento abierto G cuyos miembros son conexos por
caminos podemos considerar el subgrupo normal de (Y, y) generado
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por los elementos de la forma a ((ig).g) a™! donde a € II,Y ,d(a) =y ,
g € m(G,cla)) ,Ge€G,eig: G—Y eslainclusién candnica. Este
subgrupo normal lo denotaremos por 7 (Y, G,y) . El siguiente teore-
ma es la clave para caracterizar los (Y, y)-conjuntos a derecha que
son realizables por alguna aplicacién recubridora. Notése que su de-
mostracién es casi identica a la teorema 3.1 . A pesar de ello, hemos
considerado oportuno su inclusiéon para poner en evidencia las dife-
rencias existentes y el papel que juegan los cubrimientos de abiertos
CONEexos por caminos.

TEOREMA 4.1. Sea Y un espacio basado, conexo por caminos y lo-
calmente conexo por caminos. Entonces si H es un subgrupo de (Y, y)
tal que existe un cubrimiento abierto G cuyos abiertos son conexos
por caminos y H 2 m(Y,G,y) , entonces existe una aplicacién recu-
bridora py: (Xg,zy) — (Y,y) tal que Xy es conexo por caminos y
(pr )+ (m1(Xp, 2m)) = H

DEMOSTRACION. Consideremos el grupoide fundamental ITY y sea
el conjunto X = {a € II,Y|d(a) = y}. Sea la aplicacién ¢c: X — Y
donde ¢ es la aplicacién codominio del grupoide. Consideremos la si-
guiente relacion de equivalencia en el conjunto X , dos de sus ele-
mentos a,b estdn relacionados si c(a) = c(b) y ab™' € H . Deno-
temos por Xp el conjunto cociente, [a] la clase de equivalencia de
ay py: Xg — Y la aplicacién inducida py([a]) = c(a) . Para ca-
da W abierto de Y y cada a € X tal que c(a) € W, consideremos
Wla] = {[ai¥ (w)]|w € TLHW , ¢(a) = d(w)} donde i : W — Y es la
inclusién canénica. Es claro que si @’ € X |, ¢(a) =c(d’) y d'a™' € H |
entonces Wia] = Wlad'] .

Notemos que si W C U , [¢] € Ula] con c(c) € W , entonces
Wlc] C Ula] . En efecto, [ci¥Vw] = [ai%uiw] = [ai¥(u (i} ).w)]
donde ifY : W — U es la inclusién canénica y w € ILW | u € LU .

Tomemos ahora la siguiente familia de subconjuntos B = {W{a]|W
abierto conexo por caminos tal queexiste G € G, W C Gy c(a) € W}.
Veamos que existe una unica topologia que tiene como base la familia
anterior. Claramente la reunién de los miembros de la familia es el
espacio total. Por otra parte si [¢] € Ula] N V[b] , sea W C UNV tal
que W entorno abierto de c¢(c) , W es conexo por caminos y ademds
W C G , para algin G € G . Entonces por lo que acabamos de
probar se tiene que Wie] C Ula] N V[b] . Consecuentemente existe
una unica topologia que tiene a la familia B como base. Puesto que
pr(Wla]) = W se sigue que py es continua y abierta. Ademassiy € W
se tiene que

Pt (W) = UpgeyinWlal -

Esta reunién es disjunta ya que si [¢] € W{a] N Wb] entonces W{c| =
Wia] = W] .
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Sean ahora dos elementos [ai)V (w)], [ail’ (w')] € W]a] tales que

pu([ail (w)]) = pu(lail (w')]) , entonces

ai? (W)W (w) et = ai (ww et € m(X,G,y) CH .

* * *

Por lo tanto [a 4! (w)] = [a ¥ (w')] . De aqui se tiene que la restricciéon
PH|wie: Wla] — W es un homeomorfismo. Por lo tanto py es una
aplicacién recubridora. O

Al eliminar la condicion de semilocalmente simplemente conexo
el problema de clasificacién se aborda considerando tnicamente los
m1(Y, y)-conjuntos a derecha que tienen grupos de isotropia verifican-
do propiedades especiales respecto los subgrupos normales de la forma
m(Y,G,y) . En este caso, en vez de una sola cubierta universal se dis-
pone de toda una familia de cubiertas universales que recubren al resto
de la cubiertas conexas por caminos.

Es conveniente considerar la nocién de w-conjunto continuo. Sea un
conjunto F' en el que podemos considerar la topologia discreta y un
grupo topoldgico 7 . Una estructura sobre F de mw-conjunto continuo
a derecha consiste en una accién a derecha de m sobre I’ ; es decir,
una aplicacién continua 0: F x 7 — F | (x,9) — x - g , que verifica,
(x-g)-h=x-(gh) ,z-1=2 ,dondex € F ,g,her.

Equivalentemente, esta estructura viene determinada por el an-
tihomomorfismo continuo §: 7 —Aut®®(F) , definido por 0(g)(z) =
0(z,g) = x-g , donde Aut®®(F') estd provisto con la topologia compacto-
abierta.

Notemos que una base de la topologia compacto-abierta de Aut®(F’)
estd dada por los sugbrupos de permutaciones que dejan fijo un con-
junto finito S de F ; es decir, B = {Fijos(5)|S C F', Sfinito} , donde
Fijos(S) = {0 € Aut®(F)|f(s) = s,s € S} . En el caso que F sea
finito se tiene que Fijos(F) = {idr} . Esto implica que la topologia
compacto-abierta es presisamente la topologia discreta. En el caso que
F no sea finito, notemos que para S finito se tiene que Fijos(S) tiene
mas de un elemento, basta tomar una transposicién de dos puntos que
no esten en S . De aqui se concluye que {idr} no puede ser abierto y en
consecuencia la topologia compacto-abierto no es la discreta. Entonces
Aut®®(F) es discreto si y sélo si F' es finito.

Anélogamente se define la nocién de morfismo de mw-conjuntos con-
tinuos a derecha es una aplicacién ¢: F — F’ tal que p(x-g) = ¢(x)-g
paraz € Fyger.

DEFINITION 4.1. Sea (Y, y) un espacio basado conexo y localmente
conexo por caminos. Un subgrupo H se dice que es S-abierto si exis-
te un cubriminto abierto G tal que H O m(Y,G,y) Consideremos in
7m1(Y, y) la tinica estructura de grupo topoldgico que hace que una base
de entornos del elemento neutro es presisamente la familia de subgru-
pos normales m1(Y, G, y) . Puesto que la definicién de estos subgrupos
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normales es debida a Spanier [34] lo llamaremos grupo fundamental
topolégico de Spanier y lo denotatemos por 73 (Y, y) .

PROPOSICION 4.1. Sea (Y,y) un espacio basado conexo y local-
mente conexo por caminos. Si tenemos un 75 (Y, y)-conjunto continuo
I, entonces para cualquier x € F' el grupo de isotropia H, de x es
S-abierto. Ademds se tiene un morfismo canénico ¢: H,\75(Y,y) — F
tal que F' es transitivo si y solo si ¢ es un isomorfismo.

TEOREMA 4.2. Sea (Y,y) un espacio basado, conexo, localmen-
te conexo por caminos. Entonces para cada subgrupo S-abierto H de
m1(Y,y) existe una aplicacién recubridora py: (Xy,zy) — (Y,y) tal
que Xy es conexo por caminos y (py)«(m1(Xg,zy)) = H .

También disponemos del resultado analogo a la proposicién 3.2 para
m-conjuntos continuos a derecha.

PROPOSICION 4.2. Sea F' un m-conjunto continuo a derecha y sea
Y un espacio basado, conexo por caminos y localmente conexo por
caminos. Entonces existe una aplicacion recubridora p: X — Y tal que
F y p~'(y) son m-conjuntos continuos a derecha isomorfos.

Ahora incluimos los teoremas de clasificacién. Hemos estimado que
no es necesario desarrollar las demostraciones ya que es suficiente co-
piar la de los corresponcientes resultados obtenidas con la condicion
adicional de semilocalmente simplemente conexo y aplicar el teorema
4.2 en vez del 3.1 y la proposicion 4.2 en vez de la 3.2 .

TEOREMA 4.3. Sea Y un espacio basado, conexo y localmente co-
nexo por caminos. Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y médulo isomor-
fismos sobre Y estd en correspondencia biunivoca con las clase
de los m-conjuntos continuos a derecha mdédulo isomorfismos
de m-conjuntos.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos modulo isomorfismos sobre Y estd en co-
rrespondencia biunivoca con la clase de m-conjuntos continuos
transitivos modulo isomorfismos que a su vez es biyectiva al
conjunto de todos los subgrupos S-abiertos del grupo funda-
mental topolégico de Spanier de Y médulo conjugacion.

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras de Y médulo isomor-
fismos sobre Y con fibra el espacio discreto F' estd en corres-
pondencia biunivoca con el conjunto de representaciones con-
tinuas de la forma (75)? — Aut®(F) , médulo conjugacién,
donde (75)° denota el grupo opuesto del grupo fundamental
topoldgico de Spanier del espacio basado Y .

(iv) La clase de las aplicaciones recubridoras con espacio recubridor
conexo por caminos de Y modulo isomorfismos sobre Y con
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fibra el espacio discreto F' estd en correspondencia biunivoca
con el conjunto de representaciones continuas transitivas de la
forma (75)” — Aut®(F) , médulo conjugacion.

De modo andlogo al caso semilocalmente simplemente conexo se
tiene la clasificacién para aplicaciones recubridoras basadas.

TEOREMA 4.4. Sea Y un espacio basado, conexo, localmente conexo
por caminos. Entonces

(i) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas de (Y,y)
modulo isomorfismos sobre (Y, y) estd en correspondencia bi-
univoca con las clase de los 7m-conjuntos continuos a derecha
basados mdédulo isomorfismos de m-conjuntos continuos basa-
dos.

(ii) La clase de aplicaciones recubridoras basadas con espacio recu-
bridor conexo por caminos médulo isomorfismos basados so-
bre Y esta en correspondencia biunivoca con la clase de -
conjuntos continuos transitivos basados moédulo isomorfismos
basados que a su vez es biyectiva al conjunto de todos los sub-
grupos S-abiertos del grupo fundamental topolégico de Spa-
nier de Y .

(iii) La clase de las aplicaciones recubridoras basadas con espacio
recubridor conexo por caminos de (Y, y) médulo isomorfismos
basados sobre (Y, %) con fibra el espacio discreto basado (F) z)
estd en correspondencia biunivoca con el conjunto de represen-
taciones continuas transitivas de la forma (75) — Aut®(F) ,
donde (7°)° denota el grupo opuesto del grupo fundamental
topoldgico de Spanier del espacio basado Y .

EJjempPLO 4.1. El pendiente Hawayano E es un espacio métrico
compacto formado por la unién de circulos tangentes en el mismo punto
y tal que la sucesién de sus radios converge a cero. En la Figuras 4, 4, 4
podemos ver las cubiertas conexas de dos hojas del pendiente Hawayano
que, salvo las dos circunfrencias de mayor radio, trivializan sobre todas
las circunferencias.

5. Espacios recubridores sobre espacios generales

Los resultados de la secciéon anterior, se han planteado para otras
clases de espacios y a través de distintas técnicas. Citaremos brevemen-
te algunas de ellas.

1) Artin y Mazur | | probaron en su corolario 10.6, que si C' es
un sitio localmente conexo (una generalizacién de topologia localmente
conexa), cerrado bajo coproductos arbitrarios y K es un hipercubri-
miento (ver seccién 8 de | ], se trata de un objeto simplicial que
generaliza la nocién de cubrimiento abierto), entonces la categoria de
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FiGURA 1. 2-cubierta del pendiente Hawayano

morfismos localmente triviales sobre el objeto final de C', que son trivia-
les sobre K (aplicaciones recubridoras sobre un espacio que trivializan
sobre un abierto), es equivalente a la categoria de aplicaciones simpli-
ciales recubridoras sobre el conjunto simplicial ¢y(K) (generalizacién
del conjunto simplicial llamado nervio de Cech).

De este modo si se asocia a un espacio localmente conexo la cate-
goria distributiva localmente conexa de los haces del espacio. Para una
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F1GURA 2. 2-cubierta del pendiente Hawayano

categoria de este tipo resulta que el proconjunto simplicial de los hiper-
cubrimientos resulta ser isomorfo al nervio de Cech de todos los cubri-
mientos abiertos del espacio. Como consecuencia de esta construccion
se puede obtener mediante el corolario anterior la clasificiacién de las
aplicaciones recubridoras que trivializan sobre un cubrimiento abierto.

Notemos que este resultado es mas fuerte que el obtenido en la
seccion anterior ya que un espacio localmente conexo por caminos es
localmente conexo. Sin embargo mediante el procedimiento anterior el
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F1GURA 3. 2-cubierta del pendiente Hawayano

corolario 10.6 de Artin y Mazur no se puede aplicar al caso no local-
mente conexo.

Si aplicamos el grupo fundamental al proconjunto simplicial ante-
rior se obtiene los que denominaremos progrupo fundamental de Artin-
Marzur.

2) La nocién de “overlay”fue introducida por Fox [Fox72]. Para
el caso en el que el espacio base sea localmente conexo o haya un
nimero finito de fibras ésta coincide con la de aplicacién recubridora.
Fox utilizé invariantes de la teoria de la forma, introducida por Borsuk,
para dar un resultado que clasifica “overlays” con fibras finitas sobre
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espacios metrizables. Notemos que Fox impone la condicion de que el
espacio base sea metrizable pero no se exige la condicién de localmente
CONexo.

3) Si G es un grupo profinito, se puede considerar la categoria de
G-conjuntos finitos continuos. Una categoria se dice que es de Galois
si es equivalente a una del tipo anterior . Grothendieck | | dio
una descripcién axiomatica de estas categorias y probd que el grupo
profinito G asociado es tinico salvo isomorfismo. Este resultado permite
definir el grupo fundamental profinito de un topos de Grothendieck co-
nexo y punteado como el grupo profinito determinado por la categoria
de Galois de los objetos localmente constantes del topos. Por ejemplo,
si X es un espacio basado, conexo por caminos, localmente conexo por
caminos y semilocalmente simplemente conexo, entonces la categoria
de aplicaciones recubridoras con fibras finitas es equivalente a la ca-
tegoria de m-conjuntos finitos, como ya hemos visto en estos apuntes,
pero también sera equivalente a la categoria de 7-conjuntos finitos con-
tinuos, siendo 7 el grupo profinito del topos de los haces del espacio,
que resulta ser la complecién profinita de 7 . En el caso que X sea una
variedad algebraica no singular sobre el cuerpo de los complejos con
espacio asociado X (C) , entonces el grupo fundamental etale de X es
la compleccion finita del grupo fundamental de X (C) .

4) Moerdijk | | dio una caracterizacién de los topos de la forma
BG para G un grupo locélico prodiscreto. Probé que la categoria de los
grupos locélicos prodiscretos es equivalente a la categoria de progrupos
con transiciones exhaustivas. Para un espacio localmente conexo (cone-
x0) esta equivalencia lleva el progrupo fundamental de Artin-Mazur al
grupo localico fundamental considerado por Moerdijk. De nuevo resulta
que esta construccion no es aplicable a espacios que no sean locamente
CONEXos.

5) En | ] se introdujo una nueva nocién de proyeccién recu-
bridora que para espacios localmente conexos coincide con la nocién
usual de aplicacién recubridora. Con esta nueva nocién se verifica que
el progrupoide fundamental m de un espacio X clasifica las proyeccio-
nes recubridoras. Es decir que la categoria de proyecciones recubrido-
ras de un espacio (sin ninguna condicién adicional) es equivalente a
la categoria de m-conjuntos. Es importante observar que existen pro-
grupoides no isomorfos 7, 7" que determinan categorias de 7-conjuntos
y m'-conjuntos equivalentes. Se conocen algunos resultados parciales
de que ciertas equivalencias entre los pro-grupoides 7,7’ determinan
equivalencias de categorias entre m-conjuntos y 7’-conjuntos, pero se
desconoce las caracterizaciones precisas del tipo de equivalencia nece-
saria para que el reciproco sea cierto. Una generalizacién de los resulta-
dos anteriores para ciertos fibrados con cociclos localmente constantes
puede verse en [322].
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6) Una clasificacién de “overlays” sobre un espacio topolégico co-
nexo, utilizando resoluciones del espacio base formadas por retrac-
tos de entornos absolutos, puede verse en el trabajo de Mardesi¢-
Matijevié¢ [ | . En este articulo, los “overlays” del espacio base
se presentan inducidos por cubiertas sobre los espacios que forman su
resolucién. Un estudio de “overlays” de espacios obtenidos como limi-
tes inversos de toros ha sido realizado por Eda, Mandi¢ y Matijevi¢ en
[EMM].

7) Nuevos estudios sobre categorias conexas atémicas pueden ver-
se en | |. En este trabajo se prueba que un topos con un punto
es conexo y atémico es el topos clasificante de un grupo locéalico que
es precisamente el grupo locédlico de los automorfismos del punto. En
un trabajo posterior ([ ]) establece un teorema que caracteriza un
topos de Galois como el topos clasificante de un grupoide conexo con es-
pacio discreto de objetos y con hom-sets espacios locélicos prodiscretos.
Anteriormente y en esta direccion, Joyal-Tierney ya habian desarrolla-
do una teoria que culmina con un teorema que asegura que un topos
arbitrario es el topos clasificante de un grupoide locélico. Senalaremos
que otros trabajos sobre topos clasificantes de grupoides localicos han
sido realizados por M. Bunge y I. Moerdijk. Estos resultados tienen
importantes aplicaciones a la teoria de los aplicaciones recubridoras
debido a que una categoria de este tipo, bajo ciertas condiciones sobre
el espacio base base, es un topos clasificante de un grupoide locélico.
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