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0. Introduccion

Sea da una medida positiva sobre R para la que podamos asegurar la
existencia de un sistema de polinomios ortonormales asociado { P, }°° . Dada
una funcion f integrable para dicha medida, denotaremos por

S () = Y uPala) = [ Kta,) ) dao)

donde

N

Kx(e.) =X Ra)R) v = [ FOPO o),

n=0

la suma parcial N-ésima de la serie de Fourier de f respecto de dicho sistema
de polinomios.

Siendo claro, por teorfa de espacios de Hilbert, que si f € L*(R; da) dichas
sumas parciales convergen a la funcién f en L?(R;da), la cuestién natural
que se plantea es: jpara qué valores de p, 1 < p < 00, sigue sucediendo lo
mismo? No se conoce ninguna respuesta de tipo general a esta pregunta vy,
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como consecuencia, las investigaciones de los matematicos que se han dedi-
cado a este problema han ido encaminadas a su resolucion para sistemas de
polinomios particulares.

Limitandonos a medidas soportadas en el intervalo [—1, 1], la historia del
problema se puede resumir en lo siguiente: en 1947, Pollard [7] prueba que
para polinomios de Legendre, hay convergencia en LP([—1, 1]; dz) para p com-
prendido entre 4/3 y 4. El resultado es extendido por Muckenhoupt [5] para
los polinomios de Jacobi, probando que para 1 < p < oo hay convergencia
en LP([—1,1];du) si y sélo si se cumplen las ecuaciones

(+) 4B+1)T20+1) <p Tt <4(B+1) 720 +3),

{ Aa+ 1) 2a+1) <p Tt <d(a+1)"1(2a +3),

siendo a, 3 los exponentes en du(x) = (1 — 2)*(1 + 2)?dr (o, 8 > —1).
Posteriormente, el problema es completamente resuelto por Badkov para po-
linomios de Jacobi generalizados, asociados a ciertas modificaciones de los
pesos de Jacobi por funciones del tipo [] |z — x¢|”. Las técnicas de demostra-
cién en [5] y [7] pasan por el conocimiento de acotaciones uniformes para los
polinomios junto con propiedades de acotacién de la transformada de Hilbert
y en [1] por una estimacién directa del tamano de los nicleos Ky.

El objeto del presente articulo es resolver el problema anterior para me-
didas que son modificaciones por deltas de Dirac en los extremos de los pesos
de Jacobi, esto es, dv(z) = (1 — 2)*(1 + z)%dx + MJ_, + N&; en [—1,1].
Algunos aspectos de los polinomios asociados a dichas medidas han sido es-
tudiados en [2] y por este motivo nos referiremos a ellos como polinomios de
Koornwinder.

Demostraremos que el hecho de anadir deltas de Dirac en los extremos no
modifica el rango de los p para los que hay convergencia, es decir, habré con-
vergencia cuando y sélo cuando p satisfaga las ecuaciones (x).

Utilizaremos las siguientes notaciones:

du(z) = (1 — 2)*(1 + z)°dx  sobre [—1,1] (o, B> —1);

dv(z) = (1 —2)*(1 +2)’ dv + M5_, + N&; sobre [—1,1].

P.(x) = kp,x™+- - - serén, en general, los polinomios ortonormales asociados
a una medida da y escribiremos P2 = kpa™ + - - -, para denotar los asociados
a la medida (z — a)? da(z).

El articulo esta organizado como sigue: en el primer parrafo obtenemos
una féormula de tipo general que relaciona los polinomios asociados a una
modificacién de un peso por una delta de Dirac en funcién de los de par-
tida y de los asociados a la modificacién por (z — a)?. Esta férmula nos
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permitira en el segundo apartado obtener acotaciones para los polinomios de
Koornwinder y, por ultimo, en el parrafo 3, demostramos nuestro resultado
sobre convergencia.

1. Polinomios asociados a una modificaciéon por una del-
ta de Dirac

Proposicién 1. Sean da una medida positiva sobre R y a € R, y denotemos
por @, la sucesion de polinomios ortonormales con respecto a do + Mo,
siendo M > 0 y 6, la delta de Dirac en a. Entonces, para todo n existen
An, B, € (0,1) tales que

Qn(z) = A, Py(7) + Bu(r — a) Py_y ().

Ademds, si sopda = [—1,1] , &/ >0 a.e. ya € [—1,1], se tiene:
lim A, K, 1(a,a) = [Aa) +M]™',  lim B, = M[\a) + M] ™!,
donde

Aa) = nh_%lo K,(a,a)™" €0, 00).

Demostracion. Imponiendo que P,(x) + Cp,(x — a)P?_,(x) sea ortogonal al
espacio de los polinomios de grado menor o igual que n — 1, con respecto a
da+ M, (utilizando la base {(z —a)’}) se obtiene que la constante C,, debe
ser M(k,/k%_|)K,_1(a,a). Asi, dividiendo dicho polinomio por su norma,
obtenemos @),,, dado que P, (z)+ C,(z —a)P%_,(x) es un polinomio de grado
exactamente n y con coeficiente director positivo. Su norma en L*(da+ M4, )
es

D, = [MP,(a)®> + 14 Cs(2,n) + 2C, (k. /E_)]*/2.

Por tanto, Q,,(z) = D' P,(z)+C, D (x—a)P*_,(z). Como D,, > méax{1,C,},
se sigue que A, = D', B, = C,D;! € (0,1).

Para la segunda parte de la proposicién basta tener en cuenta la expresion
de D, y C,, y recordar los siguientes resultados de tipo general:

— Siempre que sopda = [—1,1] y o/ > 0 a.e., se tiene que (k,,/kns1) —
1/2 (ver [9] , pag. 212).

— En las mismas hipétesis,

(k" /o) — exp (;—; /0 " logl(cost — a)?) dt)

(ver [4], teorema 11) y puede calcularse que, Va € [—1,1], el valor de esta
integral es —4mlog 2. Por lo tanto, (k,/k%_;) — 1.
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— Por otro lado, de sopda = [—1,1] y o > 0 a.e., se sigue que, en la
relacién de recurrencia P, = a,41 P11+ by, Py +an Py, a, — 1/2y b, — 0
(ver [9], pdg. 212, o bien [4], teorema 10). Y entonces se tiene:

Jirgo[Pn(x)Q/Kn,l(x,x)] =0 Vze[-1,1]

(ver [6], teorema 3, pag. 26). Por consiguiente, lim,, ..[P,(a)/K,_1(a,a)] =
0. O

2. Estimaciones para los polinomios de Koornwinder

Proposicién 2. Sea {Q,} la sucesion de polinomios ortonormales con res-
pecto a la medida dv(z) = (1 — 2)*(1 + x)? dx + Md_(x) + N (x) sobre
[—1,1], M, N > 0. Entonces existe una constante C tal que Yz € [—1,1] y
Vn € N:

(a) |Qn(z)] < C(1 — x4+ n2)"0/27 V41 4 g + n=2)=8/271/4,
(b) St M >0, |Qn(-1)] < Cniﬁigﬁf si N >0, [Qn(1)] < Cn—o=3/2,

Demostracion. (a) Sean P, los polinomios ortonormales con respecto a du =
(1 —2)*(1 +z)?dz, R, los ortonormales con respecto a du + M§_; y piY
los ortonormales con respecto a (1 + x)? du. Puesto que du 'y (1+ x)? du son
medidas de Jacobi, se verifican las acotaciones

|Po(@)] < C(1 =z +n )2V 4 g n72) P21
‘Péj)(@’ <C(l—z+ n’2)’°‘/2*1/4(1 +r+ n*2)fﬂ/275/4
(ver [5]). De la proposicién 1 se deduce ahora que
Rule)] < CL— -4 m~2)=/2- 1 4 3 42y P51,

Repitiendo el proceso con la medida du+Md_; y a = 1 se llega a la acotacion
de los @,,.

(b) Si {P,} y {K,} son las sucesiones de polinomios ortonormales y
nticleos de dpu, es conocido (ver [10], §4.1, §4.3 y §4.5) que |P,(—1)| ~ nf+1/2
y |Kn(—1,=1)] ~n2P*D donde con a, ~ b, indicamos que existen C, D > 0
tales que, Vn, Cb, < a,, < Db,. De esto se deduce por la proposicion 1 que,
si M > 0, los polinomios R,, ortonormales con respecto a du+ MJ_; cumplen

IRu(=1)| = Au|Po(=1)| ~ |Py(=1)/Kn(—1,—-1)| < Cn =32,

Por la misma razén, los polinomios R}, ortonormales con respecto a (1 —

2)2(dp+M6_y) = (1—2)? du+4MJ_, cumplen que |RL(—1)| < Cn=73/2, De
nuevo por la proposicién 1, Q,(—1) = A, R,(=1)—2B,R._,)(—1) y por tanto
|Qn(—1)| < Cn=P=3/2_ Andlogamente, |Q,(1)] < Cn=*"3/2si N > 0. O



3. Convergencia de la serie de Fourier

Teorema. Denotando por S, f las sumas parciales del desarrollo en serie de
Fourier de f con respecto a dv(z) = (1—2z)*(1+x)P dx+ M&_, + N§; sobre
[—1,1], las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S, son operadores uniformemente acotados en LP(dv).
(ii) Spf — f en LP(dv), para toda funcion f en LP(dv).
(i11) p satisface las condiciones ().

Demostracion. La equivalencia entre (i) y (ii) es cldsica para cualquier medi-
da finita sobre [—1, 1], siguiéndose por bien conocidos argumentos de Anélisis
Funcional (teorema de la acotacién uniforme y densidad de los polinomios en
LP(dv)). Por otra parte, (i) = (iii) consiste en la simple observacién de que
el teorema de Maté, Nevai y Totik referente a condiciones necesarias para la
convergencia de la serie de Fourier (ver [3]) solamente requiere el conocimien-
to de la parte absolutamente continua de la medida y, por tanto, el rango
de los p es el mismo que para los correspondientes polinomios de Jacobi. Por
tanto, sélo debemos ocuparnos de la implicacion (iii) = (i).
Se trata de probar que la expresion

| Isut@p dvta) = MIS,FDP + NS, FOP + [ 18,5@P duto)

estd acotada (independientemente de n) por C’f_ll |f(z)[Pdv(x). Ademaés,
basta hacerlo para p > 2, por dualidad.
Para la acotacion del primer sumando, observemos que

" 12 ¢ . 1/2
S{Zﬂj)z} {ZPJ(_1)2} :

El primer factor es menor o igual que || f||z2(a) < C| fllLr(a) v €l segundo
estd acotado uniformemente por una constante, debido a la parte (b) de la
proposicién 2. La cota para |S, f(1)| es totalmente andloga.

Para la acotacién del tercer sumando, tenemos que

S f (=

/_ 1S,/ dute)
< Car|f(-1)p / Kolz, ~DP du(e) + OV ()P / Ko (2, 1) P du(z)

wef,

du(x).

/ny Py dnto)|



Como M]|f(=1)|P, N|f(D)]P y fj1|f(x)]pd,u(x) estdn controlados por

f_ll |f(z)|P dv(x), para llegar a la demostracién de (i) basta que logremos
las tres siguientes mayoraciones:

1
(A-1) / | K (z, —1)|Pdu(z) < C, para todo n,
—1
1
(A-2) / | K (x,1)[Pdu(x) < C, para todo n,
-1
(A-3)

/_ Kule)f(0) duty)| duta) < € / f@P du(o).  para todo n

1
/.
Para la demostraciéon de (A-1) (la de (A-2) es similar), partimos de la des-
composicién del nicleo (ver [8]) como

Kn(l’, y) = TnQn-l—l(l‘)Qn—i-l(y)
(1 —2*) Ry (2)Qus1(y) (1 — y*)Ru(y)Qui1 ()

+ Sy — Sn ,
r—Yy r—Yy

donde {r,} y {s.} son sucesiones acotadas (ver [11]), @Q,(z) son los polino-
mios ortonormales con respecto a dv(z) y R, (z) son los polinomios ortonor-
males correspondientes a la medida (1—2?) dv(z) = (1 —2?) du(z). Entonces,
paray = 1, resulta K, (z,1) = 7,Qn11(2)Qni1(1) — s, (1+2) R, (2)Qns1(1). A
partir de esta expresién, con las cotas obtenidas para @), en la proposicion 2 y
las acotaciones que verifican los R,, (puesto que son polinomios de Jacobi con
exponentes a+ 1y 4 1), es un sencillo ejercicio obtener la acotacién (A-2).

Por dltimo, utilizando la misma descomposicién del ntcleo, la obtencion
de (A-3) consiste en demostrar que

/_ Wi () dule) < / @) dula), Vo, parai =123
donde .
Wt (2) = / T(n, 2, 9) () du(y)

1

T (nv z, y) - Qn-i—l(x)Qn—i-l(y)?

T2(n,$7y): r—Uy )
Ty(n,z,y) = (1- y?)in_y;QnH(I)



Pero esta demostracion es idéntica a la del caso de los pesos de Jacobi,
sin deltas de Dirac, puesto que en ésta sélo se necesitan cotas superiores
para los polinomios ortonormales, que, segun la proposicion 2, son validas
también para los polinomios de Koornwinder. Esto concluye la demostracion
de (iii) = (i) y del teorema. O

Nota. Siguiendo en parte el esquema anterior, puede estudiarse el problema
analogo para los polinomios ortogonales con respecto a medidas sobre el in-
tervalo [—1, 1] que son suma de un peso de Jacobi generalizado y de deltas de
Dirac incluso en puntos del interior del intervalo. Este problema sera objeto
de un posterior trabajo.
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