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Céalculo del determinante de Vandermonde
con ayuda de un polinomio

Se denomina determinante de Vandermonde de orden n a

2 n—1
1 a a% ceeoay .
e
1 ax a5 ... aj .
2 n—
V, = 1 a3 a3 ... aj
1 ap a% ... ag_l

Es muy conocido que el valor de este determinante es

Vi, = H (a; — a;). (1)

1<i<j<n

Las demostraciones habituales de (1) pasan por precisas pero sencillas manipulacio-
nes de V,, aplicando algunas propiedades tipicas de los determinantes (por ejemplo,
que si a una columna se le resta otra multiplicada por una constante, el valor del
determinante no cambia). Damos aqui una demostracién alternativa que usa propie-
dades elementales de los polinomios y que, pese a ser rapida y elegante, es muy poco
conocida (aunque, posiblemente, numerosos mateméaticos la han descubierto por su
cuenta). Podemos suponer que los a; son distintos pues, si no, (1) es trivial.
Definamos P,,_1(x) anadiendo a V,,_; una fila y una columna extra:

n—1
V-1 ag

1 =z 22 ... "2 "

Es claro que P,_1(z) es un polinomio de grado n—1 y coeficiente director V,,_; (basta
desarrollar por la dltima fila); ademds, P,,_1(x) se anula en x = ay,as,...,a,—1 (el
correspondiente determinante tiene dos filas iguales). Asi pues,

Pro1(z) = Voo (z —a1)(w —az) - (7 — an—1).
Pero
Vn = n—l(an) = Vn—l ‘ (an - al)(an - (12) e (an - an—1)7
y esto prueba (1) por induccién.
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