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RESUMEN

En este articulo hacemos un recorrido, a grandes rasgos y desde una perspec-
tiva histérica y familiar, sobre nuestra investigacion en analisis de Fourier.
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gonales, funciones de Bessel, teoria de aproximacion.

In this paper we describe the research lines of our work on Fourier Analysis. We
do it from a historical and familiar point of view.

Key words:  Fourier analysis, orthogonal systems, orthogonal polynomials, Bessel
functions, approximation theory.

1. EL ORIGEN DEL ANALISIS DE FOURIER

A finales del afio 1807, Joseph Fourier present6 al Institut de France una me-
moria titulada Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps solides en la
que analizaba el problema de la propagacién del calor en un cuerpo a lo largo del
tiempo, conociendo la temperatura en el instante inicial. El trabajo fue analizado
por un comité de cuatro expertos pero no se llegd a emitir ningtn informe sobre
el contenido del mismo. Sin embargo, el Instituto propuso como tema para su pre-
mio del afio 1812 «dar la teoria matematica de las leyes de propagacion del calor
y comparar los resultados de esta teoria con los de experiencias exactas». A finales
de 1811 Fourier entregd una nueva memoria titulada Théorie du mouvement de la
chalenr dans les corps solides. El trabajo resulté ganador pero no llegd a ser publi-
cado por las reservas del jurado sobre su generalidad y rigor. Finalmente, en 1822
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Fourier reuni6 sus resultados sobre el tema en la obra Théorie analytigue de la cha-
lewr. La memoria premiada fue publicada, debido a la insistencia del autor, en dos
partes aparecidas en 1824 y 1826. Aunque desarrollado en los trabajos posteriores,
la parte principal del estudio de Fourier sobre la propagacién del calor estaba ya
contenida en la memoria de 1807.

THEORIE

ANALYTIQUE

DE LA CHALEUR,

Pus M. FOURIER

GHEZ FIRMIN DIDOT, PERE ET FILS

Retrato caricaturesco de J. Fourier, atribuido a Julien Leopold Boilly, y la portada
de su obra Théorie analytique de la chalenr.

A lo largo de su vida, J. Fourier trabajé como docente e investigador y ocupd
distintos cargos politicos, llegando a ser prefecto de algunas regiones de Francia.
Resulta destacable su participacién en la seccién cientifica de la expedicion de Na-
poledn a Egipto. Desde 1815 hasta su muerte, acaecida en 1830 a los 62 afios de
edad, se centro en desarrollar su carrera politica dentro del ambito cientifico. Tras
ingresar en la Académie des Sciences en 1817, en 1822 fue nombrado Secretario Per-
petuo de la misma y en 1826 fue elegido miembro de la Academia Francesa.

En su memoria sobre la distribucion del calor Fourier, para obtener su so-
lucion, necesita escribir la funcidon que da la distribucion de temperatura inicial
como suma de una serie trigonométrica. Este es precisamente el punto de partida
de lo que hoy denominamos, en su honor, series de Fourier. El problema consiste
en, dada una funcién f de periodo 27, encontrar una serie trigonométrica de la
forma

Mz
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% (ay, coskx + by, senkx)
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1

cuya suma coincida con f(x) para cada x. Fourier decidié que los coeficientes
debian venir dados por las f6rmulas
1 (" 1 ("
a,=—| f(x)coskxdx y by=—1 f(x)senkxdx.
_r T J—n

T

Para Fourier no habia duda de que las series asi definidas representaban a la
funcién f de partida. Sin embargo, en su razonamiento habia involucrados una
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serie de conceptos matematicos que no serian clarificados hasta bastantes afios des-
pués. En palabras de J. Duoandikoetxea [32]:

A falta de demostraciones generales de sus resultados, lo que Fou-
rier nos legd no fue un teorema sobre la representacion de una funcion
en serie trigonométrica, sino un problema. Un problema en el que es-
taban implicados los conceptos de funcién, integral, suma de series v,
posteriormente, tipo de convergencia. La influencia de este problema
en el desarrollo de los conceptos del analisis matematico fue conside-

rable.

De hecho, la rigorizacidn y el desarrollo de lo que hoy llamamos andlisis de Fourier
ha sido un proceso largo y laborioso! en el que todavia hay importantes cuestiones
por resolver.

Mediante la relacién e** = cosx + i sen x, la serie de Fourier de una funcién
/ integrable y 27t-periddica puede reescribirse como

ch(f)eikx con ck(f):%fn f(x)e_ikxdx. (1)
k€Z —r

Si denotamos por S, f(x) la suma parcial de los términos de la serie de Fourier
tales que |k| < 7, es decir

S,f(x)= > (e,

|k|<n
la cuestién central del analisis de Fourier consiste en determinar para qué funciones
se verifica
’
lim S, f(x) = f(x),
n—oQ
entendiendo el limite en alguno de sus multiples sentidos.

La principal caracteristica de las funciones {e?**

en el intervalo [—7, 7], es decir, cumplen que

}rez s que son ortonormales

1 (" . _ 0, sin#m
einxXpmimx J. — ’ ) 75 ’
27 ), 1, stm=m.

Es precisamente esta propiedad la que determina que los coeficientes ¢, (f) tomen
la expresién dada en (1).

En matematicas es bien conocida la existencia de otras familias de funciones
ortonormales (polinomios fundamentalmente, aunque existen otras) que cumplen
importantes roles en campos tan dispares como la mecanica cuantica o la mate-
matica financiera. La cuestion que surge de manera natural es si con esas familias

!Para un estudio breve pero detallado sobre el desarrollo histérico del analisis de Fourier podemos
recomendar el citado articulo de J. Duoandikoetxea [32].
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de funciones es posible realizar desarrollos de funciones en forma de serie. La res-
puesta a esta cuestion es afirmativa en muchos casos y ha dado lugar a lo que se
denominan series de Fourier no trigonométricas. Este tipo de series se han traba-
jado de manera intensiva desde los afios cincuenta del siglo pasado, y en nuestra
universidad es una linea de investigaciéon implantada a finales de los afios ochenta
(cuando atn éramos colegio universitario dependiente de Zaragoza) y que ha dado
lugar a trabajos publicados en revistas de gran relevancia internacional.

2. NUESTROS PRIMEROS PASOS

Las series de Fourier no trigonométricas llegan a la Universidad de La Rioja de
la mano de José Luis Rubio de Francia. El profesor Rubio de Francia fue uno de los
principales exponentes de la matematica que se desarrollé en Espafia durante los
tltimos afios del franquismo y en los primeros de la democracia.? Tras su periodo
formativo en la Universidad de Zaragoza, donde realizé su tesis doctoral bajo la
direccién del profesor Luis Vigil® en problemas de anilisis de Fourier abstracto,
pasé dos afios como estudiante postdoctoral en la Universidad de Princeton, donde
entr6 en contacto con el analisis armdnico de mas alto nivel. Alli fue donde tuvo
acceso a las herramientas que habrian de convertirlo en uno de los analistas mas
potentes de la matematica espafiola.

A pesar de su temprana muerte en 1988 a la edad de 38 afios, el profesor Rubio
de Francia fue capaz de formar a su alrededor a un grupo de matematicos, actual-
mente en activo muchos de ellos, que han logrado importantes resultados dentro
del analisis de Fourier. Uno de sus estudiantes fue el profesor José Javier Guadalu-
pe, catedratico de analisis matematico de la Universidad de La Rioja, tristemente
desaparecido en el afio 2000. Es precisamente esta conexion la que origin6 que en
nuestro departamento se comenzase a trabajar en series de Fourier no trigonomé-
tricas.

Tras su estancia en Princeton a finales de los setenta, el profesor Rubio de
Francia vuelve a Espafia y comienza a dirigir la tesis del profesor Guadalupe. Re-
sulta interesante resefiar que, por circunstancias personales, el profesor Rubio de
Francia pasé en Logrofio un curso académico a principios de los ochenta impar-
tiendo clases en el viejo Colegio Universitario de ciencias. Ese afio resulté decisivo
para la conclusion de la tesis del profesor Guadalupe que en aquellos afios ya estaba
instalado en Logrofio.

Como resultado de sus investigaciones en teoria de pesos (una fecunda rama
del analisis arménico), el profesor Rubio de Francia, junto al profesor J. Garcia
Cuerva, de la Universidad Auténoma de Madrid, escribié a mediados de los afios

2El desarrollo histérico del analisis matemético en Espafia y sus grupos de investigacién estd muy
bien descrito en el excelente articulo [6].

3Precisamente este afio se cumplen 100 afios del nacimiento de D. Luis Vigil y Vizquez, el iniciador
en Espafia de la investigacion en polinomios ortogonales, que ahora es una amplia escuela. Como
recuerdo de su persona y su obra matematica, entre el 17 y 19 de octubre de 2014 se celebra en Alquézar
(Huesca), el IX EITA Research Meeting in Approximation Theory.
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De izquierda a derecha, el profesor José Luis Rubio de Francia, portada de «El
Libro» y el profesor José Javier Guadalupe.

ochenta una obra fundamental para los que nos dedicamos a esta linea de trabajo:
Weighted norm inequalities and related inequalities, [35]. Hasta tal punto era una
referencia basica para nuestro trabajo que el profesor Guadalupe solia referirse
a él como «El Libro». Es precisamente en las paginas 470 y 471 de «El Libro»
donde por primera vez se utiliza la teoria de pesos para el estudio de series de
Fourier no trigonométricas. En concreto se analiza la acotacién en espacios de
Lebesgue de la suma parcial de las series de Fourier de polinomios de Legendre. El
resultado era bien conocido y la demostracion original se debia a H. Pollard [50].
Sin embargo, el analisis del problema desde el punto de vista de la teoria de pesos
abria la posibilidad de desarrollar una nueva linea de trabajo.

El profesor Rubio de Francia propuso estudiar las posibilidades de este tipo
de ideas al profesor Guadalupe y asi fue como éste comenz6 a dirigir dos tesis doc-
torales en las que se pretendia explotar la potencia de la teoria de pesos dentro del
estudio de las series de Fourier no trigonométricas (la segunda de ellas codirigida
por Francisco J. Ruiz, también alumno de doctorado de Rubio de Francia). Los
doctorandos que realizaron esas tesis eran el profesor Juan Luis Varona, actual ca-
tedratico de matematica aplicada de nuestra universidad y uno de los autores de
este trabajo, y el profesor Mario Pérez, profesor titular de analisis matematico en
la Universidad de Zaragoza. Ellos son, aunque uno no esté en nuestra universidad,
miembros muy activos de nuestro equipo de investigacién. Después han venido
otros, los profesores Oscar Ciaurri y Luz Roncal, con un curriculum investigador
ya consolidado, y, recientemente, los doctorandos Alberto Arenas y Edgar Labar-
ga, que acaban de defender sus trabajos de fin de master ([2] y [47]).

Con los afios, los temas de investigacion que ocupaban nuestro tiempo han
ido variando y, por supuesto, ya no trabajamos en los problemas inicialmente plan-
teados, pero las nuevas lineas de trabajo que hemos abierto atin estan empapadas
de aquel espiritu inicial. Aunque una gran parte de nuestra investigacion sigue es-
tando relacionada con el andlisis arménico y la teorfa de aproximacién, también
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En su sentido cientifico (las lineas entre nodos aluden a la direccién de la tesis
doctoral), éste es el arbol genealdgico de nuestro grupo (véase http://genealogy.
math.ndsu.nodak.edu).

hemos dedicado esfuerzos y obtenido resultados en otros campos de la matematica
mds 0 menos cercanos, como puede ser la teoria de niimeros, los métodos iterati-
vos, la matemAtica computacional, las ecuaciones diferenciales, o la resolucién de
problemas, entre otros temas. Escribir sobre todo ello seria demasiado largo, asi
que en este articulo solo nos ocuparemos de los aspectos de nuestro trabajo mas
préximos a los inicios de nuestro grupo: las series de Fourier no trigonométricas.

No queremos despedir esta seccion sin rendir un carifioso y merecido re-
cuerdo a nuestros origenes, personificados en José Luis y en Chicho (como habi-
tualmente denomindbamos a José Javier Guadalupe), ambos fallecidos de manera
prematura, y ambos muy apreciados por la comunidad matemética espafiola (res-
pectivamente, véanse [33] y las referencias que contiene, y [34, 49]). A José Luis
no solo hay que agradecerle su aportacién a las matematicas en una época en la que
la investigacién matematica en Espafia era casi inexistente, sino su animo y el espi-
ritu universitario que trasmitia, que contagid a muchos de sus compafieros. Baste
decir que en 1978 él fundo, en Zaragoza y en Logrofio, sendos seminarios en los
que, de manera regular, se impartian conferencias de contenido matematico con el
fin de divulgar resultados recientes de investigacién o familiarizar a los asistentes
(habitualmente compafieros) con nuevos temas; ambos seminarios contintian su
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andadura actualmente (véanse [1] y [46]). José Luis falleci6 en 1988 (solo el mayor
de los autores de este articulo llegd a conocerlo), pero Chicho estaba ya impregna-
do de su entusiasmo y sus ganas de trabajo en la investigaciéon matematica, que nos
trasmitié a nosotros. Este grupo quedé huérfano cuando el afio 2000 fallecia Chi-
cho en un accidente de trafico, volviendo a Logrofio tras sus habituales reuniones
de investigacién en Zaragoza. Los que esto escribimos esperamos haber sido —y
seguir siendo— dignos sucesores.

3. ALGUNAS DE NUESTRAS APORTACIONES

Para tratar de situar de un modo mas detallado nuestra investigacién mostra-
remos algunos aspectos de la misma de manera rigurosa pero sin entrar en excesivos
detalles técnicos.

3.1. Series de Fourier-Jacobi

Dados a, 3 > —1, usaremos p( =P para denotar el polinomio de Jacobi de
orden (a,3) y grado n > 0. Estos polinomios son ortonormales en L*((—1,1),
(1—x)*(1+ x) dx); es decir, satisfacen la relacién

0, sin;ém,
1, sin=m.

pff‘ﬂ)( )PP )1 —x) (14 2)° dx:{

En este caso, dada una funciéon f definida en el intervalo (—1, 1) definimos la
serie de Fourier-Jacobi de f como

Zd(}r (a,B) ),

donde
4= | Fer P —ar 5V d

El problema consiste en determinar para qué valores de p se tiene la convergencia
en L?((—1,1),(1—x)%(14x)? dx) de la serie de Fourier-Jacobi a la funcién f. En

concreto, si
= > d(p”
k=0

es el operador de suma parcial 7-ésima, nos interesa saber cuando

hm IS,/ — f”LP x)(1+x)8 dx) =0,
donde
1 1/p
Ul tetmys o = < f P (1= %) (14 x)° dx> .
-1
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Que eso es cierto para p = 2 es un resultado sencillo (basado en que los espacios
L? son espacios de Hilbert), pero para otros valores de p dista mucho de tener una
respuesta facil, y ése es el caso que interesa estudiar.

Como consecuencia de ciertos resultados clasicos de analisis funcional, el pro-
blema de la convergencia es equivalente a la acotacién

||Snf||LP((71,1),(17x)"(1+x)18 dx) < Cl|f||LP((71,1),(17x)“(1+x)r3 dx)> (2)

donde C es una constante independiente de 7 y f. El estudio de la desigualdad
(2) se puede generalizar incorporando ciertas funciones peso a ambos lados, donde
denominamos peso a una funcién no negativa y localmente integrable. Si # y v
son dos pesos, un problema que ha centrado nuestro interés es el analisis de las
condiciones que deben verificar para que se cumpla la desigualdad

[|2S,, f“LP —1,1),(1—x)(1+x)8 dx) <C||7/f||u> L,1),(1—x)2(14x)P dx)> 3)

donde, de nuevo, la constante C no debe depender de 7 ni de /. Un ejemplo
de este tipo de estimaciones, que es un caso particular del resultado principal de
[36] y que no exponemos en toda su generalidad por lo complejo que resultaria
introducir toda la notacién necesaria, es el siguiente:

TeOREMA 1. Sean a, 3 > —1, 1< p < 00 y denotemos u, (x) = (1—x)"(1+x)’.
Entonces

||Ma,l7snf||Ll’((—1,1),(1—x)“(1+x):5dx) < Cl|%A,Bf||L1’((—1,1),(1—x)“(1+x)/3dx)’

con C independientede n y f, si y solo si

1 1 1 1 1 1
_m{n{—,a+ }—a<(a+1) - <m{n{—,a+ }—A, a<A,
272 » 2 4

—min{l,@}—b <(B+ 1)<l—1> < min{l,ﬁ}—B, b <B.
2 » 2 2

La demostracion del resultado es una aplicacion de la teoria de pesos y del ana-
lisis detallado de ciertas cuestiones técnicas. Cabe sefialar que el teorema anterior
ya era conocido para algunos valores particulares de los pardmetros involucrados.
Por ejemplo, el caso a = b = A= B =0 es un resultado clasico debido a H. Pollard
[51], y el caso a = A y b = B fue analizado por B. Muckenhoupt [48].

Es posible comprobar que la acotacion uniforme del teorema anterior solo
se verifica cuando p pertenece a un cierto intervalo (p,, p;), donde p, y p; son
valores dependientes de , 3,4,b,A y B. El intervalo (pg, p;) suele denominarse
intervalo de convergencia en media. En los valores extremos p = py y p = p, solo
cabe esperar algtn tipo de acotacion débil (cuya definicién precisa omitimos), y
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fuera del intervalo no es posible obtener ni siquiera ese tipo de acotacién (ya que
un argumento de interpolacion llevaria a una contradiccion). Sin precisar detalles,
debemos indicar que el estudio de acotaciones débiles en los extremos del intervalo
de convergencia en media ha sido un problema que hemos analizado en detalle para
las series de Fourier-Jacobi y los resultados pueden verse en [39], [42], [43] y [44].
Otros resultados sobre series de Fourier-Jacobi que obtuvimos a lo largo de los
afios noventa estan recogidos en [37], [40] y [41]; en particular, merece la pena
comentar que en [40] y [41] se analiza qué ocurre con la serie de Fourier (y su
convergencia) cuando al peso le afiadimos deltas de Dirac, problema sobre el que
no habfa literatura matematica previa.

En los tltimos afios las series de Fourier-Jacobi han vuelto a ser objeto de
atenci6n de nuestro equipo investigador. En [10] se han analizado acotaciones con
pesos de ciertos operadores que relacionan series de Fourier-Jacobi de distintos 6r-
denes; en [21], al estudiar una determinada familia de operadores sobre variedades
riemannianas, se realizo la acotacion de los denominados operadores de integral
fraccionaria asociados con las series de Fourier-Jacobi con constantes independien-
tes del orden; en [9], en relacién con un sistema ortonormal de polinomios sobre
la bola unidad 7-dimensional, ha sido necesario realizar estimaciones para el opera-
dor de Poisson asociado con las series de Fourier-Jacobi. El resultado mas reciente
que hemos obtenido da una caracterizacion de la acotacion uniforme de las sumas
parciales de las series de Fourier-Jacobi en espacios de Morrey [3], que son una
generalizacién de los espacios de Lebesgue.

3.2. Series de Fourier-Bessel

Las funciones de Bessel de orden a, que denotaremos mediante J,, son solu-
ciones de la ecuacion diferencial de segundo orden

ny// + xy/ + <x2 _ a2)y — O,

y aparecen de manera natural en muchos problemas de la fisica matematica y del
anlisis arménico clésico. Se trata de una familia de funciones que generaliza las
funciones seno y coseno (de hecho, si @ = £1/2 las funciones de Bessel son ligeras
modificaciones del seno y el coseno), y una de sus principales caracteristicas es
que tienen un conjunto numerable de ceros positivos distintos. Denotaremos esos
ceros por A, ,, 7 =1,2,..., y los supondremos ordenados de forma creciente (es
decir, A, , < A, , sin<m).

Con las funciones de Bessel y sus ceros es posible comprobar que, para ciertas
constantes positivas c,, si definimos 7, ,(x) = c,/, (4, ,x) se verifica la relacién

0, sin#m,

1, sin=m;

1
f fra() () dx =
0

es decir, las funciones {j, ,},~; son un sistema ortonormal en L*((0,1),x dx).
El sistema es ademds completo. Con este sistema ortonormal, para funciones f
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definidas en (0, 1) se definen las series de Fourier-Bessel como

[ee]

Zf—’k(f)/k,a(x)»

k=1

siendo

1
e (f) ZL (%) 0 (x)xdx.

Las acotaciones uniformes con pesos y las acotaciones débiles para el operador
de suma parcial (que se define de la manera obvia) de las series de Fourier-Bessel se
realiz6 en los afios noventa, en paralelo con el caso de las series de Fourier-Jacobi.
Los resultados aparecieron publicados en [38].

Cuando la acotacion de las sumas parciales falla es habitual considerar lo que
se denomina métodos de sumacidn, intentando de este modo ampliar el intervalo de
convergencia en media. Existen multitud de métodos de sumacién, pero en el caso
de las series de Fourier-Bessel a nosotros nos interesaron las denominadas medias
de Bochner-Riesz. Para cada & >0y R > 0 se definen como

oo 2N\
BRf(x>:; 1_R_’2a e/e(f)jk,a(x)a

con t, =max{t,0}. En este caso se trata de estudiar acotaciones de la forma

1Brf N2r01),0d) < ClFllLr(0,1),0 )

o su version con pesos, donde C es una constante independiente de R y f. Por
supuesto, este tipo de acotaciones también da, como consecuencia, la convergencia
de Bif hacia la funcién f en la norma L?((0,1),xdx). Es interesante observar
que el caso limite & = O se corresponde esencialmente con las sumas parciales.
Acotaciones con distintos tipos de pesos para este operador han sido estudiadas en
los trabajos [15] y [16]. El siguiente teorema es un caso particular de algunos de
los resultados de esos articulos.

TEOREMA 2. Sean a >—1/2,8 >0y 1< p < oo. Entonces

||BRf||Ll’((O,1),xdx) < C”f”LP((O,l),xdx)’

con C una constante independiente de R y f, si y solo si

78 <PSis

La convergencia puntual («en casi todo punto», realmente) de la suma parcial
de la serie de Fourier clasica para funciones en espacios de Lebesgue fue un proble-
ma de gran dificultad planteado a principios del siglo pasado y resuelto en los afios
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sesenta por Carleson y Hunt. El estudio de este tipo de problemas involucra la aco-
tacion de ciertos operadores maximales. En el caso de las medias de Bochner-Riesz
para las series de Fourier-Bessel, el operador maximal asociado se define como

Bf(x)= sup |Brf(x)].

La acotacién en los espacios L?((0,1),x dx) del operador 9B f permite deducir la
convergencia puntual de las medias de Bochner-Riesz para funciones en ese mismo
espacio. Este tipo de resultados los tratamos en [19].

A lo largo de los tltimos afios hemos analizado otros aspectos de las series de
Fourier-Bessel: la transformada de Riesz y sus potencias, en [23] y [18]; operadores
relacionando series de Fourier-Bessel con funciones de Bessel de distinto orden, en
[22] y [24]; las denominadas g,-funciones de Littlewood-Paley-Stein, en [17]; y el
operador de ondas, en [20].

3.3. Series de Fourier-Neumann

Las funciones de Bessel satisfacen otro tipo de relacion de ortogonalidad, en

este caso con respecto al orden. Para o > —1, verifican que
x —, sin=m,

J Jar2nit (O oqamn(x) — = { 2a+2n+1)
0 x 0, sin#m,

de lo que se deduce que las funciones #7(x) = /2(a+2n + D)x= ], . (x),
n =0,1,..., son ortonormales en el espacio L?((0,00),x***!dx) si @ > —1. Es-
tas funciones no son densas en el espacio L? correspondiente, y para describir el
espacio donde son densas debemos dar algunas definiciones.

La transformada de Hankel de una funcién f, definida en (0, 00), estd dada
por la expresion integral

FC,f(x) f () ) y2 iy, a>—1;
con ella definimos el operador
M f =7 (xon 7l )

que se denomina multiplicador del intervalo [0, 1] para la transformada de Hankel.
Entonces las funciones ¢ son densas en el espacio

B, ={f € L*((0,00),x*** dx): M,f = f}.

Las series de Fourier asociadas con el sistema ¢ se denominan series de
Fourier-Neumann y estan dadas, para funciones f adecuadas, por

> h(N) (%),
k=0
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con

he(f) = j FO)FE = dy.

La convergencia de estas series se analiza en los espacios B 0> que se definen como

B, , pero tomando las funciones en el espacio L?((0, 00),x***1 dx). En concreto,
si definimos las sumas parciales de las series de Fourier-Neumann de la manera
obvia, en [52] puede verse el siguiente resultado.

TEOREMA 3. Sean a >—1/2y 1< p < oco. Entonces
nlirgo ||Snf _f”LP((O,oo),xz“*‘ dx) = O’ para f € Bp,a’

sty solo s
,{4 Ha+1)
max

%a+w}
3’ 2043 '

} < p <min {4,
2a0+1
Tanto las series de Fourier-Neumann como ciertos operadores asociados con
la transformada de Hankel han dado lugar a un buen pufiado de publicaciones
por parte de miembros de nuestro equipo. Sobre las series de Fourier-Neumann
hemos obtenido acotaciones con pesos para el operador suma parcial [11] y acota-
ciones débiles [13]; las hemos aplicado en el estudio de un sistema de ecuaciones
integrales [12]; hemos analizado el semigrupo de Poisson y el del calor [4]; hemos
tratado un método de sumacion de tipo Cesaro [26]; hemos estudiado los conmu-
tadores asociados con las sumas parciales [45]; y hemos mostrado su convergencia
puntual [30]. Sobre operadores relacionados con la transformada de Hankel reali-
zamos varios estudios de las medias de Bochner-Riesz, [27] y [25], y sobre el mul-
tiplicador del intervalo [0, 1] con pesos potenciales [5]. El estudio de un anélogo
discreto de las series de Fourier-Neumann puede verse en [7].

3.4. Otros trabajos sobre series de Fourier no trigonométricas

Aungque el grueso de nuestro trabajo ha quedado descrito en los apartados an-
teriores, hemos tratado otras cuestiones también relacionadas con series de Fourier
no trigonométricas. Sin dar detalles, comentamos aqui algunas de las que conside-
ramos mas interesantes.

Para polinomios de Hermite, otro sistema ortonormal asociado con el osci-
lador armoénico, en [8] hemos obtenido un teorema de transferencia, que permite
pasar acotaciones de operadores obtenidas para una cierta dimension a otras di-

mensiones, y para polinomios de Hermite generalizados hemos estudiado la suma-
bilidad Cesaro [28].

La transformada de Dunkl es un operador que generaliza las transformadas de
Fourier y de Hankel. Para esta transformada obtuvimos un teorema de muestreo
de tipo Whittaker-Shannon-Kotel’nikov que es una extension del clasico [29].

Del mismo modo que la serie de Fourier clasica es una version discreta de la
transformada de Fourier, existe una versién discreta de la transformada de Dunkl.
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Estas series, que denominamos series de Fourier-Dunkl, las introdujimos en el ya
citado [29]. En [31] establecimos un principio de incertidumbre para ellas, y la
acotacion uniforme de las sumas parciales la tratamos en [14].
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