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Abstract. If we take o > —1, the system 27 /2J 0, 11(x), n = 0,1,2,... is
orthogonal on (0,00). We study the boundedness on L?(0,00) of the partial
sum operator associated with the Fourier series, which is related with its mean
convergence.

Clasificacion A.M.S. (1980): 42C10

Si denotamos mediante J,, () la funcién de Bessel de orden p y tomamos a > —1 fijo,
se verifica la relacién de ortogonalidad [7]

e )
Joton Jot2m lde=—""— nmeN.
/o +2n+1(2) Jaromi1 ()2 €z An + 20+ 2 n,m

Por lo tanto, el sistema

. [4n + 2a0 + 2
jn(x) = fJaJr?nle(x); n e Na

es ortonormal en L? = L%((0, ), dz).
Llamemos ahora Bs a la clausura lineal en L? de {4, (7)}3°,. La teorfa de espacios
de Hilbert demuestra que, para cada f € Bs, su serie de Fourier

S min(e), anlf) = / (@) () d

converge a f en la norma de L.

Del mismo modo, si llamamos By, 1 < p < o0, a la clausura lineal de {j,(z)}32, en
LP = L?((0,00),dx), nos preguntamos cudndo la serie de Fourier de cada f € B, converge
a f en la norma de LP. Es decir, si denotamos

n

Sulhir) =3 ar(Fin(a),  a(f) = / " (@) () do (1)

k=0

queremos saber cudndo S, f existe para cada f € B, y Spf — f en || ||, Como los
desarrollos del tipo >, < a@mJatm () se llaman series de Neumann, a la expresién (1) la
denominamos sumas parciales de la serie de Fourier-Neumann. (Un estudio de la conver-
gencia puntual de estas series puede verse en [8] y [9].)

Es bien conocido [6] que una condicién equivalente a la convergencia de S, f en B,
es que se verifique la acotacién uniforme ||S, f|, < C| fllp, f € Bp, donde, de aqui en

adelante, C' denota una constante independiente de n pero que puede no ser la misma
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cada vez que aparezca. Realmente, no nos preocuparemos de describir el espacio B, y
estudiaremos una condicién un poco mas exigente:

[Snfllp < Cllfllp, €L (2)

Es fécil demostrar por dualidad [5] que una condicién necesaria para la acotacién
uniforme (2) es
[7nllpllinllq < C (3)

donde 1/p+1/¢ =1.
En primer lugar, tomando n = 0 en (3) es claro que obtenemos la condicién necesaria

e V2] (x) € LP N LY. (4)

Utilizando J,(z) = O(z~?), x — o0, y la estimacién asintética Ju(x) ~at, x— 0,
es inmediato comprobar que

cuando o > —1/2, 4) = 1<p<oo, (5)

cuando —1 < a < —1/2, (4) =

< p << —F. 6
3120 S T1 2 (©)
Ademsds, estimaciones asintéticas mds precisas para Jyqon41(2) permiten demostrar

(como en [1])
3) =4/3<p<4. (7)

Una vez analizadas las condiciones necesarias para (2), vamos a dedicar nuestros es-
fuerzos a demostrar que estas mismas condiciones sobre o y sobre p son suficientes para
que se verifique (2).

Es claro que

Su(f. ) = / " Klay) f(y) dy,

donde

n n
Ky (z,y) = ij(x)jk(y) =Pyt Z (4k + 20+ 2) Jat2k4+1(%) Jat 241 (Y)-
k=0 k=0

La expresiéon anterior no nos permite estudiar directamente el comportamiento de la
serie de Fourier-Neumann, sino que necesitamos una descomposicién del nicleo K, (z,y)
adecuada para nuestros propdsitos:

LEMA 1. Se verifica

21/241/2

Kn(‘ray) = {xJoHrl(x)Ja(y) - yJoz(x)Ja+1(y)}

x2_y2

2 1/241/2

+ 3 {IJQ+2n+2(I)Ja+2n+2 (¥) — yJatant2 (x)‘](lx+2n+2 (y)} .

2 —y

Demostracion. En [8] se prueba que

bul,y) = Z (4k 4+ 2p + 2)Jyyory1 () Ty (y)
k=0
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cumple
x

Oulesy) = 5 g AT () Tu(y) = () s ()

y es claro que
K (z,y) = (xy)fl/z {ba(@,y) — dat2nt2(z,y)}.

a+2n+2

Ahora, usando J/, 5, ,o(t) = =

Jotont2(t) — Jat2nt3(t) obtenemos

Ty
Garont2(x,y) = 9327—?/2 {Ja+2n+2(x)y<]é¢+2n+2(y) - Ja+2n+2(y)m‘](/1+2n+2(x)} )

y de aqui se sigue el lema.

Esto nos permite expresar las sumas parciales de la serie de Fourier-Neumann mediante

Sn(f7 £E) = Tl(fa ’l}) - T2(f71') + T3,n(fa ZC) - T4,n(fa CE)

siendo

Ti(fa) = [ a2y 00 ) g,

Ta(fa) = [ ool ) gy,

e J(x) ],
Tunlfo) = [ a2y A0 ) g,

o0 !
_ 1/2 1/29JV(I)JV(?J)
Tyf) = [ty 2L gy
y donde hemos denotado v = o + 2n + 2.
De aqui que para demostrar (2) bastarda con que probemos

ITifllp < Cllfllps i =1,2 (8)

ITinfllp < Cll fllps i =3,4. (9)

Es de destacar que los operadores T3, f v T4, f son muy parecidos a los que aparecen
en [1] y [2], aunque el método que se utiliza aqui permite estudiar su acotacién uniforme
de modo mas sencillo. Siguiendo nuestro método se pueden simplificar facilmente las
demostraciones de [1] y [2].

En nuestro estudio emplearemos las siguientes acotaciones para funciones de Bessel [7]

a>—-1/2 = |Jo(x)] < C2x™V2  |Jap(z)| < Cz™V/2, (10)
2—1/2

o o —1/2 a+1/2 o
1<a<-1/2 = |Juo)| < Co P20, Jon@) < O s

(11)
Ademas,
—1/4 1/4
| (2)] < Cx~ /4 (|x —v|+ V1/3) . ()] < Ca—3/4 (\x —v|+ V1/3) (12)
donde, de nuevo, ¥ = a + 2n + 2. En todas ellas, la constante C' sélo puede depender de

«. Estas ultimas acotaciones son ficiles de deducir de las que se utilizan en [1] y [2] y su
expresion final resulta mas manejable.



Como dltima herramienta, necesitamos introducir la teoria A, de pesos (ver [3]). Dado
p € (1,00), decimos que un peso w definido en un intervalo (a,b) estéd en A,(a,b) si

(/jw(x) dw) </Iw(x)_1/(l’—1)dm>pl <clp

con C independiente de I intervalo, I C (a,b).
La importancia de la teoria A, radica en su relacién con la acotacién de la transformada
de Hilbert

b
H(f,xz)= V.P./ Mdy
a 7Y
(generalmente, omitimos V.P. en su notacién). En efecto, en [4] se demuestra que
H:L?((a,b),w) — LP((a,b), w) acotada <= w € A,(a,b).

Ademsds, la norma como operador de la transformada de Hilbert y la constante de la
definicién de A, dependen tnicamente una de la otra, lo cual nos va a permitir utilizar la
teorfa A, uniforme.

Supongamos que una familia de pesos {w,}22, definidos en un mismo intervalo
(a,b) cumplen la condicién A, con una misma constante C' (en este caso diremos que
w, € Apy(a,b) uniformemente). Entonces la familia de transformadas de Hilbert H :
L?((a,b),w,) — LP((a,b),w,) es uniformemente acotada.

Es bien conocido y sencillo de probar directamente el siguiente resultado

2 € A,(0,1) =27 € A,(1,00) <= —1<B<p—1. (13)

Ademads, mediante el cambio de variable x = r,z se demuestra facilmente que cuando
rn, \, 0 entonces

(lz| + )" € Ap(—1,1) uniformemente <= -1 < <p—1. (14)
Veamos a continuacion varios resultados que utilizaremos maés adelante:

LEMA 2.

-1
) —l<a<—
i) <a< 2,p>3+2a

=]
i) —l<a<— p<—o
i) C=H0 PSS T Ty,

4 p/4
i) a> -1, p> 37 0< sp /00 = g°P/871/2 (|a:1/2 — Sp| + 8711/3> € A,(0,00) unif.

—p/4
v) a>—1, p<4, 0<s, /oco= aP/571/2 (|acl/2 — Sp| + 5#/3> € A,(0,00) unif.

— pP/2-1/2 (1 T xa/2+1/4> -p € 4,(0,00)

— 12 (1 Jraca/2+1/4)1> € 4,(0,00)

Demostracion. 1) y iii) son andlogos a ii) y iv) respectivamente, luego vamos a probar
Unicamente estos dos tltimos.
ii) Si llamamos w(x) = z~1/2 (1+ :1:“/2“/4)]0, no es dificil demostrar que basta con com-
probar w € A,(0,1) y w € A,(1,00). Ademés, es claro que w(z) se comporta como 2~ /2
en (0,1) y como 2~ /2+P/4+aP/4 en (1, 00) con lo cual, usando (13) se sigue el resultado.
iv) Haciendo el cambio de variable z = s2z en la definicién de A,, es facil ver que iv) es
equivalente a demostrar

—p/4
Lp/8=1/2 (|Zl/2 1+ ST—LQ/S) € A,(0,00) unif.
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De acuerdo al comportamiento de esta expresién en los intervalos (0,1/2), (1/2,3/2) y
(3/2,00), basta con que probemos

—p/4
P2 4,0,0), (1272 -1 +52%) T € a,(3,3), 272 e Ay(3,00).

El primero y el tercero son cierto Vp € (1,00) por (13), y el segundo se deduce para p < 4
usando [2'/2 — 1| ~ |z — 1| y haciendo un cambio de variable en (14).

Con todo esto, ya estamos en condiciones de abordar nuestro teorema principal

TEOREMA. Seana > —1,1<p< oy S,f las sumas parciales de la serie de Fourier-
Neumann de f. Entonces, la acotacion uniforme

1Snfllp < Cllfllp, — feLP

es equivalente a que se verifiquen las desigualdades

4/3<p<4 cuando «> —3/4

<p< cuando o < —3/4.

2

34 2« -1 -2«

Demostracion. De (5), (6) y (7) se sigue que las desigualdades sobre a y p son nece-
sarias para la acotacion uniforme. Veamos que también son suficientes, es decir, que se
verifican (8) y (9). Analizaremos unicamente T1 f y Ty f ya que Tof y T3, f son andlogos.
En toda la demostracién emplearemos siempre que sea necesario los cambios de variable
x1 = 2% y y1 = y?. Para estudiar T f hay que distinguir los casos a > —1/2 y a < —1/2.
Empecemos con el caso a« > —1/2. Si denotamos g(y1) = f(y 1/2);1/1 Vi, (yi/Q) y em-
pleamos sucesivamente la segunda acotacién de (10), 27/271/2 € A,(0,00) y la primera

acotacién de (10) tenemos

P

= [ | [t 50 0y o

22 — 42

— g / (g, 21))"

P
Jos (@ /2)‘ 3p/4 1/2 day
(o]
< C/ H(g,z1) ]10/271/2 dry < Cl/ \g(m1)|px€/271/2 dxq
0

<o [ |ra)] e do = Gl i,
0

Para el caso o > —1/2, con la misma notacién para ¢g(y1) y empleando sucesivamente la
segunda acotacién de (11), i) del lema 2 y la primera acotacién de (11) tenemos

IT A = 277 / \H(g,21)"

Joa @)/ @ dy

-p
< C/ H(g,z1) |p <1+ a/2+1/4) 1{-/271/2 day
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o p a/2+1/4\ P p/2—1/2
< [ Il (1t ) a2 da,
0

o0 p -~
<o [ |ra)] e do = Gl 1,
0

Por tltimo, estudiemos la acotacién uniforme de T}, f. Denotando v = o + 2n + 2,

gly1) = f(yi/2)yi/4JL(yi/2) y utilizando sucesivamente la cota para J, de (12), iv) del
lema 2 y la cota para J;, de (12) obtenemos

e yJy(x)J) (y
|‘T4,nf||5:/ / x1/2y1/2 ( ) ( )
0 0

P
L n P W)y da
=WHA H (g, 21)]"

P
Jl,(x}/Q) mfﬂfl/z dxq

p/4

<c [ gy et (o < v 4 0) "
0
o0 _ —p/4
< [l a7 (jaf = vl 4 12) " dy
0

oo
P _
< [ |ra)] e do = Gl £l
0
con lo que queda demostrado el teorema.
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