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Abstract. If we take α > −1, the system x−1/2Jα+2n+1(x), n = 0, 1, 2, . . . is
orthogonal on (0,∞). We study the boundedness on Lp(0,∞) of the partial
sum operator associated with the Fourier series, which is related with its mean
convergence.

Clasificación A.M.S. (1980): 42C10

Si denotamos mediante Jµ(x) la función de Bessel de orden µ y tomamos α > −1 fijo,
se verifica la relación de ortogonalidad [7]∫ ∞

0

Jα+2n+1(x)Jα+2m+1(x)x−1 dx =
δnm

4n + 2α + 2
, n,m ∈ N.

Por lo tanto, el sistema

jn(x) =

√
4n + 2α + 2

x
Jα+2n+1(x), n ∈ N,

es ortonormal en L2 = L2((0,∞), dx).
Llamemos ahora B2 a la clausura lineal en L2 de {jn(x)}∞n=0. La teoŕıa de espacios

de Hilbert demuestra que, para cada f ∈ B2, su serie de Fourier

∞∑
n=0

an(f)jn(x), an(f) =
∫ ∞

0

jn(x)f(x) dx

converge a f en la norma de L2.
Del mismo modo, si llamamos Bp, 1 < p < ∞, a la clausura lineal de {jn(x)}∞n=0 en

Lp = Lp((0,∞), dx), nos preguntamos cuándo la serie de Fourier de cada f ∈ Bp converge
a f en la norma de Lp. Es decir, si denotamos

Sn(f, x) =
n∑

k=0

ak(f)jk(x), ak(f) =
∫ ∞

0

jk(x)f(x) dx (1)

queremos saber cuándo Snf existe para cada f ∈ Bp y Snf → f en ‖ ‖p. Como los
desarrollos del tipo

∑
m≥0 amJα+m(x) se llaman series de Neumann, a la expresión (1) la

denominamos sumas parciales de la serie de Fourier-Neumann. (Un estudio de la conver-
gencia puntual de estas series puede verse en [8] y [9].)

Es bien conocido [6] que una condición equivalente a la convergencia de Snf en Bp

es que se verifique la acotación uniforme ‖Snf‖p ≤ C‖f‖p, f ∈ Bp, donde, de aqúı en
adelante, C denota una constante independiente de n pero que puede no ser la misma
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cada vez que aparezca. Realmente, no nos preocuparemos de describir el espacio Bp y
estudiaremos una condición un poco más exigente:

‖Snf‖p ≤ C‖f‖p, f ∈ Lp. (2)

Es fácil demostrar por dualidad [5] que una condición necesaria para la acotación
uniforme (2) es

‖jn‖p‖jn‖q ≤ C (3)

donde 1/p + 1/q = 1.
En primer lugar, tomando n = 0 en (3) es claro que obtenemos la condición necesaria

x−1/2Jα+1(x) ∈ Lp ∩ Lq. (4)

Utilizando Jµ(x) = O(x−1/2), x →∞, y la estimación asintótica Jµ(x) ∼ xµ, x → 0,
es inmediato comprobar que

cuando α ≥ −1/2, (4) ⇐⇒ 1 < p < ∞, (5)

cuando − 1 < α < −1/2, (4) ⇐⇒ 2
3 + 2α

< p <
2

−1− 2α
. (6)

Además, estimaciones asintóticas más precisas para Jα+2n+1(x) permiten demostrar
(como en [1])

(3) =⇒ 4/3 < p < 4. (7)

Una vez analizadas las condiciones necesarias para (2), vamos a dedicar nuestros es-
fuerzos a demostrar que estas mismas condiciones sobre α y sobre p son suficientes para
que se verifique (2).

Es claro que

Sn(f, x) =
∫ ∞

0

Kn(x, y)f(y) dy,

donde

Kn(x, y) =
n∑

k=0

jk(x)jk(y) = x−1/2y−1/2
n∑

k=0

(4k + 2α + 2)Jα+2k+1(x)Jα+2k+1(y).

La expresión anterior no nos permite estudiar directamente el comportamiento de la
serie de Fourier-Neumann, sino que necesitamos una descomposición del núcleo Kn(x, y)
adecuada para nuestros propósitos:

LEMA 1. Se verifica

Kn(x, y) =
x1/2y1/2

x2 − y2
{xJα+1(x)Jα(y)− yJα(x)Jα+1(y)}

+
x1/2y1/2

x2 − y2

{
xJ ′α+2n+2(x)Jα+2n+2(y)− yJα+2n+2(x)J ′α+2n+2(y)

}
.

Demostración. En [8] se prueba que

φµ(x, y) =
∞∑

k=0

(4k + 2µ + 2)Jµ+2k+1(x)Jµ+2k+1(y)
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cumple
φµ(x, y) =

xy

x2 − y2
{xJµ+1(x)Jµ(y)− yJµ(x)Jµ+1(y)}

y es claro que
Kn(x, y) = (xy)−1/2 {φα(x, y)− φα+2n+2(x, y)} .

Ahora, usando J ′α+2n+2(t) = α+2n+2
t Jα+2n+2(t)− Jα+2n+3(t) obtenemos

φα+2n+2(x, y) =
xy

x2 − y2

{
Jα+2n+2(x)yJ ′α+2n+2(y)− Jα+2n+2(y)xJ ′α+2n+2(x)

}
,

y de aqúı se sigue el lema.

Esto nos permite expresar las sumas parciales de la serie de Fourier-Neumann mediante

Sn(f, x) = T1(f, x)− T2(f, x) + T3,n(f, x)− T4,n(f, x)

siendo

T1(f, x) =
∫ ∞

0

x1/2y1/2 xJα+1(x)Jα(y)
x2 − y2

f(y) dy,

T2(f, x) =
∫ ∞

0

x1/2y1/2 yJα(x)Jα+1(y)
x2 − y2

f(y) dy,

T3,n(f, x) =
∫ ∞

0

x1/2y1/2 xJ ′ν(x)Jν(y)
x2 − y2

f(y) dy,

T4,n(f, x) =
∫ ∞

0

x1/2y1/2 yJν(x)J ′ν(y)
x2 − y2

f(y) dy

y donde hemos denotado ν = α + 2n + 2.
De aqúı que para demostrar (2) bastará con que probemos

‖Tif‖p ≤ C‖f‖p, i = 1, 2 (8)

y
‖Ti,nf‖p ≤ C‖f‖p, i = 3, 4. (9)

Es de destacar que los operadores T3,nf y T4,nf son muy parecidos a los que aparecen
en [1] y [2], aunque el método que se utiliza aqúı permite estudiar su acotación uniforme
de modo más sencillo. Siguiendo nuestro método se pueden simplificar fácilmente las
demostraciones de [1] y [2].

En nuestro estudio emplearemos las siguientes acotaciones para funciones de Bessel [7]

α ≥ −1/2 =⇒ |Jα(x)| ≤ Cx−1/2, |Jα+1(x)| ≤ Cx−1/2, (10)

−1 < α < −1/2 =⇒ |Jα(x)| ≤ Cx−1/2(1+xα+1/2), |Jα+1(x)| ≤ C
x−1/2

1 + xα+1/2
. (11)

Además,

|Jν(x)| ≤ Cx−1/4
(
|x− ν|+ ν1/3

)−1/4

, |J ′ν(x)| ≤ Cx−3/4
(
|x− ν|+ ν1/3

)1/4

(12)

donde, de nuevo, ν = α + 2n + 2. En todas ellas, la constante C sólo puede depender de
α. Estas últimas acotaciones son fáciles de deducir de las que se utilizan en [1] y [2] y su
expresión final resulta más manejable.
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Como última herramienta, necesitamos introducir la teoŕıa Ap de pesos (ver [3]). Dado
p ∈ (1,∞), decimos que un peso w definido en un intervalo (a, b) está en Ap(a, b) si(∫

I

w(x) dx

) (∫
I

w(x)−1/(p−1)dx

)p−1

≤ C|I|p

con C independiente de I intervalo, I ⊆ (a, b).
La importancia de la teoŕıa Ap radica en su relación con la acotación de la transformada

de Hilbert

H(f, x) = V.P.

∫ b

a

f(y)
x− y

dy

(generalmente, omitimos V.P. en su notación). En efecto, en [4] se demuestra que

H : Lp((a, b), w) −→ Lp((a, b), w) acotada ⇐⇒ w ∈ Ap(a, b).

Además, la norma como operador de la transformada de Hilbert y la constante de la
definición de Ap dependen únicamente una de la otra, lo cual nos va a permitir utilizar la
teoŕıa Ap uniforme.

Supongamos que una familia de pesos {wn}∞n=0 definidos en un mismo intervalo
(a, b) cumplen la condición Ap con una misma constante C (en este caso diremos que
wn ∈ Ap(a, b) uniformemente). Entonces la familia de transformadas de Hilbert H :
Lp((a, b), wn) −→ Lp((a, b), wn) es uniformemente acotada.

Es bien conocido y sencillo de probar directamente el siguiente resultado

xβ ∈ Ap(0, 1) ⇐⇒ xβ ∈ Ap(1,∞) ⇐⇒ −1 < β < p− 1. (13)

Además, mediante el cambio de variable x = rnz se demuestra fácilmente que cuando
rn ↘ 0 entonces

(|x|+ rn)β ∈ Ap(−1, 1) uniformemente ⇐⇒ −1 < β < p− 1. (14)

Veamos a continuación varios resultados que utilizaremos más adelante:

LEMA 2.
i) −1 < α ≤ −1

2
, p >

2
3 + 2α

=⇒ xp/2−1/2
(
1 + xα/2+1/4

)−p

∈ Ap(0,∞)

ii) −1 < α ≤ −1
2

, p <
2

−1− 2α
=⇒ x−1/2

(
1 + xα/2+1/4

)p

∈ Ap(0,∞)

iii) α > −1, p >
4
3
, 0 < sn ↗∞ =⇒ x3p/8−1/2

(
|x1/2 − sn|+ s1/3

n

)p/4

∈ Ap(0,∞) unif.

iv) α > −1, p < 4, 0 < sn ↗∞ =⇒ xp/8−1/2
(
|x1/2 − sn|+ s1/3

n

)−p/4

∈ Ap(0,∞) unif.

Demostración. i) y iii) son análogos a ii) y iv) respectivamente, luego vamos a probar
únicamente estos dos últimos.
ii) Si llamamos w(x) = x−1/2

(
1 + xα/2+1/4

)p
, no es dif́ıcil demostrar que basta con com-

probar w ∈ Ap(0, 1) y w ∈ Ap(1,∞). Además, es claro que w(x) se comporta como x−1/2

en (0, 1) y como x−1/2+p/4+αp/4 en (1,∞) con lo cual, usando (13) se sigue el resultado.
iv) Haciendo el cambio de variable x = s2

nz en la definición de Ap, es fácil ver que iv) es
equivalente a demostrar

zp/8−1/2
(
|z1/2 − 1|+ s−2/3

n

)−p/4

∈ Ap(0,∞) unif.
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De acuerdo al comportamiento de esta expresión en los intervalos (0, 1/2), (1/2, 3/2) y
(3/2,∞), basta con que probemos

zp/8−1/2 ∈ Ap(0, 1
2 ),

(
|z1/2 − 1|+ s−2/3

n

)−p/4

∈ Ap( 1
2 , 3

2 ), z−1/2 ∈ Ap( 3
2 ,∞).

El primero y el tercero son cierto ∀p ∈ (1,∞) por (13), y el segundo se deduce para p < 4
usando |z1/2 − 1| ∼ |z − 1| y haciendo un cambio de variable en (14).

Con todo esto, ya estamos en condiciones de abordar nuestro teorema principal

TEOREMA. Sean α > −1, 1 < p < ∞ y Snf las sumas parciales de la serie de Fourier-
Neumann de f . Entonces, la acotación uniforme

‖Snf‖p ≤ C‖f‖p, f ∈ Lp

es equivalente a que se verifiquen las desigualdades

4/3 < p < 4 cuando α ≥ −3/4

o
2

3 + 2α
< p <

2
−1− 2α

cuando α < −3/4.

Demostración. De (5), (6) y (7) se sigue que las desigualdades sobre α y p son nece-
sarias para la acotación uniforme. Veamos que también son suficientes, es decir, que se
verifican (8) y (9). Analizaremos únicamente T1f y T4,nf ya que T2f y T3,nf son análogos.
En toda la demostración emplearemos siempre que sea necesario los cambios de variable
x1 = x2 y y1 = y2. Para estudiar T1f hay que distinguir los casos α ≥ −1/2 y α < −1/2.
Empecemos con el caso α ≥ −1/2. Si denotamos g(y1) = f(y1/2

1 )y−1/4
1 Jα(y1/2

1 ) y em-
pleamos sucesivamente la segunda acotación de (10), xp/2−1/2 ∈ Ap(0,∞) y la primera
acotación de (10) tenemos

‖T1f‖p
p =

∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0

x1/2y1/2 xJα+1(x)Jα(y)
x2 − y2

f(y) dy

∣∣∣∣p dx

= 2−p−1

∫ ∞

0

|H(g, x1)|p
∣∣∣Jα+1(x

1/2
1 )

∣∣∣p x
3p/4−1/2
1 dx1

≤ C

∫ ∞

0

|H(g, x1)|p x
p/2−1/2
1 dx1 ≤ C1

∫ ∞

0

|g(x1)|p x
p/2−1/2
1 dx1

≤ C2

∫ ∞

0

∣∣∣f(x1/2
1 )

∣∣∣p x
−1/2
1 dx1 = C3‖f‖p

p.

Para el caso α ≥ −1/2, con la misma notación para g(y1) y empleando sucesivamente la
segunda acotación de (11), i) del lema 2 y la primera acotación de (11) tenemos

‖T1f‖p
p = 2−p−1

∫ ∞

0

|H(g, x1)|p
∣∣∣Jα+1(x

1/2
1 )

∣∣∣p x
3p/4−1/2
1 dx1

≤ C

∫ ∞

0

|H(g, x1)|p
(
1 + x

α/2+1/4
1

)−p

x
p/2−1/2
1 dx1
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≤ C1

∫ ∞

0

|g(x1)|p
(
1 + x

α/2+1/4
1

)−p

x
p/2−1/2
1 dx1

≤ C2

∫ ∞

0

∣∣∣f(x1/2
1 )

∣∣∣p x
−1/2
1 dx1 = C3‖f‖p

p.

Por último, estudiemos la acotación uniforme de T4,nf . Denotando ν = α + 2n + 2,
g(y1) = f(y1/2

1 )y1/4
1 J ′ν(y1/2

1 ) y utilizando sucesivamente la cota para Jν de (12), iv) del
lema 2 y la cota para J ′ν de (12) obtenemos

‖T4,nf‖p
p =

∫ ∞

0

∣∣∣∣∫ ∞

0

x1/2y1/2 yJν(x)J ′ν(y)
x2 − y2

f(y) dy

∣∣∣∣p dx

= 2−p−1

∫ ∞

0

|H(g, x1)|p
∣∣∣Jν(x1/2

1 )
∣∣∣p x

p/4−1/2
1 dx1

≤ C

∫ ∞

0

|H(g, x1)|p x
p/8−1/2
1

(
|x1/2

1 − ν|+ ν1/3
)−p/4

dx1

≤ C1

∫ ∞

0

|g(x1)|p x
p/8−1/2
1

(
|x1/2

1 − ν|+ ν1/3
)−p/4

dx1

≤ C2

∫ ∞

0

∣∣∣f(x1/2
1 )

∣∣∣p x
−1/2
1 dx1 = C3‖f‖p

p,

con lo que queda demostrado el teorema.
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