Capitulo 6

Cadenas de Markov (en tiempo
discreto, con estados discretos).
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1. Introduccion.

. Qué es un proceso estocdastico? Damos aqui la famosa respuesta de R.A. Fisher:
“What is a stochastic process? Oh, it’s just one darn thing after another.”

Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias { Xy} definidas sobre
un espacio de probabilidad comun. La familia estd indexada por un pardmetro 6, donde
0 pertenece a un conjunto de indices I.

En los ejemplos que trataremos, 6 representara el tiempo. Si [ es un conjunto de
enteros, representando instantes de tiempo especificos, tenemos un proceso estocastico
en tiempo discreto. Reemplazaremos el subindice 6 por n y hablaremos del proceso en
tiempo discreto {X,,}.

Si I es la recta real (o algun intervalo de la recta real), tenemos un proceso es-
tocastico en tiempo continuo y reemplazaremos el indice general 6 por ¢t. Cambiamos
la notacién, escribiendo X ().

Podria suceder también que 6 fuera un vector. Sin embargo esto sucede muy oca-
sionalmente.

Cada variable aleatoria Xy toma valores usualmente en un subconjunto de R. En el
contexto de los procesos estocasticos, cada valor que puede tomar una variable aleatoria
se le denomina estado. El conjunto de estados puede ser discreto o continuo.

Por supuesto, aparte de clasificar los procesos en tiempo discreto o continuo se
pueden clasificar segin si el conjunto de estados es discreto o continuo.

Ejemplo. Sea el proceso estocdstico discreto {X,,}5°, del tiempo atmosférico del enési-
mo dia. Supongamos que X,, toma valores en cuatro estados

E = {soleado, ventoso, lluvioso, nublado}.

Una realizacién de dicho proceso estocastico sera cualquier sucesion: X, =soleado,
X1 =ventoso, Xy =soleado, X3 =lluvioso,. ..

Ejemplo. Sea X, la ventas de un producto en en dia n-ésimo, que pueden ser
E=10,1,2,...}.

Uno puede tener la siguiente realizacion: Xg =4, X; =5, Xo =2, X3=0, X, =5, ...

2. Cadenas de Markov.

Las cadenas de Markov deben su nombre al profesor Andrei A. Markov (1856-
1922). En general, para un proceso a tiempo discreto, la variable aleatoria X,, depende
de valores anteriores del proceso X,,_1, X, _o, ...Por lo tanto estamos interesados en
distribuciones condicionales del tipo P(X,|X1,..., X, 1).

Nosotros estudiaremos los procesos estocasticos que cumplen la propiedad de
Markov:

P(X,| X1, ..., X 1) = P(X,| X01).

Un regla mneménica informal para recordar la propiedad de Markov es ésta: “Dado
el presente (X, 1), el futuro (X,,) es independiente del pasado (X7,...,X, 2)”. La
propiedad de Markov es nombrada a veces como la propiedad de “falta de memoria”.



Los procesos estocasticos que satisfacen la propiedad de Markov son tipicamente
mucho méas simples de analizar que los procesos en general. Por supuesto, a la hora
de modelizar cualquier sistema real serd importante considerar si es verosimil que se
cumpla la propiedad de Markov.

Ejemplo (Caminata aleatoria). Consideremos una persona que realiza un camino alea-
torio sobre los niimeros enteros, que forman el espacio de estados. Para cada unidad
de tiempo la persona que se encuentra en el punto ¢ da un paso hacia delante (+1) o
hacia atrds (-1) con probabilidades respectivas p y 1 — p.

Ejemplo (El problema de marketing). En un pueblo sélo existen dos tipos de café: A
y B. Cada habitante consume un café al dia. Un estudio de marketing revela que una
persona que consume el café A cambia de tipo de café en su siguiente consumicién con
probabilidad « (> 0). Por otro lado una persona que consume el café B cambia de tipo
de café en su siguiente consumicién con probabilidad 8 > 0. Hay dos preguntas que
nos podemos plantear. ;Cudl es la probabilidad de que una persona que pide café A,
lo pida también n dias mas tarde? ;Cual es la proporcién de tipos de café que debera
encargar el bar del pueblo a largo plazo?

Si las probabilidades condicionales P(X, 1 = j|X, = i) son independientes del
indice temporal n, diremos que la cadena de Markov es homogénea y denotamos

Dij = P(Xn+1 = j|Xn = ’L)

para todo i,j € F.

Toda cadena de Markov puede transformarse en una homogénea transformando el
conjunto de estados en un espacio producto que incluya el tiempo. Por tanto, sélo
consideraremos cadenas homogéneas y omitiremos el adjetivo de “homogéneo”. De
hecho, muchas veces ésta es la definicion que se da de cadenas de Markov.

La probabilidad p;; representa la probabilidad de que el proceso haga una transicion
desde el estado 7 al estado j. Por tanto, p;; > 0 y para i fijo ZjeE pij = 1.

Definicién 1. La matriz formada por las probabilidades de transicién p;;

Poo  Po1
P=1po pn

se le llama matriz de transicion de un paso del proceso de Markov.

A una matriz finita o infinita P = (p;;);jer que cumpla que sus elementos son
no negativos y que cada fila suma uno se le llama matriz estocastica. Por tanto, las
matrices de transicién de un paso son matrices estocasticas.

Ejemplo (el problema de marketing). La variables aleatorias X,, pueden tomar dos
estados: A y B o también {0,1}. Diremos que X,, = 0 si el consumidor toma café
de tipo A el dia n-ésimo y X, = 1 si toma café de tipo B el dia n-ésimo. Es facil
comprobar que las probabilidades de transicién son: pgg = 1 — @, po1 = @, p1o = By
p11 = 1 — (. Por tanto, la matriz de transiciéon de un paso es:

l—a o'
(157 ,7)



Ejemplo (camino aleatorio). El espacio de estadoses Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}. Una
persona que se encuentra en el estado ¢, en el siguiente paso esta en el estado 2+ 1 con
una probabilidad p, o en el 2 — 1 con probabilidad 1 — p. Por tanto, las probabilidades
de transicién son Vi € Z, piiy1 =p, piic1 =1 —p, pi; =0Vj #i£ 1.

0
|- 1=p 0 P 0
P= 0 1-p O D
0 0 1—p 0

FEjemplo (La ruina del jugador). Un jugador juega una repetidas veces a distintos
juegos en los que gana un doélar con probabilidad p o pierde un délar con probabilidad
1 — p. Para de jugar cuando pierde todo su dinero o bien gana un total de N doélares.
Considerando el dinero del jugador en cada momento como estados, entonces el proceso
es una cadena de Markov. Ademas, tenemos las probabilidades de transicion

L
Dij = b Slj Z,+ parat=1,...,N — 1,
l—p sijg=1—-1

Y Poo = pnvn = 1. p;j = 0 en otro caso. A los estados 0 y N se les llama estados
absorbentes. El proceso permanecera en cero o N para siempre una vez que dicho
estado haya sido alcanzado. La ruina del jugador es un ejemplo de camino aleatorio
con extremos absorbentes.

3. La matriz de transicion de n pasos.

En la seccion anterior hemos definido la matriz de probabilidades de transicién de
un paso. En esta seccién vamos a investigar la probabilidad de una transicién de n
pasos en un proceso de Markov.

Definicion 2. Definimos p}; como la probabilidad de que un proceso en el estado i se
encuentre en el estado 7 después de n pasos.

n veces

Proposicion 1. La matriz de probabilidades de transicion de n pasos P*es P - P--- P.

Demostracién.

Por convenio, elegimos P? = I. Tiene sentido, ya que p% es la probabilidad que que
un elemento que se encuentre en el estado i, pase al estado j en cero transiciones. Es
decir, pf =1, p); = 0 si i # j.

FEjemplo. Consideremos el problema de marketing otra vez. En el modelo tenemos

11—« «
p:( ; 1_5).

Sia=0,3y 8 =04 entonces tenemos

pi_ (0703 Y (05749 04351
~\o4 06) T \0,5668 04332/



Recordemos que un consumidor estd en estado 0 si consume café de tipo A. p3, = 0,5749
es la probabilidad de que un consumidor de café de tipo A lo consuma 4 dias mas tarde.
Y pg; es la probabilidad de que un consumidor de café de tipo A, tome café de tipo B
cuatro dias més tarde.

Nota. Como consecuencia de Proposicién 1, se tiene que para todo m,n € N U {0},

pmtn = pm. P Esdecir, si E es el conjunto de estados, para cualquier ¢, j € F, pZJF" =

> ke PirpPr;- Esta relacién se conoce como ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

Supongamos en general que un proceso de Markov tiene estados {0, 1,2, ...}. Hasta
el momento hemos considerado que en tiempo n = 0, el proceso estaba en el estado 7.
Es decir, en una realizacion particular del experimento de Markov, Xg = ig. {Qué pasa
si consideramos ahora que el proceso esta en un estado ¢ con probabilidad a;. O lo que
es equivalente, que en infinitas realizaciones del proceso de Markov, los individuos se
encuentran para tiempo cero en el estado ¢ con probabilidad a;. O lo que es lo mismo,
que la funcién de masa de la variable aleatoria Xy viene dada por P(Xy = i) = a;.

En este contexto, nos planteamos la siguiente pregunta: ;Cudl es la probabilidad
de que el proceso esté en el estado j después de n transiciones? Sabemos que, dado un
proceso en estado ¢, la probabilidad de que esté en el estado j tras n transiciones es
pi; = P(X, = j|Xo = i). Por tanto, la probabilidad que buscamos es

P(X, =) :ZP(XO:i)-P(Xn:j\XO:i) :Zalwp% (6.1)

Asi, si llamamos X, al vector fila que dado por la funcién de masas de la variable
aleatoria X,,, es decir X,, := (P(X, = 0),P(X, = 1), P(X, = 2),...). Notar que
Xo = (ag, a1, as,...) y por (6.1).

Xn = (CL(), ay,as, . . )Pn = XQP”
De esta ecuacion también se deduce que
Xn+k — kan

FEjemplo. En el problema de marketing, si para tiempo n = 0 un consumidor toma café
tipo “B”, podemos representar esta informacién como

Xo=(0,1).
. Qué pasara dentro de 4 dias?

0,5749 0,4351

- .
Xe= (0P =01) (0,5668 0,4332

) = (0,5668, 0,4332).
Esto significa que con una probabilidad de 0,4332 sigue tomando café B, y con 0,5668
toma café A.

4. Clasificacion de estados

Definicién 3. En una cadena de Markov, un estado j se dice alcanzable desde un
estado @ si pj; > 0 para algin n > 0. Esto significa que empezando desde el estado
i, es posible (con probabilidad positiva) entrar en el estado j en un nimero finito de
transiciones. Se denota i — j.



Definicién 4. Se dice que los estados 7 y 7 se comunican si cada estado es alcanzable
desde el otro. Es decir, i — j y j — 7. Se denota por 7 <> j.

Comentario. La relacion de comunicacion define una relacién de equivalencia.
1. Reflexiva. El estado i se comunica con el estado i ya que p; = 1.
2. Simétrica. Obvio por la definicion.

3. Transitiva. Si ¢ — j y j — k, entonces existe pj; > 0y pj;. > 0. Asi 0 < pfpf; <
Y her PinPhi, = pi™. Por tanto, el estado k es alcanzable desde el estado 1.
Intercambiando los papeles de i y k, el estado ¢ es alcanzable desde k.

Definicién 5. A dos estados que se comunican se dice que estan en la misma clase.
Una cadena de Markov es irreducible si todos los estados pertenecen a la misma clase,
esto es, todos se comunican entre si.

FEjemplo. Considera la matriz de probabilidades de transicion

0 /0 1/2 1/2
112 0 1/2
2 \1/2 1/2 0

Ejemplo.
0 /0 1 0 0
1 {0 0 1/2 1/2
2 10 1/2 0 1/2
3 \0 1/2 1/2 0

Es facil ver que desde los estados 1, 2, 3, no es posible visitar el estado 0, esto es: pf, = 0,
phy = 0, piy = 0 para todo n. Por tanto, la cadena de Markov no es irreducible.

Definicién 6. Una clase de comunicacion C' se dice cerrada si para cualquier par de
estados 1 € C, j ¢ C, se tiene que p;; = 0. Es decir, desde cualquier estado dentro de
C no se puede alcanzar ningin estado de fuera de C.

Definicién 7. Para cualquier estado ¢ en una cadena de Markov, sea f; la probabilidad
de que empezando en el estado ¢, el proceso vuelva a pasar alguna vez por el estado i.
el estado i se dice recurrente (o persistente) si f; = 1 y transitorio si f; < 1.

A continuacién veremos una caracterizacion de los estados recurrentes:

Proposicion 2. En una cadena de Markov, un estado ¢ es recurrente si y sélo si

o

no__
E Di; = ©0.
n=1

Usando la proposiciéon anterior podemos probar

Proposicién 3. En una cadena de Markov, si el estado i es recurrente (transitorio) e
i <> j, entonces el estado j es también recurrente (transitorio).

Proposicion 4. Una clase de comunicacién formada por estados recurrentes, tiene que
ser cerrada.



Definicién 8. Un estado ¢ recurrente se dice absorbente si p; = 1.

Ejercicio. Analisis de un camino aleatorio.

Consideremos el ejemplo clasico de un camino aleatorio. Una persona ejecuta un camino
aleatorio en la red de enteros. En cada paso, la persona en el estado ¢ puede moverse
un paso adelante (+1) o hacia atrds (—1) con probabilidades p (0 < p < 1)y 1—p
respectivamente.

5. Cadenas de Markov absorbentes.

Definicién 9. Un estado i de una cadena de Markov se dice absorbente si es imposible

abandonarlo (e.d. p; = 1). Es, por tanto, un tipo particular de estado recurrente.
Una cadena de Markov se dice absorbente si posee al menos un estado absorbente

y desde cada estado es posible llegar al estado absorbente (no necesariamente en un

paso).

Comentario. Se puede ver que en una cadena absorbente, todos los estados que no son
absorbentes son transitorios.

Ejemplo. Supongamos el caso de la ruina del jugador. Este juega a un juego que tiene
probabilidad 1/2 de ganar un délar y probabilidad 1/2 de perderlo. Parara cuando se
quede sin dinero o cuando alcance 4 délares.

La matriz de transicién es:

0o 1 2 3 4

o/1 0 0 0 0
11/2 0 1/2 0 0
p=20 1/2 0 1/2 0
3l o 0 12 0 12
a\o 0 0 o0 1

Desde cualquiera de los estados 1, 2 y 3 es posible alcanzar en un nimero finito de
pasos los estados absorbentes 0 y 4. Por tanto, la cadena es absorbente. Los estados 1,
2 y 3 son transitorios.

1 1

\/‘\/‘u

La pregunta més obvia que se puede hacer en este tipo de cadenas es: jcudl es
la probabilidad de que el proceso alcance alguna vez un estado absorbente? Otras
preguntas interesantes son:

a) Dado un estado absorbente, jcudl es la probabilidad de que el proceso finalice
precisamente en dicho estado?

b) ;En promedio, cuénto le costard al proceso ser absorbido?

¢) En promedio, ;cudntas veces pasara el proceso por cada estado transitorio?
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Las respuestas a estas preguntas dependeran en general no sélo de las probabilidades
de transicion, sino también del estado en el que se encuentre el proceso al empezar.
En realidad, ya podemos contestar a la primera de las preguntas.

Teorema 1. En una cadena de Markov absorbente, la probabilidad de estar en un
estado transitorio después de n pasos tiende a cero cuando n — co. De aqui se sigue que
en una cadena de Markov absorbente con un nimero finito de estados, la probabilidad
de que el proceso sea absorbido es 1.

5.1. Forma canédnica y matriz fundamental. Ntimero medio de
pasos por un estado.

Consideremos cualquier cadena de Markov arbitraria. Reenumeramos los estados
para poner los transitorios primero. Si hay r estados absorbentes y ¢ transitorios la
matriz de probabilidades de transiciéon tendra la siguiente forma candnica:

TR.  ABS.
TR. R
P = @
ABS. 0 1
Aqui I es la matriz identidad de orden r, 0 es una matriz nula r x ¢, R es una matriz

t X ry ( esuna matriz t x t.
Multiplicando por bloques tenemos que P" es de la forma

TR.  ABS.
pr_ TR Q" R
ABS. 0 1
donde R estd en funcién de R y @ (es irrelevante lo que sea). Cada entrada de Q"

corrresponde a la probabilidad de estar en un estado transitorio después de n pasos, y

por tanto, por el teorema anterior, tiende a cero. Es decir, Q" —— 0.
n—oo

Teorema 2. Para una cadena de Markov absorbente, la matriz I — () tiene una inversa:
N, que se le llama matriz fundamental. La entrada ij de la matriz N: n;; es el nimero
de veces esperado que la cadena pasa por el estado j, dado que empiece en el estado i.
Si i = j, el estado inicial se cuenta.

FEjemplo. Continuamos con el ejemplo anterior. La matriz de transicién en forma
candnica es:

1 2 3 0 4
1/ 0 1/2 0 | 1/2 0
2112 0 1/2 | 0 0
p:3 o 12 0o | 0 1/2
0O O 0 0o I 1 0
4\ 0 0 0o | 0 1
De aqui vemos que la matriz @ es:
0 1/2 0
Q=1\|1/2 0 1/2
0 1/2 0



Notar que la matriz ) también puede ser obtenida sin pasar por la matriz en forma
canonica. Simplemente hay que eliminar de la matriz de transiciones las filas y columnas
correspondientes a estados absorbentes.

1 —1/2 0
[-Q=[-12 1 -1/2
0 -1/2 1
Calculando su inversa (I — Q)™ tenemos
1 2 3
1/3/2 1 1/2
N=(I-Q)'=21 2 1
3\1/2 1 3/2

De esta matriz podemos deducir, por ejemplo, que si empezamos en el estado 2, el
numero esperado de pasos en los estados 1 2 y 3 antes de ser absorbido son 1, 2 y 1.

5.2. Tiempo de absorcion.

Ahora contestemos a la siguiente pregunta referida al ejemplo anterior. Si empeza-
mos en el estado 2, ;Cudl es en media el tiempo en ser absorbido? Parece logico que
seal+2+1=4.

Teorema 3. Dada una cadena que empieza en el estado s;, denotamos por ¢; el tiempo
promedio del nimero de pasos antes de que la cadena sea absorbida (i.e., el tiempo
medio de absorcién de todas las posibles realizaciones de una cadena que empieza en s;).
t; se obtiene sumando todos los elementos de la fila i-ésima de la matriz fundamental
del proceso.

5.3. Probabilidades de absorcién.

Teorema 4. Llamamos b;; a la probabilidad de que dada una cadena absorbente que
empieza en el estado transitorio s;, una realizacién de dicha cadena sea absorbida por
el estado absorbente s;. sea B la matriz con entradas b;;. Entonces B es una matriz
tXry

B=NR,

donde N es la matriz fundamental y R es el bloque que nombramos en la forma
canoénica.

Ejemplo. Continuando el ejemplo anterior de la ruina del jugador

1 2 3 0 4

1/3/2 1 1/2 1/1/2 0

N=2{ 1 2 1 |; R= 21 0 0

3\1/2 1 3/2 3\ 0 1/2

Por tanto,

0 4
3/2 1 1/2 1/2 0 1/3/4 1/4
B=NR=| 1 2 1 0 0 |=2(1/2 1/2

1/2 1 3/2) \ o 1/2 3\ 1/4 3/4



Esto quiere decir que si empezamos desde el estado 1, hay probabilidad 3/4 de quedar
absorbidos por 0 y 1/4 de terminar absorbidos por 1.

6. Cadenas de Markov irreducibles.

Definicién 10. Una cadena de Markov se dice irreducible si todos los estados se
comunican entre si. Esto es, es posible ir desde cualquier estado hasta cualquier otro
estado (no necesariamente en un paso).

6.1. Equilibrio

Definicién 11. Dada una cadena de Markov con un ntumero finito de estados, un
vector

™ = (7T0,7T1,...,7Tk,1)

se dice que es una distribucion estacionaria de una cadena de Markov finita si
satisface

1. ﬂiZOny:_Olmzl.
T

k-1 :
2. TP =, esto es m = Y . p;i7; 0 lo que es lo mismo PTgpl = 7T,

Proposicion 5. Para cualquier cadena de Markov irreducible con un ntimero finito de
estados, existe una tnica distribucién estacionaria.

Ejemplo. Recordemos el problema de marketing otra vez. La matriz de transiciones

viene dada por
11—« «
P
(5" 10)

Es trivial que es irreducible y aperiodica. Para calcular la distribucién estacionaria
(7o, 1) resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

(1—a)mg +pm = To
QT +(1 — ﬁ)?’l’l =T
o +m =1

Resolvemos el sistema y tenemos my = §/(a + ), m = a/(a + B).

Interpretemos ahora el significado de la distribucién estacionaria.

El hecho de que mP = 7 nos indica que si en nuestro tiempo de partida podemos
estar en el estado s; con una probabilidad de m; (es decir, X, = ), entonces, en cual-
quier instante de tiempo X,, = 7. El proceso es estacionario, esto es, que aunque cada
realizacion particular de la cadena esté cambiando de estado a lo largo del tiempo, des-
de el punto de vista macroscépico (infinitas realizaciones independientes del proceso),
el proceso se mantiene en equilibrio.

Una consecuencia de la ley de grandes nimeros para las cadenas de Markov irredu-
cibles puede escribirse asi.

Teorema 5. Con toda probabilidad, la proporciéon de tiempo que la cadena pasa
en el estado s; tiende a 7;, independientemente del estado de partida.

9



Ejemplo. En el problema de Marketing con parametros a = 0,3 y 5 = 0,4, la matriz
de transicién es

A B
A[(0,7 03
P= 3(0,4 0,6>'
Su distribucién de equilibrio era m = (w4, 75) = (4/7,3/7). El teorema anterior afirma

que un individuo que realice este problema de Marketing, a largo plazo un 57.14 % de
los dias toma café de tipo A y un 42.86 % de los dias toma café de tipo B (4/7 ~ 0,5714).

6.2. Tiempos medios en cadenas irreducibles

En esta seccién consideramos dos cantidades de interés: el tiempo medio de volver
a un estado y el tiempo medio de ir de un estado a otro estado.

Sea P la matriz de transicién de una cadena irreducible con estados si,...,s,. Sea
7 = (m,...,m). Entonces, como consecuencia de la ley de grandes nuimeros, para
tiempo infinito el proceso habra pasado una fraccién 7; de tiempo en el estado s;. Por
tanto, empezando desde cualquier estado, la cadena alcanzara en algiin momento el
estado s;. Es mas, estard en el estado s; infinitas veces.

Definicién 12. En una cadena de Markov irreducible que empieza en el estado s;, el
ntimero esperado de pasos para alcanzar el estado s; es llamado el tiempo medio de
paso desde s; a s;. Se denota por m;;. Por convenio m;; = 0.

Un modo de ver el problema del primer paso es el siguiente. Crear otra cadena
transformando el estado s; en absorbente, esto es, definiendo p;; = 1. Si empezamos
desde otro estado distinto de s;, el nuevo proceso se comportard exactamente igual
que el original hasta que se alcance el estado s; por primera vez. como la cadena era
irreducible, se podia alcanzar s; desde cualquier estado, por tanto, la cadena resultante
es absorbente con un tnico estado absorbente s;, que sera alcanzado alguna vez.

Asi, la matriz fundamental N tenia como componentes la esperanza del nimero de
pasos en cada estado antes de la absorcién. Asi, la suma de los elementos de su fila
1-ésima, nos da el tiempo medio de absorcion si partimos del estado s;.

Definicién 13. Llamamos matriz fundamental de una cadena irreducible a Z := (I —
P+ W)™, donde W es la matriz cuyas filas forman la distribucién estacionaria.

El siguiente teorema nos muestra un método alternativo para calcular los tiempos
esperados de primer paso.

Teorema 6. Los tiempos medios de primer paso de una cadena irreducible son:

La demostracion estd en el libro de Grinstead-Snell, paginas 455-460.

Una cantidad relacionada con el tiempo medio de primer paso es el tiempo medio
de recurrencia, definido como sigue. Asumamos que empezamos en el estado s;, consi-
deremos la longitud de tiempo hasta que volvemos hasta el estado s; la primera vez. Es
claro que vamos a volver, por que en el primer paso, o bien permanecemos en el estado
s; 0 bien vamos a otro estado s; y desde cualquier otro estado s; en algiin momento
alcanzaremos s; porque la cadena es irreducible.

10



Definicién 14. Si una cadena irreducible empieza en el estado s;, el niimero esperado
(media) de pasos de retorno a s; por primera vez es el tiempo medio de recurrencia
para s;. Se denota por 7;.

Teorema 7. Para una cadena irreducible, el tiempo medio de recurrencia para un
estado s; es ; = 1/m;, donde m; es la i-ésima componente de la distribucién estacionaria
asociada.

Corolario 1. Para una cadena irreducible, su distribucion estacionaria es estrictamente
positiva.

Corolario 2. Un estado s; se dice positivo recurrente si el tiempo esperado de re-
currencia es finito. Por tanto, en una cadena irreducible finita, todos los estados son
positivos recurrentes.

6.3. Cadenas regulares.

Definicién 15. Llamaremos periodo de un estado i a d = m.c.d.{n € N : pI: > 0}.
Un estado i se dice aperiédico si d = 1 (también se dice aperiédico si pl: = 0 para todo
n € N). En caso contrario, el estado se dice periédico con periodo d > 2.

Se puede ver que el periodo de un estado ¢ es el mayor nimero d que verifica que
solo se puede dar una vuelta de 7 a ¢ en multiplos de d.

Ejemplo. Sea la matriz de probabilidad de transiciones
01
P=(1 )

n_ (10 . n (0 1Y . .
P —(0 1) sinespary P —<1 O) si n es impar.

entonces par 't = piiT = 0. Asi, ambos estados 0 y 1 tienen periodo 2.

Notar que

Definicién 16. Una cadena de Markov se dice regular si alguna potencia de la matriz
de transicion tiene sélo elementos estrictamente positivos.

En otras palabras, para algin n, es posible ir desde un estado hasta cualquier otro
estado en exactamente n pasos.

Proposicién 6. En una cadena de Markov finita:
La cadena es regular < la cadena es irreducible y todos sus estados son aperiddicos.

Ejemplo. Consideremos la urna de Ehrenfest con 4 bolas. Su matriz de transiciones de
un paso es:

0 1 2 3
0/ 0 1 0 0
1y1/4 0 3/4 0

P=21 0 1/2 0 1/2

31 O 0 3/4 0 1/4

4\ 0 0 0 1

Si empezamos desde el estado 0 estaremos en un nimero par de pasos en los estados
0, 2 0 4, y después de un nimero impar de pasos en los estados 1 6 3. Por tanto, el
estado 0 tiene periodo dos, y aunque es irreducible, no es regular.

O™~~~ O O O =
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Ejemplo. Consideremos ahora el problema de marketing con X, = (1,0). Notar que

5 5 0,7 0,3
X; = XoP = (1,0) (0 40 6) =(0,7,0,3)

S o . 0,61 0,39)
X, = XoP? = (1,0) (0,52 0.45) = (0:61,0,39)

0,5749 0,4251
0,5668 0,4332

0,5715 0,4285
0,5714 0,4286

X, = XoP* = (1,0) ( ) = (0,5749,0,4251)

Xg = XoP® = (1,0) ( ) = (0,5715,0,4285)

0,5714 0,4286

YO ¥ 16 __
Xio = XoP™ = (1,0) (0,5714 0,4286

> = (0,5714, 0,4286)

Parece que B
lim X, = (0,57...,0,42...).

n—00

De hecho, este limite existe y jes independiente de X! Significa que a largo plazo,
la probabilidad de que un consumidor en el dia n tome café A es 0,57 y tipo B: 0,42.

Notemos que Xn = Xn_lp. Por tanto, si

lim X,, =,
n—oo

entonces 3 R
= lim X, = lim X, P =nP.

n—o0 n—o0

Teorema 8. Para cualquier cadena de Markov finita (con k estados) irreducible y
aperiodica, para cada distribucion inicial X

lim || X, — 7| = lim || X,P" — x| =0,
n—oo n—oo

donde 7 es la distribucién estacionaria para la matriz de transiciones P.
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