Seminario de problemas-ESQO. Curso 2011-12. Hoja 9

46. 1. El area de un rectangulo es 3 y su perimetro 7. ;Cudl es la longitud de la diagonal?

2. Si O es el origen de coordenadas, A es el punto (3,4) y B estd en la recta OA en el
primer cuadrante, ;cudles son las coordenadas de B sabiendo que la distancia de A

a Bes6?

Solucion de 1.

a+b =
ab =
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con lo que a y b son las soluciones de la ecuaciéon

7 7 /49 2
z 22+3 0; =z 1 16 {%
Portanto,d:,/ll—i—%:g.

Solucion de 2.

47. Sia,by cson tres ceros de P(z) = a® — 2? + x — 2, encontrar a + b+ c y a® + b* + 2.

Solucion.
at+b+c =1
ab+ac+bc = 1
abe = 2



(a+b+c)> =a*+b*+c* +2(ab+ ac+ be)
l=a>+b*+c*+2
a4+ b+t =1
48. Encontrar los pares de enteros positivos (z,y) tales que
z? — 11 -y! = 2003

Solucion. Si y =1, 2014 no es un cuadrado perfecto.
Siy =2, 2% = 2025, v = 45 el par es (45, 2).

Si y = 3, 2069 no es un cuadrado perfecto.
Siy>3esll -yl =4

En tenemos

/.
mod 4

22
0
1
0
1
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Como 2003 = 3 mod 4 es imposible que 22 = 3 mod 4.

49. Encontrar el volumen V de un tetraedro que tiene un vértice trirrectangulo O, si son
conocidas las areas A, B y C' de las tres caras concurrentes en O.

Solucion.

1
V= éabc

1
V2= %abacbc

V= %\/ 2ABC.

50. Resolver
22— |z] —1=0.

Solucion. Si x > 0
?—r—-1=0

1+v5
o 1i~/1+4:{+7
2 ]

< 0, no vale.



Siz<0

P +r—1=0
. —1j:\/1—|—4: {#5>0, no vale.
2 =18

. Probar que si x > 2,y > 2,z > 2, entonces
(y° +2)(2° +y)(2° + 2) > 125 2yz2.
Solucion 1.
(v* +2)(2* +y)(2® + 2) — 1252y2

= zly 4+ 2123 + 23yt 4+ 23323 — 124ayz + 22t + yte 4+ 320
> gy + 2123 + 23yt + 2202%92% 2 — 124wyz + w2t + ytz + 320
= 2ty 4+ 2123 + 23yt + 64zyz — 1242y + 22t + yle 4+ 327
= oty + 2?2 + 23y — 60xyz + 22t + yte + 020

Por la desigualdad de las medias aritmética y geométrica tenemos

34,31 .3
x z
zyz = Yy < %7

por tanto
oly + 22 + 23yt — 60xyz + vt + oty + P20
> oty + 22 + 2Pyt — 20(2® + P 4+ 2%) + 2t + oyt + P!
> 2032 + 2423 + 282 — 20(2® 4 o® + 2°) + 2232 4 232 + ¢32¢
= 42 +162° + 162° + 42° + 4y° + 16y° — 20(z” + y* + 2°) = 0.

Solucion 2. Notemos que el segundo miembro de la desigualdad puede escribirse como
(52)(5) (52).
Probaremos que los factores del lado izquierdo de la desigualdad verifican
x3 + 2 > b, y® + x> by, 24y > 5z,

cuando x > 2,y > 2, z > 2. En realidad, con probar una de las desigualdades es suficiente,
debido a la simetria.

Probar que 23 + 2 > 5z es equivalente a probar que
3 —b5r+2>0.

Como z > 2, entonces
3 — 5+ 2> 2% — br + 2.

Ahora bien,
2 —5r+2=(-2)(2*+22-1)=(z-2)((x+1)>=2)>0  siz>2.

Por tanto z° + 2z > 5z, si x > 2, y > 2, z > 2 y andlogamente y> + x > 5y, 2° +y > 52,
con lo que queda probada la desigualdad ya que

(v° 4+ 2)(2* +y) (2 + 2) > (5y)(52)(5x) = 125zyz2.



