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Seminario de problemas-ESQO. Curso 2011-12. Hoja 14

Determina el valor de m tal que la ecuacion en x

2t — (3m+2)2 +m? =0
tenga cuatro raices en progresion aritmética.
Solucion.

Como la suma de las cuatro raices es igual a cero (Cardano), y la suma de cuatro nimeros
en p. a. es el doble de la suma de los dos extremos, podemos tomar que las raices sean
—3a, —a, a 'y 3a, de modo que

(2% — a®) (2% — 9a?) = 2* — (3m + 2)x* + m?
Identificando los coeficientes del mismo grado se obtiene el sistema

{ 10a® = 3m + 2

9a* = m?2.

Eliminando a? resulta la ecuacién 19m?—108m—36 = 0. Por lo tanto, m = 6 o m = —6/19.

Prueba que ningtin nimero de la sucesion
11, 111, 1111, 11111, ...
es un cuadrado perfecto.
Solucion.
Cualquier nimero s de la sucesién es de la forma
s =114 100m = 4(25m +2) + 3
donde m es un entero no negativo. De modo que s = 3 (mod 4). Pero los cuadrados

perfectos son = 0 o bien =1 (mod 4), asi que ningin s es un cuadrado perfecto.

Dado un cuadrado, encuentra el lugar geométrico de los puntos de su plano desde los
cuales el cuadrado se ve bajo un dngulo de (a) 90°, (b) 45°. (Dado un punto P en el plano
del cuadrado y exterior a él, el a&ngulo bajo el que el cuadrado se ve desde P es el minimo
angulo con vértice P que contiene el cuadrado.)

Solucion.

(a)



79. Las fracciones de numerador 1 se conocen como fracciones egipcias. Prueba que la fraccion
%70 no se puede expresar como una suma de dos fracciones egipcias. Encuentra una ex-

presion de esta fraccion como suma de tres fracciones egipcias y trata de hacer lo mas
pequeno posible el mayor de los denominadores.

67
120

1

Solucion. a)Queremos descomponer en suma de dos fracciones - + % con a < b. La

fraccién % debe ser

1 67 1
> L s =
a — 240 ” 4
Las unicas posibilidades son a = 2
o7 _1_ 7
120 2 120
ya=3
o7 _1_39
120 3 40
67 1 37 1
120 4 120 4
b)Queremos descomponer % en suma de tres fracciones i + % + % cona < b<c La
fraccién % debe ser
1 67 1
> 5
a 360 6

Sabemos que si la fraccién § es irreducible y comun (y,z) = 1 entonces § — 1= =

es irreducible. Por tanto para conseguir el menor valor de ¢ interesa tomar valores de
divisores de 120.

711
120 18 360
71 1
120 20 120



80.

120 24 60
711
120 30 40
9 1 1
40 5 40
9 1 1
40 8 10
67 1 37
120 4 120
37 117
120 6 120
37 1 13
120 5 120
3T 17
120 4 120
67 1 43
120 5 120
43 1 1
120 3 40
43 1 13
120 4 120
43 1 19
120 5 120

La solucion pedida es
67 1 1 1

20 3 8 10
Sobre cada uno de los lados de un tridngulo se construye un cuadrado (hacia el exterior
del tridngulo). Los seis vértices de estos tres cuadrados que no coinciden con alguno de
los vértices del triangulo forman un hexdgono. Tres de los lados de este hexagono son
iguales a los correspondientes lados del triangulo. Demuestra que cada uno de los tres
lados restantes es igual al doble de una de las medianas del triangulo.

Solucion.



2m A
a

m
a

Sea A’ el punto medio del lado BC' del tridngulo ABC'. Trazar por B una paralela a la
mediana AA’, que corta en D a la prolongacién del lado C'A. Los triangulos ABD y AQP
son iguales por tener iguales dos lados y el angulo comprendido. Luego los otros lados son
iguales, a’ = PQ = 2m,,.

81. Cinco de las aristas de un tetraedro son de la misma longitud a, y la sexta arista es de
longitud b. (a) Expresa en funcién de a y b el radio de la esfera circunscrita al tetraedro.
(b) {Cémo se podria usar el resultado del apartado (a) para calcular el radio de una
superficie esférica (por ejemplo, el radio de una lente)?

Solucion.

(a) (Observar primero que, para que el tetraedro considerado en este problema tenga
volumen positivo, se debe cumplir b < a+/3.) La interseccién del plano que contiene a la
arista P(@) de longitud b y pasa por el punto medio M de la arista opuesta es un triangulo



isésceles PQM en el que los lados iguales miden ay/3/2. La altura de este tridngulo es

3a? — b?
5 )

MB =

El centro O de la esfera circunscrita al tetraedro esta en el segmento M B, y la recta que
une O con el centro C' de una de las caras equilateras del tetraedro es perpendicular al
plano de esa cara. Entonces los triangulos rectangulos OCM y PBM son semejantes.
Llamando = = OB, se tiene

V3a2—b2 T aV3
2 _ 2
a3 V3a2=p2 ’
6 2
de donde
2a% — b?
J; =

2v/3a2 — b2
Llamando R al radio de la esfera circunscrita, se tiene

b\2 (22 =012V a*(4a® —b?)
2 _ 2 0N _ v
=z +<2> 132 —1) 4 4B —1)

a [4a? —b?
R_§V 3a2 — b2’

(b) Se podria determinar el radio de una superficie esférica mediante un cierto dispositivo
en el que cuatro puntos estan dispuestos de modo que forman los vértices de dos triangulos
equilateros que comparten un lado comun y que pueden girarse en torno a ese lado. Sea
a la longitud del lado de estos tridangulos. Colocando los cuatro puntos en contacto con la
superficie esférica y midiendo la distancia b entre los dos puntos que no son extremos del
lado comin, se puede calcular mediante la férmula del apartado (a) el radio de la esfera
que pasa por los cuatro puntos en contacto con ella.

y finalmente



