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Abstract.  In this paper we have tried to explore the presence of
polyhedra in some areas of the human activity. Taking as started
point a re ection about the platonic association of regular polyhe-
dra to di erent cosmic elements we have a look at the study and the
use of polyhedra in art, science and technology. We emphasise some
recent applications of polyhedral techniques to biological, chemi-
cal and physical processes. The symmetries, topological invariants
and geometrical properties play an important role in phenomena
such that the virus replication, the study of molecular structures
and di erent properties of the substances.
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1. Introducci on

En este artculo intentamos poner de mani esto la importanc de los
Poliedros y la manera en la que aparecen en diversos campos loge
tenido intees para el ser humano a lo largo de la historia. Herseelegi-
do este tema, en cierto modo ligado a nuestro campo de investigac
porque sabemos que le gustaba a Chicho. Precisamente, el fueegu
sugiro el tema de los Cuerpos Plabnicos para una sesbon déemina-
rio de Actualizacon Permanente de Matenaticas \Jos Luis Rubio de
Francia”, que durante tantos anos condujo.

Con el trabajo que aqu presentamos, verson reducida de otroas
extenso que estamos preparando, nos gustara contribuir, em tedida
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de nuestras posibilidades, a \acercar las Matematicas a la sedad",
uno de los objetivos del Aro Mundial de las Matematicas y widea en
la que Chicho siempre insista. Lamentamos que no haya podideelr
el borrador que con toda seguridad le hubesemos pasado paraedo
criticara.

Porultimo, queremos manifestar nuestra gran admiracon a silabor
en la Universidad y nuestro inmenso carifio a quien fue uno de nuest
mejores amigos.

2. Cuerpos e ideas plat onicas

En el lenguaje cotidiano se entiende que un polgono es ungoa del
plano determinada por un rumero nito de segmentos. Estos segmies
se denominan lados o aristas y sus extremos \ertices del polwp. El
polgono se llama regular si todos sus lados son iguales y todos |
angulos determinados por las aristas en los \ertices tands son iguales.
Se dice que el polgono es convexo si es una regbn convexaglecir, que
el segmento que une dos puntos cualesquiera de la regon estmienido
en ella. De modo aralogo, pensando en el espacio tridimensibrese
dice que un poliedro es un cuerpo lido limitado por una supere
gue consta de un rumero nito de polgonos no coplanarios ak que se
denomina caras del poliedro. Se llama regular si sus caras solypoos
regulares iguales y se dice que es convexo si es una regon eravDe
forma parecida puede pensarse en dimensiones sucesivamente ragayo
para obtener lo que conunmente se llaman politopos, y en pactilar
los politopos regulares y convexos, cuya existencia y rumegetin bien
determinados §].

En este trabajo muchas veces la palabra poliedro o estructura-{
liedral se utilizam en un sentido mas general para nombrar spacios
construidos con piezas sencillas, de diversas dimensiones, lidasacel-
das (copias topobgicas de discos de la correspondiente dimeen). Se
forman a partir de un espacio discreto de puntos (0-celdas), ale se
le va pegando sucesivamente una coleccon (quias vaca)edceldas,
de dimensbn cada vez mayor, por los bordes de estas. Estas estru
turas poliedrales o poliedros generales pueden tener unmmaro nito
0 innito de piezas y en este ultimo caso ser su dimensbn nita o
in nita. Muchos de los objetos matematicos que se estudian eGeo-
metra, Topologa y otrasareas tienen esta estructura. Erre los mas
sencillos se encuentran los polgonos y poliedros geonetrs descritos
al inicio de esta seccon, que han sido utilizados y estudiadogstle
la antigaedad. Hace aproximadamente dos mil cuatrocientasnos ya
se conoca queunicamente existen cinco poliedros regulareonvexos:
el tetraedro (cuatro caras triangulares), el cubo o hexaed(seis caras
cuadradas), el octaedro (ocho caras triangulares), el dodedao (doce
caras pentagonales) y el icosaedro (veinte caras triangulgye\kase la
Figura 2.
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Los restos arqueobgicos nmas antiguos en los que apareceguras
poliedrales, de los que tenemos noticia, son unas piedrasadis del
neoltico (aproximadamente 2000 a. C.) encontradas en Esta, \ease
la Figura 1. Tamben se conservan un par de dados icosadricos de la
epoca de la dinasta de Tolomeo en el Brithish Museum de Londse
Parece que este tipo de guras geonetricas ya tenan una uitlad ldica
como ocurre en la actualidad. Pensemos por ejemplo en los dadoe
se utilizan en juegos tan populares como el parchs o la ocaggno son
sino cubos; el dado del Scatergories es un icosaedro y en losgsatg
rol se utilizan todo tipo de poliedros regulares.

Figura 1. Piedras del Neoltico

En el libro XlIl de los \Elementos", [17], de Euclides (300 a. C.)
aparece la construccon de los cinco poliedros regularesyhguien in-
cluso sostiene que los Elementos no son sino una narracon exaige
deestos. Se atribuye a Teeteto (417{369 a. C.), personaje queaaece
en los Dalogos de Plabn (400 a. C.) como smbolo de la irgligencia,
la teora de los cinco poliedros regulares.

A los cinco lidos regulares se les llama Cuerpos Plabng@orque
Plabn en uno de sus dialogos nas signi cativos, el \Timeo", @ el que
se explica la construccon del universo, establece una asocacntre
ellos y los elementos fundamentales de los que este esth camapto,
gue segun sostenan los griegos estaba hecho conatomos de agaire,
tierra y fuego.

Sequn lo que all se expone, el mundo real es una copia impecta
del mundo de las ideas hecha por el Demiurgo, ser inteligentéyeno
al que le atrae la belleza y trata de recrearla. Este personajeea en
primer lugar el alma del mundo y la esfera celeste (lo hace dwld
forma eskrica, la mas perfecta) en cuyo centro est la Tiga. Desples
se ocupa de la materia con la que est hecho el mundo; se compone
de cuatro elementos: fuego, tierra, aire y agua, que han de ¢ena
propiedad de ser \solidos" (pues las cosas no solamente son plasas
gue tienen profundidad) y han de ser capaces de recomponersesun
en otros. Puesto que han de ser lidos, esto es, limitados por plano
un plano est compuesto por piezas sencillas (trangulos), &emiurgo
elige deestos los nmas bellos: el trangulo recangulo issceles (con dos
piernas |catetos| iguales) y el trangulo recangulo escale no (cojo)
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gue posee la propiedad de tener la hipotenusa de doble longitjue uno
de sus catetos. A partir de seis de estosultimos trangulos cstruye
el trangulo equihtero y, con estas piezas, el tetraedro, leoctaedro y
el icosaedro. Con cuatro trangulos recaingulos iscelesonstruye el
cuadrado y con seis deestos el cubo.

Incluimos a continuacon extractos literales del \Timeo" segun la
traduccon castellana P3):

\... Antes de la creacon, por cierto, todo esto careca de poporcon y
medida. Cuando dios se puso a ordenar el universo, primero dorma
y rumero al fuego, agua, tierra y aire, de los que, si bien habalgunas
huellas, se encontraban en el estado en que probablementete todo
cuando dios est ausente. Sea siempre esto lo que a rmamosteda
ocason: que dios los compuso tan bellos y excelsos comopasible de
aguello que no era as. Ahora, en verdad, debo intentar dest@ros
el orden y origen de cada uno de los elementos con un discurscopo
habitual. .. En primer lugar, creo que para cualquiera estras alh de
toda duda que fuego, tierra, agua y aire son cuerpos. Ahorarpi¢oda
forma corporal tiene tamben profundidad. Y, adenas, es € toda nece-
sidad que la super cie rodee la profundidad. La super cie de ancara
plana esh compuesta de trangulos. Todos los trangul® se desarro-
[lan a partir de dos, cada uno con unangulo recto y los otrosgados.
Uno tiene a ambos lados una fraccon deangulo recto divido por la-
dos iguales, el otro partes desiguales de unangulo rectailagida a
lados desiguales. .. suponemos queeste es el principiofdefo y de los
otros cuerpos. .. Ciertamente, debemos explicar cwalesrae los cua-
tro cuerpos nmas perfectos, que, aunque dismiles entre,odran nacer
unos de otros cuando se desintegran. En efecto, si lo logramtendre-
mos la verdad acerca del origen de la tierra y el fuego y de suslioge
proporcionales. Pues no coincidiremos con nadie en que hayegoos
visibles mas bellos queestos, de los que cada uno reprégam genero
particular. Debemos, entonces, esforzarnos por componest@s cuatro
generos de cuerpos de extraordinaria belleza y decir quarttes captado
Su naturaleza su cientemente..."

Debe haber cuatro elementos por el siguiente razonamientas kosas
deben tener fuego, puesto que se ven, y tierra, puesto que son mate
riales; dos cosas necesitan de una tercera para poder ser unidagl S
universo fuese plano bastara con un tercer elemento, pero,neo tiene
profundidad, necesita de otro mas para poder hacer esta umb As,
para unir el fuego y la tierra se precisan otros dos: el aire y elusg
Analizando las propiedades de los elementos y la proporcem la que
deben estar en la naturaleza, llega a la conclusbn de que latomos
de fuego son tetraedros, los de tierra son cubos, los de aire odtas y
los de agua icosaedros. Queda unaunica combinacon, el dededro,
gue lo reserva para el universo. En la Figurda mostramos los dibujos
de Kepler basados en esa asociacon.
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Figura 2. Elementos y cuerpos plabnicos

En esencia, los integrantes mas elementales son los trariga recngu-
los iosceles y los escalenos. Puesto que el fuego, el agua y elesiain
integrados por escalenos, se pueden romper en sus escalenos gnkeco
narse entre s de modo que se genera un ciclo de reaccioneautarcal
no poderse crear una situacon de equilibrio. De nuevo citaraalabras
textuales de la traduccon del \Timeo™:

\...Debemos pensar que todas estas cosas son en verdad tan pe
guenas que los elementos individuales de cada clase nosrsosibles
por su pequenez, pero cuando muchos se aglutinan, se puetser-
var sus masas Yy, tamben, que en todas partes dios adecwo &ntidad,
movimientos y otras caractersticas de manera proporcica y que todo
lo hizo con la exactitud que permito de buen grado y obedienia ne-
cesidad. A partir de todo aquello cuyos generos hemos desmréntes,
muy probablemente se dara lo siguiente. Cuando el fuegach con la
tierra y con su agudeza la disuelve, esta se trasladara, ysea que se
hubiera diluido en el mismo fuego o en una masa de aire 0 de ggua
hasta que sus partes se reencontraran en algun lugar, sewelan a
unir unas con otras y se convirtieran en tierra |pues nunca pasaan
a otra especie|, pero si el agua es partida por el fuego, o tareb por el
aire, es posible que surjan un cuerpo de fuego y dos de airea@io se
disuelve una porcon de aire, sus fragmentos daran lugaa dos cuerpos
de fuego. A la inversa, cuando el fuego, rodeado por el aire caglia o
alguna tierra, poco entre muchos, se mueve entre sus portey lucha
y, vencido, se quiebra; dos cuerpos de fuego se combinan en gue
de aire; mas cuando el aire es vencido y fragmentado, de doggmy
media se forjaa una gura entera de agua.”
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Una mirada &apida sobre estas ideas plabnicas quizas nos lga son-
rer, pero una re exon algo mas profunda sobre ellas nos aAce pensar
®mo han inuido a lo largo de la historia y hasta qe punto esan
vigentes en la actualidad. En nuestra opinbn, contienen &s princi-
pios que han tenido y tienen gran importancia en el desarrollde la
ciencia: Unon entre ciencia y belleza, aplicacon de obfes y reglas ma-
tematicas conocidas a entidades o procesos desconocidoscasmn de
los poliedros a entidades msmicas) y construccon de la comepdad a
partir de elementos simples.

En relacon con el primer principio recogemos la frase de G.Hardy
[16] referida a las matematicas\Los disenos del matematico, como los
del pintor o el poeta, han de ser bellos; las ideas, como lo$oEs
o las palabras, deben relacionarse de manera armoniosa. lelldra
es la primera prueba: no hay lugar permanente en el mundo pass |
matemnaticas feas".

La unon de ciencia y belleza, simbolizada en polgonos y tiedros,
ha sido una constante en la obra de muchos cient cos y artistag/na
muestra la tenemos en la construccon que Euclides hace dehpgono
regular, en elpgue la diagonal y el lado estin en proporcoaurea : 1,
siendo = % el rumeroaureo o la divina proporcon, llamado as por
la belleza que genera en los objetos que lo contienen. Pomgéo,
aparece este rumero en el dodecaedro, en el icosaedro y en l&siva
divison de un recangulo cuyos lados esan en proporcoraurea, que
da lugar a un cuadrado y a otro recanguloaureo. Uniendo mddnte
trozos de circunferencia los \ertices opuestos de los cuados que se
van obteniendo, aparece la espiral aurea, que es la caractica de
algunas de las nas bellas caracolas.

Tanto en la pintura como en la escultura y en la arquitectura eat
proporcon se ha mantenido a lo largo de la historia como canate be-
lleza. Citaremos lo algunos edi cios enormemente singués como el
Parteron de la Aciopolis ateniense o la iglesia de Notre Dame dears
en los que casi cualquier recangulo que se puede distinguir ellos es
un recanguloaureo. La fachada de la sede de las Naciones Ua&len
Nueva York est formada por tres grandes recangulos, cada orde los
cuales esaureo. Otros objetos de uso cormun, como las tagstpostales
o de cedito, tamben son recangulosaureos.

En 1202, Leonardo da Pisa (apodado Fibonacci) enconto sulebre
suceson de enteros,ff,g: 1;1;2;3;5;8;13,2L:::, en un estudio que
realizaba sobre la cra de conejos. Esta sucesbn esta ntimaente ligada
al umeroaureo, de tal forma queeste es el Imite de la sucgbdn cuyos
erminos son los cocientesf;!—;l. Los rumeros de Fibonacci aparecen
en estudios boanicos ligados a la lotaxia (disposicon deds hojas)
gue presentan muchosarboles y frutos como la pina conunpdde un
cocienteff—; marca la rotacon que interviene en el paso de una hoja a
otra 0 de una Bmina a otra. As, la naturaleza, al igual que nuchos
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artistas, parece servirse en algunas de sus creaciones de propioes en
las que interviene el rumeroaureo ligado al penagono rgular. No es
de extranar que la gura formada por las diagonales de un paEgono

regular (pentagrama) fuese elegida por los pitagoricos canel smbolo

de su secta.

Una muestra de la incluson de guras poliedrales en el arte petnos
encontrarla en la obra del pintor y mosaicista orentino PaoldJcello
(1397{1475). En la Figura3 puede verse un detalle del fresco titulado
\El Diluvio", pintado por este artista en 1448, en el que aparecun jo-
ven luciendo un sombrero que es un toro poliedral. Esta misma
del toro poliedral, junto con otras inspiradas en dibujos dedonardo
da Vinci de los que hablaremos enseguida, tamben apareceqmoste-
riormente en algunas de las bellsimas obras realizadas el 1520
por Fra Giovanni da Verona. Se trata de unos maravillosos trafjos de
marquetera obtenidos al unir pequenos trozos de madera diferentes
tonalidades (artesana que aun se realiza en Italia). \Baséa Figura 3.

Figura 3. Obras de P. Ucello y Fra Giovanni da Verona

Mencon especial merece el pintor y matematico Piero delldran-
cesca (1416{1492), considerado actualmente como uno de lasmpros
artistas del renacimiento cuya fascinacon por los poliedsoles condujo
a estudiar y desarrollar propiedades de antiguos y nuevos alios.
Uno de sus libros, \Libellus de quinque corpibus regularibus"¢B0),
conservado en la Biblioteca Vaticana, contiene la gura masntigua
gue conozcamos de un poliedro cuyas sesenta caras son penagon
hexagonos en la misma distribucon que ahora se utiliza paraoostruir
balones de fitbol, \ease la Figura4. Mas adelante resaltaremos la im-
portancia de este poliedro concreto (uno de los denominadasicdos
arquimedianos, al que Kepler](] llamara mucho nas tarde icosaedro
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truncado porque puede obtenerse truncando un icosaedro en &asho
de sus \ertices). \kase la Figurab.
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Figura 4. Dibujos de Piero della Francesca

Figura 5. Trucando un icosaedro. Babn de futbol

Parece que no lo in uido por los trabajos de Piero della Frecesca,
sino plagandolos en parte, Fra Luca Pacioli (1445{1509) esibd un
libro acerca de las maravillosas propiedades del rumerogeo titula-
do \De divina proportione”, [27]. En este libro aparecen numerosas
ilustraciones de poliedros con dibujos hechos por su amigo ergar-
tista Leonardo da Vinci (1452{1519). Es notable la atraccomue senta
Leonardo por los poliedros, para los que construyo modelos des es-
gueletos, con tiras de madera como aristas, que dejaban hueamsot el
interior del poliedro y las caras del mismo. Cuando un models se
observa en perspectiva con el ojo del observador muy pegado a una
de las caras huecas, esta aparece como un polgono grande guesu
interior contiene el resto de las caras. Pintada esta con gurac sobre
un plano, es una buena representacon en dos dimensiones daligdro
en cueston, que se denomina diagrama de Schlegel del mismos ldo
bujos de Leonardo han sido una referencia y fuente de inspioacpara
numerosos artistas y cient cos tanto de suepoca como posteaes. En
la ilustracon de la Figura 6 podemos contemplar el diseno de Leonardo
de dos poliedros, uno de ellos el icosaedro truncado.

Muchas de las obras artsticas mas importantes del renacim@nto
son tratados de perspectiva, de geometra proyectiva, imptante parte
de la Geometra a cuyo desarrollo contribuyeron de manera table
grandes artistas. En algunas de estas obras aparecen especiatiene
dibujados o esculpidos algunos poliedros; como ejemplo heralegido
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Figura 6. Dibujos de Leonardo da Vinci

el grabado \Melancola" de Durero (1471{1528), una de lashryas que
a nuestro entender simboliza mejor la unon de belleza y cieag \ease
la Figura 7.

Figura 7. Melancola de Durero y Modelo Gsmico de Kepler

Otra admirable muestra del desarrollo de ciencia y arte se enotra
en la espkendida Alhambra de Granada. En las paredes de este mo-
numento arabe del siglo XlIl pueden apreciarse disefnos de fasite
belleza que presentan cada uno de los diecisiete grupos de gimet
planos. Su in uencia en otras obras artsticas es notable y omw ejem-
plo pueden verse los trabajos del holandes M. C. Escher (1898{72),
donde, a diferencia de los anteriores, aparecen dibujos denaales o
de humanos pero subyace el mismo espritu de creacon a trasede la
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simetra. En [11] puede verse obras de este artista, muy vinculado a la
geometra, en las que se observa tanto la in uencia senaladango la
de Leonardo para sus numerosas creaciones poliedrales, y lhzaitdn
tamben en suultima etapa de modelos hiperholicos.

Es bien conocida la utilizacon kasica de guras y estructuas po-
liedrales en obras de grandes artistas del siglo XX pertenedes a
diferentes movimientos artsticos, muchos de ellos enmaias en el ar-
te abstracto. Sugerimos al lector que observe algunas de lasasbde
Picaso, Dal, Oteiza, etc. Hoy en da hay una corriente, muyipada al
mundo cient co, cuyas obras representan guras de poliedrs o de sus
deformaciones hasta conseguir creaciones bellas; numerostesearcias
e ilustraciones de ellas pueden encontrarse en la pagina web @eorge
Hart.

Otra de las ideas plabnicas, la asociacon de lidos a emtades
@smicas, sigue presente en investigadores posteriores al ocspale la
estructura del universo. As, por ejemplo, la encontramos em$ traba-
jos del gran astonomo J. Kepler (1571{1630), quien, adersde enun-
ciar las tres leyes del movimiento planetario, sistematio atematica-
mente y desarrolb todo lo que se conoca en suepoca sobre paaros.
En un folleto de 1596 titulado \El misterio Gsmico”, Kepler, hom-
bre profundamente religioso a pesar de que lleg a ser exconaalg en
1612, escribe:

\... Antes de ser creado el universo, no existan los rumers excepto
la Trinidad que es Dios mismo...Dado que la Inea y el planoonim-
plican ningun rumero, entonces reina la in nidad. Consideremos por
lo tanto a los lidos. Primero debemos eliminar a los lis irregula-
res dado que lo estamos interesados en la creacon oréela; quedan
por lo tanto seis cuerpos: la esfera y los cinco poliedros uwgyes. A la
esfera corresponde el cielo exterior, mientras que el mundoaahico
esh representado por los lidos de cara plana, de los dasa existen
cinco, los cuales a la vez (cuando son vistos como Imite) tdeminan
seis cosas diferentes: los seis planetas que giran alredeti sol. Este
es el motivo por el cwal ©lo hay seis planetas ..."

Mas adelante asigna cada cuerpo plabnico a un planeta corl si-
guiente argumento:

\...los olidos regulares se dividen en dos grupos: tres emay dos
en otro. Al grupo mayor pertenecen primero el cubo, segundo lami-
de, y nalmente el dodecaedro. Al segundo grupo pertenecennpero el
octaedro y segundo el icosaedro. Lo mencionado explica pera par-
te mas importante del universo, que es la Tierra |donde la imagen
de Dios se re eja en el hombre|, separa a los dos grupos. Por caeit
guiente, como posteriormente procedo a demostrar, losigds del pri-
mer grupo deben hallarse fuera de laorbita de la Tierra, mm¢ras que
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los del segundo grupo deben encontrarse dentro...por lo @nasig-
no el cubo a Saturno, el tetraedro a dipiter, el dodecaedro Marte, el
icosaedro a Venus y el octaedro a Mercurio".

Para reforzar su teora, Kepler creo un modelo impresionamst del
universo, inspirado en los modelos vaciados de Leonardo, queest
tra un cubo con un tetraedro inscrito enel, un dodecaedro ingto
en el tetraedro, un icosaedro inscrito en el dodecaedro, y maénte
un octaedro inscrito en el icosaedro; todos ellos separados psferas.
Este modelo ilustrado en la Figura/ explicaba matematicamente su
teora cosmobgica, que inicialmente proceda de la te@ copernicana
deorbitas circulares.

Cabe preguntarse @mo habra modi cado Kepler su vison deluni-
verso de haber sido descubiertos durante su vida el resto de plaset
gue hoy conocemos, pero lo que s es cierto es que basandoseasmu-
merosas observaciones de T. Brahe (del que fue ayudante), ammglo-
las, construyendo nuevos modelos @smicos poliedrales, estundio sis-
tematicamente propiedades de los poliedros conocidos ysdebriendo
nuevos y trabajando duramente en lo queel denomiro su \guea con
Marte" (determinacon de laorbita), Kepler descubrb la s tres leyes
fundamentales del movimiento de los planetas. |. Newton (164227)
mostrara un siglo mas tarde en sus \Principia Matemnatica" que estas
tres leyes pueden ser deducidas matematicamente, mediantetodos
exclusivamente geonetricos, de la ley de la gravitacon.

Si en los trabajos de Kepler la idea kasica es utilizar la ciera para
una mejor comprenson del universo, convencido de que DiosHa crea-
do de acuerdo con un plan matenatico, el propio Newton considda
su obra como una explicacon de las profecas del profeta Deel. Con
impulsos religiosos similares o diferentes, o sin ellos, lo ciee®que los
cient cos, siguiendo la pauta marcada por la asociacon de gliedros a
entidades ®@smicas, contiruan intentando explicar la forra del univer-
so utilizando modelos, conceptos y teoras previamente desaltados
en Matenaticas.

La tercera idea que deseamos resaltar a partir de la asociagoabni-
ca, Yy que quias sea la que mas profundamente ha in uido en elesa-
rrollo de la ciencia es el pensamiento de que, sin entrar en @&reonsi-
deracioneseticas, espirituales o morales, la materia, los egrorganicos
0 Vvivos 0 los que son producto de nuestra imaginacon esan Hexs
de piezas elementales kasicas que especialmente combingumtaglucen
entes de una complejidad mucho mayor.

Este proceso es el que parece seguirse no olo en la fabricaamn
dustrial o en la construccon de edi cios, sino tamben en la ceacon
celular de los seres vivos y a un nivel mas profundo en la congiabn
molecular y abmica, hasta el punto de que hoy en da muchodent -
cos sostienen que el universo est construido a partir de doce fgalas
elementales sobre las que acuan cuatro fuerzas fundameets
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Por otra parte, este proceso de construccon a partir de elemes
simples se aplica en ocasiones al aralisis de la estructura delgeaje o
del pensamiento o en ecnicas de aprendizaje y se encuentralemase
del desarrollo actual de la inteligencia arti cial.

No es extrano, por tanto, que en la aproximacon al estudio de
\realidad" conocida o desconocida, in nita o in nitesimal, en su posi-
ble diseno o modi cacon, las \estructuras poliedrales” apa@zcan no
®lo en campos meramente cient cos o ecnicos, sino tamien cuan-
do se desean aplicar herramientas tecnobgicas a otrosartds. En la
siguiente seccbn, aunque lo sea una pequefa muestra, ex@oos
algunos ejemplos de esta presencia poliedral en diversos casnpo

3. Poliedros, Ciencia y Tecnolog a

Es evidente que las estructuras poliedrales esan presentesla na-
turaleza. Todos estamos familiarizados con la forma poligainde las
telaranas, con la estructura hexagonal de los paneles de abep la
estructura poligonal que conforma la super cie de las alas yay de
algunos insectos. Tamben los granos de polen y las semillas der-
tas plantas tienen formas poliedrales basadas fundamentante en
pentgonos y hexagonos, y llama la atencon la belleza de s&=s como
los radiolarios (cuyo esqueleto contribuye a la formaconedsedimentos
marinos) proporcionada por sus formas poliedrales, en algunmssos
estrelladas, que en muchas ocasiones van encapndose para &roo-
lonias de gran estabilidad.

Quizas no tan explcitamente, pero s de un modo muy fuere, donde
aparece una conexon con los poliedros es en el campo de l@laga,
objeto de estudio de numerosos grupos de investigacon en lausdidad
y en el que vamos a centrarnos a continuacon.

Los virus son microorganismos formados por asociaciones oigan
das de macromokculas, lo visibles con microscopio elemtico debido
a su pequeno tamano (entre 10 y 300 narometros), que se cagazan
por poseer solamente un tipo de acido nucleico, ADN o ARN, pero
no ambos como ocurre en formas superiores de vida. Elacidocteico
gue contiene el material geretico esta protegido por una @a proteica
gue se llama @pside, la cual esa compuesta de numerosas subdai
des proteicas sujetas a ciertas simetras que determinan glze@pside
adquiera una estructura poliedral, que vara de unos virus atros, lo
su cientemente e caz como para formar un sello capaz de envetval
acido. Esta es la composicbon esencial de todos los virus, aunque algu-
nos mas complejos poseen otra envoltura exterior que come Ipidos
y aaicares ligados a las protenas de la @pside (virus emeltos). La
Figura 8 muestra a la izquierda la imagen de un virus envuelto (her-
pesvirus), en la que puede apreciarse difusamente la forma padigd de
la @apside que vemos con mayor detalle en la imagen de la dérac
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Figura 8. Virus Herpes

Por s mismo, un virus (0 mas precisamente una partcula vial com-
pleta: apside conteniendo alacido |virion|) puede consid erarse co-
mo un complejo bioqumico inerte. Depende enteramente dedtores
externos para poder moverse y no puede replicarse fuera de elala
viva. Cuando ha invadido una elula, elacido nucleico delirus, que
porta la informacon geretica (genoma), dirige la maquirria de la @lu-
la para sintetizar completamente nuevas partculas virake icenticas a
la progenitora.

El estudio de los virus como ciencia es relativamente jovemcavan-
ces muy apidos a partir de los anos cincuenta en paralelorclos de la
biogeretica y biologa molecular. Hoy en da la clasi caadn de los virus
se hace atendiendo esencialmente a estos dos aspectos: la na&zaale
su material geretico y la simetra y composicon de su @apside

Las complejas uniones de macromokculas en el sello de unusir
son maravillosas miniaturas de arquitectura molecular y lossqueri-
mientos espec cos de cada virus dan como resultado una fasaine
diversidad de organizacon y disefio geonetrico en la estrura polie-
dral asociada. La teora sobre la construccon de la estructarpoliedral
de los virus fue iniciada en 1956 por Crick y Watson y estaba basad
en algunas consideraciones teoricas y un rumero no muy gré@ de
evidencias experimentales posibles en aquellaepoca; posienente su
teora, en erminos generales, sera ampliamente con rmda y univer-
salmente aceptada. Esencialmente, consista en senalar queapside
del virus adquiere una estructura poliedral que est determada por
el propio virus y que la forma nas ecoromica y \razonable" & que el
genoma codi que la construccon de la @apside es que para elutilice
el mismo tipo de mokculas una y otra vez (teora de las subudades
icenticas). Adenas, estas subunidades deberan empaquetarseguien-
do unas reglas de simetra geonetrica de manera que confoanan un
sello estable.

En principio pensaron que siempre se empaquetaban siguiendo una
simetra icosaedral 5:3:2 (recordemos que el icosaedro esantpuesto
por veinte trangulos equikteros y tiene seis ejes de simed rotacional
de 5 hojas que pasan por los \ertices, diez ejes de 3 hojas eneslto
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de los trangulos y quince ejes de 2 hojas en el centro de lasstas)
y senalaron que el rumero de subunidades debera ser un mto de
sesenta y que ninguna debera coincidir con un eje.

Con la introduccon de las ecnicas de coloreado en el migscopio
electonico (Brenner y Horne, 1959) se descubro la forma de uchas
partculas virales y se acordaron los nombres de \@pside'\capsome-
ro" y \virion" (propuestos por Lwo, Anderson y Jacob, 1959) pam
denominar respectivamente al sello proteico, a las unidade®mobgi-
cas comprendidas enel y a la partcula viral completa. Casiodas las
partculas virales analizadas presentaban simetra icosaeal, pero el
rumero de las unidades morfobgicas (abultamientos quergsenta la
@pside) no era en general un multiplo de sesenta y adenas e$ian
localizadas en los ejes de simetra. La aparente paradoja resttural
gue se presenb, (los capomeros no eran las subunidades edie:-
les de las que hablaban Crick y Watson), desaparecd postenoente
y se fundamenb en trabajos de Horne y Wildy (1961) y de Caspar y
Klug (1962), que en £rminos generales rati caban la printiva teora
de Crick y Watson, a partir de los cuales se uni @ la terminolga y el
aralisis de la estructura poliedral de los virus. As, las \undades de es-
tructura” son las mas pequefas unidades de construccon d& apside
funcionalmente equivalentes y los \capsomeros" son las unidas mor-
fobgicas que pueden apreciarse en la super cie de la pandfa viral y
estin formadas por distintas agrupaciones de unidades de esitura.

El hecho de que las subunidades proteicas no se distribuyan siea-
mente sino que se adhieran formando capsmeros es debido a que se
maximizan las interacciones moleculares que estabilizan partcula.

La unbn entre las subunidades adheridas en cada capsomere gas
fuerte que la que se da entre unos capsomeros y otros (esto hace q
puedan aislarse mas fcilmente los capomeros para posiblestudios
funcionales o estructurales).

Aunque algunos presentan una estructura algo mas compleja, haa-
yor parte de los virus corresponden a dos grupos morfobggdiferen-
ciados: Los de simetra helicoidal y los de simetra icosaedra

En los que presentan simetra helicoidal se observa que tienenau
forma tubular hueca y en el hueco es donde se sitia elacido. ela
disposicon de las subunidades proteicas en la pared tubulaa éxcep-
con de los extremos) no es cilndrica sino que van conformdo una
Felice (espiral) que puede ser lewogira o dextogira, cuys radios circu-
lares y rumero de unidades por giro de la relice vara de uws virus a
otros.

Los virus con simetra icosaedral (por lo que se conoce hasta
fecha, la preferida por la mayora) tienen forma eskrica ypresentan
siempre 60 subunidades de estructura formando la @pside. Se dice
que T es el umero de la triangulacon, y toma valores de la serie

a
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1,3,4,7,9,12,13,..., obtenida a partir de la brmulalT = Pf?2, don-
de f es cualquier entero positivo yP cualquier rumero de la serie
1,3,7,13,19,21,... (=h? + hk + k?, para enteros positivosh y k co-
primos). La morfologa de la @pside pueden presentarse comd®T6
moromeros o presentarse como 30dmeros, 20T trmeros o confor-
mando 10T 1) hexameros y exactamente 12 penameros.

Actualmente existen cnicas de simulacbn que permiten remstruir
en un ordenador la forma de muchos virus. Estas imagenes vidies
facilitan el estudio geonetrico de su estructura y con ello elralisis de
diferentes propiedades del virus investigado. En algunas s direc-
ciones electonicas que incluimos al nal del trabajo exigt una buena
coleccon de inagenes de virus donde pueden observarse difges es-
tructuras poliedrales, todas ellas de una enorme belleza. EnFigura 9
aparecen imagenes de dos partculas que corresponden a sr@e las
primeras enfermedades virales estudiadas; a la izquierda k& dirus de
la ebre aftosa |Le er, 1898| (que presenta simetra icosaedr al)y
a la derecha la del virus del mosaico del tabaco |A. Mayer, 1886|
(que presenta simetra helicoidal). Como curiosidad, inclanos en la
Figura 10 la imagen de un virus icosaedral = 1 (satellite tobacco
necrosis virus) cuya forma es similar a la de una de las piedrafiadas
del neoltico de las que se presentaba una imagen en la secchn

Figura 9. Fiebre Aftosa y Mosaico del Tabaco

Para evaluar la importancia que tiene la determinacon deal estruc-
tura poliedral de los virus hay que tener en cuenta queestosekido a
su proceso de reproduccon, esan obligados a ser pamsitodiacelula-
res; necesitan una @lula hospedadora donde replicar suacidacleico
y tomar la maquinaria sinetica para reproducirse completarante y
transmitirse a otras e@lulas. En este proceso, donde el metalsshio del
organismo afectado se perturba, la @pside o poliedro proteidel vi-
rus protege aeste del exterior, pero a la vez es una parte fuandental
gue el organismo invadido reconoce para crear anticuerpos. Ads, la
morfologa de la @pside con protuberancias y hendiduras,ug se co-
rresponden con la estructura poliedral, determina las zonas dhayor o
menor accesibilidad para los anticuerpos que el sistema inmbgao
del receptor puede crear.

En la Figura 10 aparece a la derecha la imagen de un virus de-
nominado con las siglas CCMV (Cowpea Chlorotic Mottle Virus) al
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Figura 10. Virus: STNV, CCMV

gue corresponden las imagenes que mostraremos a continoacilLo
hemos elegido porque su estructura poliedral es exactamente igo-
saedro truncado y puede apreciarse bien en la mencionada gucae
muestra la forma global de la partcula viral. Comentaremosnuy es-
guenaticamente ®mMo se genera la estructura de este virus coeto
como ejemplo que puede ilustrar lo que ocurre en general. Lapside
del CCVM consta de 180 subunidades proteicas que tienen una com-
posicon qumica icentica pero la protena que las formano adopta la
misma conformacon geonetrica. Se distinguen de tres tipo#, B y
C. Precisamente la diferente conformacon de estos tipos debsuni-
dades determina la manera en la que se van a enlazar unas coma®tr
para formar el sello protector delacido. Matermaticamente la unidad
generadora de la estructura poliedral sera el trmero ABC, ge se es-
guematiza como un trangulo dividido en tres regiones equalentes A,
B y C, coloreadas en gris oscuro o azul, gris o rojo y gris claroverde
respectivamente. \kase la Figurall

Figura 11. Trmero

A partir de esta unidad geonetrica triangular puede obtenese la
estructura poliedral mas kasica del virus, que presenta simedr ico-
saedral, como se observa en la Figufd. Ahora bien, si tenemos en
cuenta la disposicon de las diferentes subunidades A, B, C en ast
triangulacon kasica, podemos notar que se forman doce panteros,
cada uno con cinco subunidades A, y veinte hexameros, cada uranc
tres subunidades B alterrandose con tres subunidades C. \ks@ las
Figuras 12, 13
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Figura 12. Estructura geonetrica lasica

Figura 13. Penameros y Hexameros

Aparece de este modo una estructura poliedral mas na, en el sehb
de que describe nmas exactamente la conformacon nal de lapside
viral a partir de las subunidades elementales. En la Figurd4 se ve a
la izquierda el esquema del poliedro nal (icosaedro truncajlg a la
derecha la silueta deeste sobre la imagen del virus.

Figura 14. Penameros y Hexameros

Muchos de los trabajos sobre virus que hemos analizado comé,
cuando es posible, la representacon de la unidad geonetai@structu-
ral y el tipo de simetra que experimenta para formar el sellonjapa
topoga co); esto determina la disposicon de las subunidade protei-
cas y con ello la forma poliedral nal del virus. Por otra parteelacido
envuelto por la @pside de los virus, que se presenta como una ma-
deja lamentosa de una o nmas hebras, es susceptible de ser estudiad
con ecnicas topobgico-geonetricas, fundamentalmerd teora de nu-
dos. \kase la Figural5. Existen actualmente trabajos en este sentido
encaminados al aralisis de los anudamientos o enlaces togaos que
presenta unacido viral (u otro tipo deacido geretico) y susposibles
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modi caciones en feromenos de replicacon o en experims de mani-
pulacon geretica. As, en el estudio matematico de los vius se suelen
considerar dos estructuras poliedrales: la externa (poliedde la apsi-
de) y la interna (grafo delacido) que pueden ser analizadaggnetrica
y topobgicamente.

Figura 15. Anudamientos del ADN

La difuson de los virus en la naturaleza es enorme. Si teneso
en cuenta que numerosas enfermedades del hombre (desde eliaesfr
do conun y la gripe hasta ciertas meningitis, hepatitis, sida, lgunos
@nceres, etc) son causados por virus y que lo mismo ocurre cos lo
animales y las plantas, no es extrano que Peter B. Medawar,eRrio
Nobel de Medicina en 1960, de niera de modo @apido a los viruss:
\Una mala noticia envuelta en protenas". Esta de nicon, avalada a
diario en cualquier consulta nmedica o en los medios de comaacon,
recoge el aspecto negativo que en general tienen los virus yiwaoel
intees por su conocimiento completo con vistas al control yutacon
de enfermedades causadas por ellos; pero no aborda sin embalgo e
aspecto positivo que en ciertos ambitos tienen. Por ejemplda gran
cantidad de colorido que desde el siglo XVI ofrecieron los tulipes ho-
landeses se debb a una enfermedad vrica; y, en otro sentidel, hecho
de que numerosas enfermedades virales afecten a insectos (umerno
grande de ellas se recoge precisamente bajo el nombre gecedie \po-
liedrosis”) de forma muy selectiva, o, que para algunas actetomo
vector de transmison, est abriendo el campo para su utilizaan co-
mo agentes naturales de control biobgico. Es tan amplia le uencia
de los virus que justi ca que este campo de investigacon sea unie
los mas interesantes y pujantes en la actualidad y que enebparezcan
estudios relativos a la estructura poliedral asociada a los ug anali-
zados, pieza importante para su conocimiento. Ademnas estos bajos
involucran a disciplinas tan diversas como matenaticas, infoatica,
biologa, gumica, medicina, veterinaria, ecologa, d¢encias agrcolas y
forestales o economa.

En la naturaleza aparecen tamben estructuras poliedrale@lgunas
de las cuales son poliedros regulares) como cristales de diversas-
tancias. Por ejemplo, el cubo aparece en los cristales de salwgnel
tetraedro en los del sodio sulfantimoniato, el octaedro en ldgl alum-
bre de cromo, y el dodecaedro (no del todo regular) en los depiata.
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Figura 16. Fullereno C60 y Perovskita ABX3

Es por ello que los poliedros se han utilizado siempre en temaista-
logia cos relacionados fundamentalmente con la geolagy la qumica.

Hoy en da, adenmas de lo senalado anteriormente en el caso @ds |
virus, muchas investigaciones abordan el estudio de estructarpolie-
drales que aparecen en los campos de la biologa y qumicadhaculares
y de la fsica nuclear. Las propiedades de estas estructuraslipdrales
eshn relacionadas con las de los materiales analizados. Rgemplo,
la dureza y las propiedades magreticas, aislantes o condu@s esan
directamente relacionadas con la estructura poliedral dedamokculas
y substancias consideradas. Y en el aralisis de las posibles edintc
ras poliedrales asociadas a los materiales, los invariantégedraicos y
geonetricos pueden clari car algunas propiedades qumas o fsicas de
estos.

Empezaremos analizando, en el campo de la qumica, las estiuras
poliedrales mas sencillas. Una de las mas simples es la de grafe decir,
un poliedro o complejo celular unidimensional. Su uso es frete en
el estudio del feromenos moleculares; por ejemplo, se puedecemoun
\ertice con cadaatomo y una arista con cada enlace (no imptando la
clase de enlace considerado). Con esta estructura, cada mdecesta-
ble determina un grafo conexo. Es fcil comprender la esties relacon
gue existe entre la familia de los grafos nitos y conexos, modb iso-
mor smo, y las posibles estructuras moleculares. En el caso en eéda
estabilidad se alcance con un gran rumero deatomos, el uso deafgs
in nitos puede modelar mejor la estructura poliedral de la suktancia
analizada.

Sin embargo, es posible asociar a cada mokcula o substancia str
turas poliedrales mas complejas. Por ejemplo, cada elemengumico
determina un subconjunto de \ertices; o bien un tipo de enlasediga-
mos enlaces covalentes dobles, determina unas aristas quende un
subpoliedro. Por otro lado, a algunos ciclos generados por ssiones
alternadas deatomos y enlaces que nalicen en elatomo icial de la
suceson, se les pueden asociar caras de dimenson dos. Tamtsnpue-
den asociar caras mediante otros criterios; por ejemplo, careiando
atomos de un mismo elemento poximos entre s que sean coplarios y
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gue determinen un polgono convexo. Del mismo modo, existemnpes
de una mokcula o de una substancia que tienen una estructuraaj la
cual determina un grupo funcional al que a su vez se le puede aspDCi
un subpoliedro.

Una vez establecidos los criterios para asociar una estructuralig-
dral a una mokcula o a una substancia, se tiene que algunas ds la
propiedades quedan re ejadas en la estructura poliedral asada vy,
en general, esta puede ser mas compleja que un solo poliedro gne
tener subpoliedros asociados con grupos funcionales deteruios. En
muchas ocasiones la estructura poliedral correspondienteaegtmersa
en el espacio eucldeo, lo que permite, estudiando sus grupos si-
metra, analizar diversas cuestiones como por ejemplo la esttura de
los empaquetados de losatomos y mokculas. La disposicomdenada
de cationes y aniones esh relacionada con las propiedadeagmeticas
de la substancia considerada. La disposicon de los enlaces enasca-
pas planas o en redes espaciales tiene que ver con la durezandétrial
considerado.

Otro aspecto interesante es el de laisomera, es decir, aqoslferome-
nos asociados con substancias que tienen esencialmente los nEsmo
componentes pero estos admiten distintas disposiciones gesinctas,
lo que puede originar diferentes propiedades. Por ejempl@sdrucleos
con igual masa y rumero abmico pueden presentar distintas pipieda-
des, a causa de una estructuracon diferente de sus componentes.

Actualmente existen herramientas que permiten desvelar la egt-
tura poliedral de muchas substancias. Se dispone de diferentgsos$
de rayos, aceleradores, microscopios electionicos, reactoneicleares y
otras ecnicas de tipo fsico o qumico.

De modo general senalaremos que en la estructura poliedrétivie-
nen decisivamente el tamano de losatomos y de los cationeanjones
y el tipo y capacidad de enlace que tengan los elementos quenian la
substancia a analizar. Adenas, a veces es interesante tener erema
gue el tamano y tipo de enlaces puede ser modi cado por la teenp-
tura, preson u otros factores que afecten al material consédado.

Por ejemplo, el grupo de las perovskitas tiene brmula gersdrABX3,
donde A y B son cationes y X es un anon (generalmente oxgeho
\ease la Figura 16. Los cationes de tipo A ocupan los \ertices de una
teselacon abica del 3-espacio eucldeo. Los baricentsode estos cubos
estin ocupados por cationes de tipo B. Obsrvese que cuandaemero
N de cationes B es muy elevado, puesto que cada \ertice es caintiolo
por ocho cubos, se tiene que el rumero de cationes de tipo A e§. N
Considerando que el cubo tiene seis caras y cada cara es congert
por dos cubos, el rumero de caras sea de%\l Esta disposicon de los
\ertices y caras de la teselacbn abica es totalmente carente con la
brmula general de la perovskita N(A%BX g). Cuando los radios de los
cationes y los aniones lo permiten, los aniones X se sitian @sIcentros
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de las caras; de este modo, en cada cuboestos expanden un octaed
cuyos \ertices son de tipo X, de modo que en su interior est cagrido
un caton B.

Son muy interesantes los siguientes feromenos determinagun® las
leyes naturales de los empaquetamientos. Si los cationes ig@ tA son
de radio grande, no es posible que los planos que contienencreds de
este tipo contengan simultaneamente aniones de tipo X; se proéuac
entonces traslaciones horizontales y verticales que desplatos aniones
de los centros de las caras, geneandose planos alternadosaiones
y aniones que determinan una polarizacon magretica de lperovski-
ta analizada. Una substancia magreticamente estable sometidaua
cambio de temperatura puede cambiar sus propiedades magoass Si
se producen estos desplazamientos de los aniones que abanddrsmn
centros de las caras. En cambio, cuando los cationes de tipo A so
pequenos, el octaedro interno puede girar un poco, lo quempge al-
canzar un equilibrio magretico.

Figura 17. Fullerenos

Una reciente rama de la qumica, especialmente rica en invegiicon
y en la que el uso de tcnicas poliedrales es muy amplio, es k& lds
fullerenos. Este campo se inico con el descubrimiento en 1988 th
mokcula C60, que fue bautizada con el nombre de buckminsteite-
reno, y abreviadamente se le llama fullereno, en honor del aigcto
R. B. Fuller. \kase la Figura 16. Esta mokcula consiste en 60atomos
de carbono unidos mediante doce pentgonos y veinte heagps. Su
forma es la misma que la de un babn de titbol y aproximadamea su
tamano es al del babn como el deeste es al de la Tierra; en estaso
la estructura poliedral es muy simple, en el sentido de que consta
un solo poliedro que es un icosaedro truncado.

La mokcula C60, llamada por muchos \la mas bella mokcu",
fue descubierta por los investigadores H. W. Kroto, R. E. Smajley
R. F. Curl en 1985 cuando hacan estudios sobre la composicaumi-
ca de las estrellas. Al analizar las imagenes obtenidas por lesescopios
de los observatorios astroromicos, ellos sospechaban, al iggaé otros
cient cos, que tal composicon tena que ver con largas cdenas de



22 J. I. EXTREMIANA, L. J. HERN ANDEZ Y M. T. RIVAS

mokculas de carbono. En lugar de obtenerlas por simulacomediante
experimentos con tcnicas convencionales, los investigael® sernalados
decidieron pasar un haz de hser sobre el vapor de carbono; athkHo,
no olo aparecieron las cadenas de mokculas que esperalsinpg que
observaron que estas tenan una forma poledrica totalmete inespe-
rada, como la de un babn de fitbol. As se descubro el C60. Btas
mokculas de C60 se condensan en una forma nueva de carboné 2l
do, una forma cristalina de carbono puro diferente de los caridos
diamante o gra to.

Aungue inicialmente el C60 lo poda producirse en muy pequsas
cantidades, lo cual restringa su uso para otros experimento¥dy. Krats-
chen, L. Lamb, K. Fostiropoulos y D. Hu man descubrieron en 1990
el modo de producirlo en mucha mayor cantidad, lo que abrougvas
posibilidades para las investigaciones experimentales.

El descubrimiento del C60, hecho por el cwal sus descubridonei-
bieron el Premio Nobel de Qumica en 1996, ha sido el inicio denu
periodo de gran actividad en la qumica de los llamados featenos
(compuestos de mokculas de carbono formadas con diferemane-
ro de atomos que generan estructuras poliedrales con carasnpago-
nales, hexagonales o incluso heptagonales). Posteriormentebb&n se
han sintetizado otros muchos fullerenos: C70, C76, C78, C8B4; etc.
Muchos trabajos se centran en los fullerenos debido a que abéir-
les ciertos atomos alcalinos se obtienen compuestos supeihactores
ekectricos.

Actualmente hay abierto un nuevo campo de investigacon queep-
mite el estudio de los posibles fullerenos a trawes de herraantas ma-
tematicas tales como la teora de grafos, poliedros, topofa algebrai-
ca, teora de grupos y geometra diferencial; en este sentdexiste una
importante relacon entre la clase de super cies orientadag conexas
regulares con caras pentagonales, hexagonales y heptagesjatodulo
isomor smos poliedrales, y los posibles compuestos de carbonagou
del tipo anterior.

Figura 18. Posibles enlaces del Carbono

Del camcter tetravalente del carbono C resultan cuatro pobies si-
tuaciones de un \ertice que denotaremos por 31, 22, 211 y 1)(Figu-
ra 18). Es habitual asociar a cada compuesto puro de carbono un grafo
de modo que los carbonos se corresponden con los \ertices \eldaces



POLIEDROS 23

con las aristas. La situacon 31 se puede obtener considerandafgs li-
neales o en forma de circunferencia en los que se van alternadenlace
triple y el enlace sencillo. El enlace 22 tamben genera cadses lineales
o circulares en las que alternanatomo y doble enlace. En laayora de
los fullerenos todos los enlaces son del tipo 211; en conseciagrsus
grafos asociados tienen la propiedad de que cada \erticeighe con tres
aristas (grafos 3-regulares). No obstante, a cada fullereno seleeden
asociar estructuras poliedrales nmas complejas; es frecueateadir una
cara por cada grupo de \ertices y aristas que determinan un jgono
plano convexo. De este modo, cada compuesto del carbono coaess
de tipo 211 tiene asociada una super cie. Estas super cies se paad
agrupar por capas o a trawes de empaguetamientos.

En los grafos 3-regulares se pueden distinguir los enlacesldsizolo-
reando la familia de aristas que se corresponden con los mismosnTa
ben es frecuente utilizar la relacon que existe entre gifas 3-regulares
y grafos 4-regulares. Notese que si en un grafo 3-regular constas
coloreadas, se deforma cada arista coloreada a un punto, se of#ian
grafo 4-regular. Recprocamente, si a un grafo 4-regular &plicamos un
proceso de bifurcacon en cada \ertice como se sefala en |guiia 18
se obtiene un grafo 3-regular con aristas coloreadas.

Es interesante senalar que a cada grafo 3-regular se le puedeiaso
su grupo de isometras y, si se tienen aristas coloreadas (ensdebles),
tomar entonces el subgrupo de aqiellas que las preservan. Beemo-
do a cada grafo con aristas coloreadas le hemos asociado unajpate
grupos. Observemos que si en el mismo grafo 3-regular cambiames d
familia de aristas coloreadas (es decir, consideramos do$neyos) pue-
de suceder que el subgrupo asociado sea distinto. Sin embargasteri
ejemplos de grafos 3-regulares con aristas coloreadas quedstintos
y tienen asociada la misma pareja de grupos de simetra; en esssao,
se puede disenar una herramienta matematica mas na capazeddis-
tinguir estos iosmeros. Se procede del modo siguiente: camldarcada
enlace doble por un cruce elevado de caminos, podemos asoczada
fullereno con enlaces qumicos dobles un enlace o nudo tbg@o sus-
ceptible de ser estudiado con ecnicas homobpicas. \kase Egura 19.
Las diferentes posibles posiciones de los dobles enlacespos deter-
minan enlaces topobgicos distintos y la clasi cacbn de ests ismeros
se aborda a trawes de los invariantes homobpicos del enlacm nudo
topobgico asociado. Utilizando el grupo fundamental del ecoplemen-
to del enlace o sus invariantes de tipo poliromico se puedenstinguir
isomeros con grupos de simetra iguales.

En el caso en el que las mokculas estables adquieran forma de su
per cie, es tamben importante la disposicon que puedan pesentar
estos enlaces. En algunos casos las caras se unen entre s parado
super cies con curvatura gaussiana de diferentes signos; en eacae
los gra tos se suelen presentar super cies planas. Se ha observade
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Figura 19. Enlace topobgico de un fullereno

por lo general las caras pentagonales corresponden a zonasutea-
tura positiva, las hexagonales se relacionan con curvaturaragy las
heptagonales con curvatura negativa.

En la Figura 20 puede verse a la izquierda la super cie de un fullereno
contenida en el plano hiperlolico y a la derecha la de un felteno
contenido en un toro en la que se observa claramente ®mo lagasa
pentagonales, hexagonales y heptagonales se distribuyen emazocon
curvatura gaussiana positiva, nula o negativa respectivamente

Figura 20. Fullerenos: heptagonal y brico

Los ejemplos mencionados son una muestra de los cada da nas
abundantes trabajos de investigacon en los que se empleagchicas
matenaticas relacionadas con las estructuras poliedralesociadas a
las mokculas y substancias, tanto para descubrir propiedadds las ya
sintetizadas, como para la prediccon de otras nuevas.

Si lo expuesto anteriormente muestra de alguna forma @wmo |g®-
liedros esain muy presentes, aunque de un modo oculto a veces|an
ciencias mencionadas, es evidente su presencia e importanciatos
campos nmas poximos a la mayora de las personas. Por ejemplen
el disefo industrial las propiedades de estructuras polietha han de
tenerse en cuenta tanto para la fabricacon, empaquetadolnaacenaje
0 economa. Quizas aun es nmas evidente esto en el diserocaitecbni-
co, desde los edicios y poblados nmas sencillos hasta las ediaones
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Figura 21. Fuller en su laboratorio y Pabelbn USA

y ciudades mas so sticados, y no es una simple arecdota el hecde
gue la mokcula C60, cuyo descubrimiento ha supuesto un verdad
avance en campos cient cos importantes, recibiera el nomb de fulle-
reno precisamente en honor del arquitecto Richard BuckminstEuller
(1895{1983). \kase la Figura2l.

La belleza poliedral del C60 les recordaba a sus descubriddeesle
las famosas \aipulas geocesicas" disenadas por Fuller. Signdo la
pauta de que una esfera es realmente e ciente pues encierranalyor
volumen con la menor super cie y que las geocksicas en una supier
son las curvas de menor longitud entre dos puntos, las edi caoes
geocesicas que disena Fuller adquieren su estructura polialda par-
tir de piezas lasicas que van encapndose de modo que se obterhg
maxima ventaja estructural y ambiental con un coste reducidoUna
muestra de esto es el Pabelbn de los Estados Unidos en la Expo 67
de Montreal, que puede verse en la Figural. Fuller no lo ha sido
un famoso arquitecto del siglo XX, sino un hombre de espritu rena-
centista con obras de ingeniera y diseno en campos tan dises como
el industrial, espacial, automovilstico o cartogi co. Procuo difundir
las ideas humansticas y ecobgicas que impregnan su obra iaes de
multiples conferencias por todo el mundo, por lo que llega ser un
personaje controvertido, idolatrado por muchos y denostadmpotros,
pero con una in uencia incuestionable.

Figura 22. Disenos de Fuller

Por ultimo vamos a referirnos, aunque sea muy brevemente, a la
presencia de los poliedros en elambito de las Matematicaspdde, si
bien su estudio se ha hecho inicialmente, como el de la mayora d
los temas antiguos, dentro del campo de la Geometra, estos jetos
aparecen hoy en da en diversas areas, abordando su aralisisrclas
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diferentes herramientas que ellas ofrecen o utiliznd@daomo soporte
para la resolucon de otros problemas espec cos.

Como hemos senalado al inicio de este trabajo, desde muy antigu
han llamado la atencon las guras poligonales o poliedrak que presen-
taban algun tipo de regularidad y los matematicos han intetado dar
respuesta a diferentes cuestiones tales como la existencia ystecon
de estos objetos.

Cualquier polgono regular puede imaginarse como el resutta de
dividir una circunferencia enn partes iguales §  3) y tomar alterna-
tivamente los puntos de divisbn obtenidos dg enp, siendop cualquier
primo conn menor ques (se dice quen es el genero yp la especie del
polgono). En el que caso en el qup = 1 se obtiene un polgono conve-
X0y en otro caso uno estrellado. El rumero total de polgonoregulares
de generon es’% dondeN es indicador den. Respecto a la posibilidad
de construir con regla y compas los polgonos regulares, Hides, en
sus Elementos, dio la del trangulo equiktero en el Libro | Prop. 1)
y la del cuadrado, penagono, hexagno y uno de quince ladcen el
Libro IV (Prop. 6, 11, 15 y 16 respectivamente); y la Proposion 9
del Libro | garantiza la duplicacon sucesiva del rumero deddos por
biseccon. El problema abierto de la construccon con reglg compmas
del resto de polgonos regulares fue parcialmente resuelt@rpGauss
(quien construyo a los diecinueve anos uno de diecisiete te) ar-
mando que es condicon su ciente que los factores primos irages den
sean primos de Fermat diferentes entre s (un rumero de Ferat tiene
la forma Fy = 22 +1). En 1837, Wantzel prolo que tamben la anterior
condicon es necesaria.

En el caso de los poliedros el grado de regularidad viene dadw [a
forma, rumero y disposicon de caras y \ertices. Se dice queod \erti-
ces de un poliedro son icenticos si ambos esain rodeados pom@kmo
rumero y tipo de caras y en el mismo orden. Si todos los \ers son
icenticos y adenas todas las caras son polgonos regulareguales se
dice que el poliedro es regular. Desde muy antiguo se conoagegxis-
ten solamente cinco poliedros regulares convexos, los famoSa&glos
Plabnicos. Respecto a la existencia de poliedros regulares convexos,
Kepler [2(] describo dos: el pequeno y el gran dodecaedro estrellados; y
Louis Poinsot en 1809 redescubro los anteriores y descubudiros dos:
el gran dodecaedro y el gran icosaedro. Cauchy, en 1813, demagie
los cuatro anteriores son todos los posibles poliedros regataestrella-
dos.

Rebajando la exigencia de regularidad, dentro de los polied con-
vexos, reciben el nombre de Slidos Arquimedianos o Semirkges
aquellos cuyos \ertices son icenticos y las caras son pajgos regulares
de dos o nmas tipos diferentes, excluyendo las familias intas de los
prismas y los antiprismas. Kepler se ocum especialmente de espotde
poliedros, entre los que se encuentra el notable icosaedro tado. En
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1619 dio la lista, demostrando que era completa, de los 13 suglde es-
te tipo que existen, aunque 12 de ellos ya haban sido redesceitho por
distintos artistas del Renacimiento. Se les llama Arquimedias porque
se sabe que fueron estudiados por Argqumedes, aunque sus trabajos
ginales esan perdidos. Se llama dual de un poliedro dado a unevo
poliedro en el que las caras y \ertices corresponden respeaihente a
\ertices y caras del original. Los poliedros duales de los duimedianos
se llaman Slidos de Catalan], que fue quien los descubrd en 1865;
obviamente hay 13 y sus caras no son polgonos regulares.

Continuando con la idea de caras regulares y \ertices idinos, pero
admitiendo la posibilidad de caras que sean polgonos no c@xos,
se obtienen los Poliedros Uniformes. En 1954 Coxet€} fonjetuno, y
fue posteriormente probado por Skilling44], que hay 75 (sin contar
prismas ni antiprismas).

Si nos restringimos a poliedros convexos y nos preguntamosntos
hay que tengan las caras regulares, adenmas de los Solidosaticos,
los Arquimedianos, y las familias in nitas de prismas y antipgmas, la
respuesta es que hay 92 nas, los cuales reciben el nombre dedSsl
de Johnson [€], quien en 1966 dio la lista y adenas conjetuio que era
completa, lo que fue probado en 1969 por Zalgallerd].

Los ejemplos anteriores determinan diferentes triangulaoes en una
esfera topobgica. En la seccon 2 apareca la gura de una fqer cie
brica descompuesta en polgonos; del mismo modo, numerosos a&sp
cios (algunas variedades, variedades con singularidades, )eacimiten
descomposiciones (triangulaciones) en piezas nas sencillasdimen-
siones adecuadas. La generalizacon de estas ideas da lugarieerd
sas nociones geonetricas, topobgicas y algebraicas, quesggEamente
pueden denominarse \estructuras poliedrales” o \poliedros",otno son
los complejos simpliciales, complejos de celdas, conjuntos [#igiales,
etc.

Dentro delarea de la Topologa Algebraica, en la que conctamen-
te se enmarca nuestra actividad, las estructuras poliedralagegan un
importante papel. Desde las mas rgidamente geonetricashan sido la
fuente de inspiracon para la creacon de teoras de homatpa y homo-
loga que desptes han sido diversi cadas, generalizadas o tizadas
con el objetivo de obtener mecanismos para poder estudiar espac
susceptibles o no de admitir estructuras poliedrales genemaleas o
menos rgidas, como hemos visto que ocurre por ejemplo con asc de
los fullerenos mencionados anteriormente.

Senalemos que si esta estructura poliedral lo contiene uanmero
nito de piezas lasicas, el espacio descrito por ella es compacas que
si se desea estudiar espacios ho compactos, en los que uno puede ima-
ginar escapes hacia el in nito de una o muchas maneras, entosidas
estructuras poliedrales llamadas chsicas deben estar heslt® in nitas



28 J. I. EXTREMIANA, L. J. HERN ANDEZ Y M. T. RIVAS

piezas, lo cwal puede ser un obstculo a la hora de aplicar taecas com-
putacionales. Dentro de este ultimo marco, estudio de los espas no
compactos, concretamente en el de la Teora de Homotopa Ppa (del
gue una vison panoamica puede encontrarse ern []), se halla parte de
nuestra labor de investigacon, y en particular algunos trahjos donde
proponemos nuevas estructuras poliedrales que incluyenzaie kasicas
diferentes a las habituales con el n de obtener posibles depciones
de espacios no compactos con un rumero nito de piezas.

Por otra parte, tamben han tenido un fuerte desarrollo los taba-
jos de programacbn encaminados a la representacon de espss vy al
@lculo de invariantes topobgicos asociados a estructusapoliedrales
gue los describen o aproximan. Es un hecho cada vez mas fretee
trabajar con ecnicas de simulacon sobre diferentes femenos fsicos
celulares o moleculares, donde se utilizan formas geoneascinicia-
les muy sencillas que van adquiriendo mayor complejidad esttural a
medida que se avanza en la aproximacon al feromeno real sitado.

Nos gustara que lo expuesto anteriormente, aunque olo sea upa-
guena muestra, pueda servir para ilustrar hasta que punto losopedros
eshin poximos a nosotros y siguen siendo unos objetos matetieos
fascinantes sobre los que merece la pena seguir avanzando en suliest
y utilizacon.

Terminamos recordando las palabras de Galileo Galilei:

\...La losofa (naturaleza) esht escrita en ese gran libro que siem-
pre est ante nuestros ojos |el universo| pero no lo podemos entender
si no aprendemos primero el lenguaje y comprendemos los lsmios en
los que esh escrito. El libro est escrito en lenguaje matratico y sus
smbolos son trangulos, crculos y otras guras geonwricas, sin cuya
ayuda es imposible comprender una sola palabra; sin ello urga sin
esperanza en un oscuro laberinto ..."

4. Enlaces con p aginas web

Requiere una adecuada con guracon de Internet y tener inatadas
las correspondientes aplicaciones de ayuda.
http://www.georgehart.com/  Una de las mejores mginas de polie-
dros, elaborada por George W. Hart, adenmas contiene muchoslares
interesantes.
http://archives.math.utk.edu/topics/geometry.html Contiene mu-
cha informacon sobre diversos pbpicos de geometra y nuntesos enla-
ces.

http://www.bocklabs.wisc.edu/cgi-bin/WebCatalog.cgi Institute
for Molecular Virology. Madison, Wisconsin.
http://www.bocklabs.wisc.edu/virusviztop.html Otra mgina del

Instituto anterior que contiene visualizaciones de virus e t@resantes
enlaces.
http://www.uct.ac.za/depts/mmi/stannard/linda.html Pagina de
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la Universidad de Cape Town, Divison de Microbiologa Medica y Vi-
rologa, dedicada a la arquitectura de los virus.
http://www.tulane.edu/ dmsander/garryfavweb.html All the viro-
logy on the WWW. Pagina de la Universidad de Tulane, Nueva Orleas,
sobre virologa en internet.

http://www.tulane.edu/ dmsander/WWW/335/335Structure .html Es-
tudio de la estructura de los virus.

http://phage.bocklabs.wisc.edu/ Pagina del Instituto de Virologa
Molecular de la U. Wisconsin que contiene imagenes de DNA de vi&u
http://www.tiem.utk.edu/ gross/bioed/webmodules/DNAK  not.html
Pagina dedicada al DNA y la teora de nudos.

http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scha rein/KnotPlot.html
Pagina de nudos y enlaces topobgicos.
http://www.ill.fr/dif/3D-crystall/index.html Pagina dedicada

a la estructura abmica de los materiales.

http://www.members.tripod.com/ modularity/ Artculo de S. Ja-

blan sobre la geometra de los fullerenos.

http://www.mpi-stuttgart. mpg.de/andersen/fullerene/ intro.html

Pagina del \Max-Planck-Institute Stuttgart”, que dedica p arte de su
investigacon el estudio de fullerenos.

http://neon.mems.cmu.edu/bucky/other-refs.html Contine nume-
rosos enlaces y referencias sobre fullerenos
http://www.univie.ac.at/spectroscopy/forschung.html Pagina

de la Universidad de Viena que contiene abundante informacosobe
fullerenos y enlaces interesantes.

http://www.susx.ac.uk/Users/kroto/ Pagina del grupo de inves-
tigacon en fullerenos del Profesor H. Kroto de la UniversidadelSussex.
http://www.ornl.gov/ORNLReview/rev26-2/text/rndmain 1.htm! In-
formacon y pelculas cortas sobre fullerenos.

http://cnst.rice.edu/reshome.html Pagina del Prof. R.E. Sma-
lley (Rice University)

http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html Sitio de nanotu-
bos

http://www.bfi.org/ Pagina del Buckminster Fuller Institute.
http://www.thirteen.org/cgi-bin/bucky-bin/bucky.cgi Pagina que

contiene numerosa informacon sobre Fuller e imagenes de sobras.
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