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Abstract. In this paper we have tried to explore the presence of
polyhedra in some areas of the human activity. Taking as started
point a re
ection about the platonic association of regular polyhe-
dra to di�erent cosmic elements we have a look at the study and the
use of polyhedra in art, science and technology. We emphasise some
recent applications of polyhedral techniques to biological, chemi-
cal and physical processes. The symmetries, topological invariants
and geometrical properties play an important role in phenomena
such that the virus replication, the study of molecular structures
and di�erent properties of the substances.
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1. Introducci �on

En este art��culo intentamos poner de mani�esto la importancia de los
Poliedros y la manera en la que aparecen en diversos campos quehan
tenido inter�es para el ser humano a lo largo de la historia. Hemos elegi-
do este tema, en cierto modo ligado a nuestro campo de investigaci�on,
porque sabemos que le gustaba a Chicho. Precisamente, �el fue quien
sugiri�o el tema de los Cuerpos Plat�onicos para una sesi�on delSemina-
rio de Actualizaci�on Permanente de Matem�aticas \Jos�e Luis Rubio de
Francia", que durante tantos a~nos condujo.

Con el trabajo que aqu�� presentamos, versi�on reducida de otrom�as
extenso que estamos preparando, nos gustar��a contribuir, en la medida
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de nuestras posibilidades, a \acercar las Matem�aticas a la sociedad",
uno de los objetivos del A~no Mundial de las Matem�aticas y una idea en
la que Chicho siempre insist��a. Lamentamos que no haya podido leer
el borrador que con toda seguridad le hubi�esemos pasado para que lo
criticara.

Por �ultimo, queremos manifestar nuestra gran admiraci�on a sulabor
en la Universidad y nuestro inmenso cari~no a quien fue uno de nuestros
mejores amigos.

2. Cuerpos e ideas plat �onicas

En el lenguaje cotidiano se entiende que un pol��gono es una regi�on del
plano determinada por un n�umero �nito de segmentos. Estos segmentos
se denominan lados o aristas y sus extremos v�ertices del pol��gono. El
pol��gono se llama regular si todos sus lados son iguales y todos los
�angulos determinados por las aristas en los v�ertices tambi�en son iguales.
Se dice que el pol��gono es convexo si es una regi�on convexa; es decir, que
el segmento que une dos puntos cualesquiera de la regi�on est�a contenido
en ella. De modo an�alogo, pensando en el espacio tridimensional, se
dice que un poliedro es un cuerpo s�olido limitado por una super�cie
que consta de un n�umero �nito de pol��gonos no coplanarios a los que se
denomina caras del poliedro. Se llama regular si sus caras son pol��gonos
regulares iguales y se dice que es convexo si es una regi�on convexa. De
forma parecida puede pensarse en dimensiones sucesivamente mayores
para obtener lo que com�unmente se llaman politopos, y en particular
los politopos regulares y convexos, cuya existencia y n�umeroest�an bien
determinados [5].

En este trabajo muchas veces la palabra poliedro o estructura po-
liedral se utilizar�a en un sentido m�as general para nombrar espacios
construidos con piezas sencillas, de diversas dimensiones, llamadas cel-
das (copias topol�ogicas de discos de la correspondiente dimensi�on). Se
forman a partir de un espacio discreto de puntos (0-celdas), al que se
le va pegando sucesivamente una colecci�on (quiz�as vac��a) de celdas,
de dimensi�on cada vez mayor, por los bordes de �estas. Estas estruc-
turas poliedrales o poliedros generales pueden tener un n�umero �nito
o in�nito de piezas y en este �ultimo caso ser su dimensi�on �nita o
in�nita. Muchos de los objetos matem�aticos que se estudian enGeo-
metr��a, Topolog��a y otras �areas tienen esta estructura. Entre los m�as
sencillos se encuentran los pol��gonos y poliedros geom�etricos descritos
al inicio de esta secci�on, que han sido utilizados y estudiados desde
la antig•uedad. Hace aproximadamente dos mil cuatrocientosa~nos ya
se conoc��a que �unicamente existen cinco poliedros regulares convexos:
el tetraedro (cuatro caras triangulares), el cubo o hexaedro(seis caras
cuadradas), el octaedro (ocho caras triangulares), el dodecaedro (doce
caras pentagonales) y el icosaedro (veinte caras triangulares). V�ease la
Figura 2 .
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Los restos arqueol�ogicos m�as antiguos en los que aparecen �guras
poliedrales, de los que tenemos noticia, son unas piedras talladas del
neol��tico (aproximadamente 2000 a. C.) encontradas en Escocia, v�ease
la Figura 1. Tambi�en se conservan un par de dados icosa�edricos de la
�epoca de la dinast��a de Tolomeo en el Brithish Museum de Londres.
Parece que este tipo de �guras geom�etricas ya ten��an una utilidad l�udica
como ocurre en la actualidad. Pensemos por ejemplo en los dados que
se utilizan en juegos tan populares como el parch��s o la oca que no son
sino cubos; el dado del Scatergories es un icosaedro y en los juegos de
rol se utilizan todo tipo de poliedros regulares.

Figura 1. Piedras del Neol��tico

En el libro XIII de los \Elementos", [12], de Euclides (300 a. C.)
aparece la construcci�on de los cinco poliedros regulares; hay quien in-
cluso sostiene que los Elementos no son sino una narraci�on excelente
de �estos. Se atribuye a Teeteto (417{369 a. C.), personaje que aparece
en los Di�alogos de Plat�on (400 a. C.) como s��mbolo de la inteligencia,
la teor��a de los cinco poliedros regulares.

A los cinco s�olidos regulares se les llama Cuerpos Plat�onicos porque
Plat�on en uno de sus dialogos m�as signi�cativos, el \Timeo", en el que
se explica la construcci�on del universo, establece una asociaci�on entre
ellos y los elementos fundamentales de los que �este est�a compuesto,
que seg�un sosten��an los griegos estaba hecho con �atomos de agua, aire,
tierra y fuego.

Seg�un lo que all�� se expone, el mundo real es una copia imperfecta
del mundo de las ideas hecha por el Demiurgo, ser inteligente ybueno
al que le atrae la belleza y trata de recrearla. Este personaje crea en
primer lugar el alma del mundo y la esfera celeste (lo hace d�andole
forma esf�erica, la m�as perfecta) en cuyo centro est�a la Tierra. Despu�es
se ocupa de la materia con la que est�a hecho el mundo; se compone
de cuatro elementos: fuego, tierra, aire y agua, que han de tener la
propiedad de ser \s�olidos" (pues las cosas no solamente son planassino
que tienen profundidad) y han de ser capaces de recomponerse unos
en otros. Puesto que han de ser s�olidos, esto es, limitados por planos y
un plano est�a compuesto por piezas sencillas (tri�angulos), elDemiurgo
elige de �estos los m�as bellos: el tri�angulo rect�angulo is�osceles (con dos
piernas |catetos| iguales) y el tri�angulo rect�angulo escale no (cojo)
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que posee la propiedad de tener la hipotenusa de doble longitudque uno
de sus catetos. A partir de seis de estos �ultimos tri�angulos construye
el tri�angulo equil�atero y, con estas piezas, el tetraedro, el octaedro y
el icosaedro. Con cuatro tri�angulos rect�angulos is�oscelesconstruye el
cuadrado y con seis de �estos el cubo.

Incluimos a continuaci�on extractos literales del \Timeo" seg�un la
traducci�on castellana [23]:

\. . . Antes de la creaci�on, por cierto, todo esto carec��a de proporci�on y
medida. Cuando dios se puso a ordenar el universo, primero dioforma
y n�umero al fuego, agua, tierra y aire, de los que, si bien hab��a algunas
huellas, se encontraban en el estado en que probablemente sehalle todo
cuando dios est�a ausente. Sea siempre esto lo que a�rmamos entoda
ocasi�on: que dios los compuso tan bellos y excelsos como eraposible de
aquello que no era as��. Ahora, en verdad, debo intentar demostraros
el orden y origen de cada uno de los elementos con un discurso poco
habitual. . . En primer lugar, creo que para cualquiera est�am�as all�a de
toda duda que fuego, tierra, agua y aire son cuerpos. Ahora bien, toda
forma corporal tiene tambi�en profundidad. Y, adem�as, es de toda nece-
sidad que la super�cie rodee la profundidad. La super�cie de una cara
plana est�a compuesta de tri�angulos. Todos los tri�angulos se desarro-
llan a partir de dos, cada uno con un �angulo recto y los otros agudos.
Uno tiene a ambos lados una fracci�on de �angulo recto dividido por la-
dos iguales, el otro partes desiguales de un �angulo recto atribuida a
lados desiguales. . . suponemos que �este es el principio delfuego y de los
otros cuerpos. . . Ciertamente, debemos explicar cu�ales ser��an los cua-
tro cuerpos m�as perfectos, que, aunque dis��miles entre s��, podr��an nacer
unos de otros cuando se desintegran. En efecto, si lo logramos, tendre-
mos la verdad acerca del origen de la tierra y el fuego y de sus medios
proporcionales. Pues no coincidiremos con nadie en que hay cuerpos
visibles m�as bellos que �estos, de los que cada uno representa un g�enero
particular. Debemos, entonces, esforzarnos por componer estos cuatro
g�eneros de cuerpos de extraordinaria belleza y decir que hemos captado
su naturaleza su�cientemente. . . "

Debe haber cuatro elementos por el siguiente razonamiento: las cosas
deben tener fuego, puesto que se ven, y tierra, puesto que son mate-
riales; dos cosas necesitan de una tercera para poder ser unidas. Si el
universo fuese plano bastar��a con un tercer elemento, pero, como tiene
profundidad, necesita de otro m�as para poder hacer esta uni�on. As��,
para unir el fuego y la tierra se precisan otros dos: el aire y el agua.
Analizando las propiedades de los elementos y la proporci�onen la que
deben estar en la naturaleza, llega a la conclusi�on de que los �atomos
de fuego son tetraedros, los de tierra son cubos, los de aire octaedros y
los de agua icosaedros. Queda una �unica combinaci�on, el dodecaedro,
que lo reserva para el universo. En la Figura2 mostramos los dibujos
de Kepler basados en esa asociaci�on.
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Figura 2. Elementos y cuerpos plat�onicos

En esencia, los integrantes m�as elementales son los tri�angulos rect�angu-
los is�osceles y los escalenos. Puesto que el fuego, el agua y el aire est�an
integrados por escalenos, se pueden romper en sus escalenos y recombi-
narse entre s�� de modo que se genera un ciclo de reacciones circular al
no poderse crear una situaci�on de equilibrio. De nuevo citamos palabras
textuales de la traducci�on del \Timeo":

\. . . Debemos pensar que todas estas cosas son en verdad tan pe-
que~nas que los elementos individuales de cada clase nos soninvisibles
por su peque~nez, pero cuando muchos se aglutinan, se puedenobser-
var sus masas y, tambi�en, que en todas partes dios adecu�o la cantidad,
movimientos y otras caracter��sticas de manera proporcional y que todo
lo hizo con la exactitud que permiti�o de buen grado y obediente la ne-
cesidad. A partir de todo aquello cuyos g�eneros hemos descrito antes,
muy probablemente se dar��a lo siguiente. Cuando el fuego choca con la
tierra y con su agudeza la disuelve, �esta se trasladar��a, yasea que se
hubiera diluido en el mismo fuego o en una masa de aire o de agua,
hasta que sus partes se reencontraran en alg�un lugar, se volvieran a
unir unas con otras y se convirtieran en tierra |pues nunca pasar��an
a otra especie|, pero si el agua es partida por el fuego, o tambi�en por el
aire, es posible que surjan un cuerpo de fuego y dos de aire. Cuando se
disuelve una porci�on de aire, sus fragmentos dar��an lugara dos cuerpos
de fuego. A la inversa, cuando el fuego, rodeado por el aire o elagua o
alguna tierra, poco entre muchos, se mueve entre sus portadores, lucha
y, vencido, se quiebra; dos cuerpos de fuego se combinan en una�gura
de aire; mas cuando el aire es vencido y fragmentado, de dos partes y
media se forjar�a una �gura entera de agua."
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Una mirada r�apida sobre estas ideas plat�onicas quiz�as nos haga son-
re��r, pero una re
exi�on algo m�as profunda sobre ellas nos hace pensar
c�omo han in
uido a lo largo de la historia y hasta qu�e punto est�an
vigentes en la actualidad. En nuestra opini�on, contienen tres princi-
pios que han tenido y tienen gran importancia en el desarrollode la
ciencia: Uni�on entre ciencia y belleza, aplicaci�on de objetos y reglas ma-
tem�aticas conocidas a entidades o procesos desconocidos (asociaci�on de
los poliedros a entidades c�osmicas) y construcci�on de la complejidad a
partir de elementos simples.

En relaci�on con el primer principio recogemos la frase de G.H.Hardy
[16] referida a las matem�aticas:\Los dise~nos del matem�atico, como los
del pintor o el poeta, han de ser bellos; las ideas, como los colores
o las palabras, deben relacionarse de manera armoniosa. La belleza
es la primera prueba: no hay lugar permanente en el mundo para las
matem�aticas feas".

La uni�on de ciencia y belleza, simbolizada en pol��gonos y poliedros,
ha sido una constante en la obra de muchos cient���cos y artistas.Una
muestra la tenemos en la construcci�on que Euclides hace del pent�agono
regular, en el que la diagonal y el lado est�an en proporci�on �aurea� : 1,
siendo� = 1+

p
5

2 el n�umero �aureo o la divina proporci�on, llamado as�� por
la belleza que genera en los objetos que lo contienen. Por ejemplo,
aparece este n�umero en el dodecaedro, en el icosaedro y en la sucesiva
divisi�on de un rect�angulo cuyos lados est�an en proporci�on�aurea, que
da lugar a un cuadrado y a otro rect�angulo �aureo. Uniendo mediante
trozos de circunferencia los v�ertices opuestos de los cuadrados que se
van obteniendo, aparece la espiral �aurea, que es la caracter��stica de
algunas de las m�as bellas caracolas.

Tanto en la pintura como en la escultura y en la arquitectura esta
proporci�on se ha mantenido a lo largo de la historia como canonde be-
lleza. Citaremos s�olo algunos edi�cios enormemente singulares como el
Parten�on de la Acr�opolis ateniense o la iglesia de Notre Dame dePar��s
en los que casi cualquier rect�angulo que se puede distinguir enellos es
un rect�angulo �aureo. La fachada de la sede de las Naciones Unidas en
Nueva York est�a formada por tres grandes rect�angulos, cada uno de los
cuales es �aureo. Otros objetos de uso com�un, como las tarjetas postales
o de cr�edito, tambi�en son rect�angulos �aureos.

En 1202, Leonardo da Pisa (apodado Fibonacci) encontr�o su c�elebre
sucesi�on de enteros,f f ng : 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; : : : , en un estudio que
realizaba sobre la cr��a de conejos. Esta sucesi�on est�a ��ntimamente ligada
al n�umero �aureo, de tal forma que �este es el l��mite de la sucesi�on cuyos
t�erminos son los cocientesf n +1

f n
. Los n�umeros de Fibonacci aparecen

en estudios bot�anicos ligados a la �lotaxia (disposici�on de las hojas)
que presentan muchos �arboles y frutos como la pi~na com�un, donde un
cociente f n

f m
marca la rotaci�on que interviene en el paso de una hoja a

otra o de una l�amina a otra. As��, la naturaleza, al igual que muchos
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artistas, parece servirse en algunas de sus creaciones de proporciones en
las que interviene el n�umero �aureo ligado al pent�agono regular. No es
de extra~nar que la �gura formada por las diagonales de un pent�agono
regular (pentagrama) fuese elegida por los pitag�oricos como el s��mbolo
de su secta.

Una muestra de la inclusi�on de �guras poliedrales en el arte podemos
encontrarla en la obra del pintor y mosaicista 
orentino PaoloUcello
(1397{1475). En la Figura3 puede verse un detalle del fresco titulado
\El Diluvio", pintado por este artista en 1448, en el que aparece un jo-
ven luciendo un sombrero que es un toro poliedral. Esta misma �gura
del toro poliedral, junto con otras inspiradas en dibujos de Leonardo
da Vinci de los que hablaremos enseguida, tambi�en aparecer�aposte-
riormente en algunas de las bell��simas obras realizadas hacia el 1520
por Fra Giovanni da Verona. Se trata de unos maravillosos trabajos de
marqueter��a obtenidos al unir peque~nos trozos de madera de diferentes
tonalidades (artesan��a que a�un se realiza en Italia). V�easela Figura 3.

Figura 3. Obras de P. Ucello y Fra Giovanni da Verona

Menci�on especial merece el pintor y matem�atico Piero dellaFran-
cesca (1416{1492), considerado actualmente como uno de los primeros
artistas del renacimiento cuya fascinaci�on por los poliedros les condujo
a estudiar y desarrollar propiedades de antiguos y nuevos poliedros.
Uno de sus libros, \Libellus de quinque corpibus regularibus"(1480),
conservado en la Biblioteca Vaticana, contiene la �gura m�asantigua
que conozcamos de un poliedro cuyas sesenta caras son pent�agonos y
hex�agonos en la misma distribuci�on que ahora se utiliza para construir
balones de f�utbol, v�ease la Figura4. M�as adelante resaltaremos la im-
portancia de este poliedro concreto (uno de los denominados s�olidos
arquimedianos, al que Kepler [20] llamar��a mucho m�as tarde icosaedro
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truncado porque puede obtenerse truncando un icosaedro en cada uno
de sus v�ertices). V�ease la Figura5.

Figura 4. Dibujos de Piero della Francesca

Figura 5. Trucando un icosaedro. Bal�on de futbol

Parece que no s�olo in
uido por los trabajos de Piero della Francesca,
sino plagi�andolos en parte, Fra Luca Pacioli (1445{1509) escribi�o un
libro acerca de las maravillosas propiedades del n�umero �aureo titula-
do \De divina proportione", [22]. En este libro aparecen numerosas
ilustraciones de poliedros con dibujos hechos por su amigo el gran ar-
tista Leonardo da Vinci (1452{1519). Es notable la atracci�onque sent��a
Leonardo por los poliedros, para los que construy�o modelos desus es-
queletos, con tiras de madera como aristas, que dejaban huecos todo el
interior del poliedro y las caras del mismo. Cuando un modelo as�� se
observa en perspectiva con el ojo del observador muy pegado a una
de las caras huecas, �esta aparece como un pol��gono grande queen su
interior contiene el resto de las caras. Pintada esta con�guraci�on sobre
un plano, es una buena representaci�on en dos dimensiones del poliedro
en cuesti�on, que se denomina diagrama de Schlegel del mismo. Los di-
bujos de Leonardo han sido una referencia y fuente de inspiraci�on para
numerosos artistas y cient���cos tanto de su �epoca como posteriores. En
la ilustraci�on de la Figura 6 podemos contemplar el dise~no de Leonardo
de dos poliedros, uno de ellos el icosaedro truncado.

Muchas de las obras art��sticas m�as importantes del renacimiento
son tratados de perspectiva, de geometr��a proyectiva, importante parte
de la Geometr��a a cuyo desarrollo contribuyeron de manera notable
grandes artistas. En algunas de estas obras aparecen especialmente
dibujados o esculpidos algunos poliedros; como ejemplo hemoselegido
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Figura 6. Dibujos de Leonardo da Vinci

el grabado \Melancol��a" de Durero (1471{1528), una de las obras que
a nuestro entender simboliza mejor la uni�on de belleza y ciencia, v�ease
la Figura 7.

Figura 7. Melancol��a de Durero y Modelo C�osmico de Kepler

Otra admirable muestra del desarrollo de ciencia y arte se encuentra
en la espl�endida Alhambra de Granada. En las paredes de este mo-
numento �arabe del siglo XIII pueden apreciarse dise~nos de fascinante
belleza que presentan cada uno de los diecisiete grupos de simetr��a
planos. Su in
uencia en otras obras art��sticas es notable y como ejem-
plo pueden verse los trabajos del holand�es M. C. Escher (1898{1972),
donde, a diferencia de los anteriores, aparecen dibujos de animales o
de humanos pero subyace el mismo esp��ritu de creaci�on a trav�es de la
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simetr��a. En [11] puede verse obras de este artista, muy vinculado a la
geometr��a, en las que se observa tanto la in
uencia se~nalada como la
de Leonardo para sus numerosas creaciones poliedrales, y la utilizaci�on
tambi�en en su �ultima etapa de modelos hiperb�olicos.

Es bien conocida la utilizaci�on b�asica de �guras y estructuras po-
liedrales en obras de grandes artistas del siglo XX pertenecientes a
diferentes movimientos art��sticos, muchos de ellos enmarcados en el ar-
te abstracto. Sugerimos al lector que observe algunas de las obras de
Picaso, Dal��, Oteiza, etc. Hoy en d��a hay una corriente, muy ligada al
mundo cient���co, cuyas obras representan �guras de poliedros o de sus
deformaciones hasta conseguir creaciones bellas; numerosas referencias
e ilustraciones de ellas pueden encontrarse en la p�agina web de George
Hart.

Otra de las ideas plat�onicas, la asociaci�on de s�olidos a entidades
c�osmicas, sigue presente en investigadores posteriores al ocuparse de la
estructura del universo. As��, por ejemplo, la encontramos en los traba-
jos del gran astr�onomo J. Kepler (1571{1630), quien, adem�as de enun-
ciar las tres leyes del movimiento planetario, sistematiz�o matem�atica-
mente y desarroll�o todo lo que se conoc��a en su �epoca sobre poliedros.
En un folleto de 1596 titulado \El misterio C�osmico", Kepler, hom-
bre profundamente religioso a pesar de que lleg�o a ser excomulgado en
1612, escribe:

\. . . Antes de ser creado el universo, no exist��an los n�umeros excepto
la Trinidad que es Dios mismo. . . Dado que la l��nea y el plano no im-
plican ning�un n�umero, entonces reina la in�nidad. Consideremos por
lo tanto a los s�olidos. Primero debemos eliminar a los s�olidos irregula-
res dado que s�olo estamos interesados en la creaci�on ordenada; quedan
por lo tanto seis cuerpos: la esfera y los cinco poliedros regulares. A la
esfera corresponde el cielo exterior, mientras que el mundo din�amico
est�a representado por los s�olidos de cara plana, de los cuales existen
cinco, los cuales a la vez (cuando son vistos como l��mite) determinan
seis cosas diferentes: los seis planetas que giran alrededor del sol. �Este
es el motivo por el cu�al s�olo hay seis planetas . . . "

M�as adelante asigna cada cuerpo plat�onico a un planeta con el si-
guiente argumento:

\. . . los s�olidos regulares se dividen en dos grupos: tres en uno y dos
en otro. Al grupo mayor pertenecen primero el cubo, segundo la pir�ami-
de, y �nalmente el dodecaedro. Al segundo grupo pertenecen primero el
octaedro y segundo el icosaedro. Lo mencionado explica porqu�e la par-
te m�as importante del universo, que es la Tierra |donde la imagen
de Dios se re
eja en el hombre|, separa a los dos grupos. Por consi-
guiente, como posteriormente procedo a demostrar, los s�olidos del pri-
mer grupo deben hallarse fuera de la �orbita de la Tierra, mientras que
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los del segundo grupo deben encontrarse dentro. . . por lo tanto, asig-
no el cubo a Saturno, el tetraedro a J�upiter, el dodecaedro aMarte, el
icosaedro a Venus y el octaedro a Mercurio".

Para reforzar su teor��a, Kepler cre�o un modelo impresionante del
universo, inspirado en los modelos vaciados de Leonardo, que mues-
tra un cubo con un tetraedro inscrito en �el, un dodecaedro inscrito
en el tetraedro, un icosaedro inscrito en el dodecaedro, y �nalmente
un octaedro inscrito en el icosaedro; todos ellos separados poresferas.
Este modelo ilustrado en la Figura7 explicaba matem�aticamente su
teor��a cosmol�ogica, que inicialmente proced��a de la teor��a copernicana
de �orbitas circulares.

Cabe preguntarse c�omo habr��a modi�cado Kepler su visi�on deluni-
verso de haber sido descubiertos durante su vida el resto de planetas
que hoy conocemos, pero lo que s�� es cierto es que bas�andose en las nu-
merosas observaciones de T. Brahe (del que fue ayudante), ampli�ando-
las, construyendo nuevos modelos c�osmicos poliedrales, estudiando sis-
tem�aticamente propiedades de los poliedros conocidos y descubriendo
nuevos y trabajando duramente en lo que �el denomin�o su \guerra con
Marte" (determinaci�on de la �orbita), Kepler descubri�o la s tres leyes
fundamentales del movimiento de los planetas. I. Newton (1642{1727)
mostrar��a un siglo m�as tarde en sus \Principia Matem�atica" que estas
tres leyes pueden ser deducidas matem�aticamente, mediantem�etodos
exclusivamente geom�etricos, de la ley de la gravitaci�on.

Si en los trabajos de Kepler la idea b�asica es utilizar la ciencia para
una mejor comprensi�on del universo, convencido de que Dios loha crea-
do de acuerdo con un plan matem�atico, el propio Newton consideraba
su obra como una explicaci�on de las profec��as del profeta Daniel. Con
impulsos religiosos similares o diferentes, o sin ellos, lo ciertoes que los
cient���cos, siguiendo la pauta marcada por la asociaci�on de poliedros a
entidades c�osmicas, contin�uan intentando explicar la forma del univer-
so utilizando modelos, conceptos y teor��as previamente desarrollados
en Matem�aticas.

La tercera idea que deseamos resaltar a partir de la asociaci�onplat�oni-
ca, y que quiz�as sea la que m�as profundamente ha in
uido en eldesa-
rrollo de la ciencia es el pensamiento de que, sin entrar en otras consi-
deraciones �eticas, espirituales o morales, la materia, los seres org�anicos
o vivos o los que son producto de nuestra imaginaci�on est�an hechos
de piezas elementales b�asicas que especialmente combinadasproducen
entes de una complejidad mucho mayor.

Este proceso es el que parece seguirse no s�olo en la fabricaci�on in-
dustrial o en la construcci�on de edi�cios, sino tambi�en en la creaci�on
celular de los seres vivos y a un nivel m�as profundo en la composici�on
molecular y at�omica, hasta el punto de que hoy en d��a muchos cient���-
cos sostienen que el universo est�a construido a partir de doce part��culas
elementales sobre las que act�uan cuatro fuerzas fundamentales.
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Por otra parte, este proceso de construcci�on a partir de elementos
simples se aplica en ocasiones al an�alisis de la estructura del lenguaje o
del pensamiento o en t�ecnicas de aprendizaje y se encuentra enla base
del desarrollo actual de la inteligencia arti�cial.

No es extra~no, por tanto, que en la aproximaci�on al estudio dela
\realidad" conocida o desconocida, in�nita o in�nitesimal, en su posi-
ble dise~no o modi�caci�on, las \estructuras poliedrales" aparezcan no
s�olo en campos meramente cient���cos o t�ecnicos, sino tambi�en cuan-
do se desean aplicar herramientas tecnol�ogicas a otros �ambitos. En la
siguiente secci�on, aunque s�olo sea una peque~na muestra, exponemos
algunos ejemplos de esta presencia poliedral en diversos campos.

3. Poliedros, Ciencia y Tecnolog ��a

Es evidente que las estructuras poliedrales est�an presentes en la na-
turaleza. Todos estamos familiarizados con la forma poligonal de las
telara~nas, con la estructura hexagonal de los paneles de abejas o la
estructura poligonal que conforma la super�cie de las alas y ojos de
algunos insectos. Tambi�en los granos de polen y las semillas decier-
tas plantas tienen formas poliedrales basadas fundamentalmente en
pent�agonos y hex�agonos, y llama la atenci�on la belleza de seres como
los radiolarios (cuyo esqueleto contribuye a la formaci�on de sedimentos
marinos) proporcionada por sus formas poliedrales, en algunoscasos
estrelladas, que en muchas ocasiones van encaj�andose para formar co-
lonias de gran estabilidad.

Quiz�as no tan expl��citamente, pero s�� de un modo muy fuerte, donde
aparece una conexi�on con los poliedros es en el campo de la virolog��a,
objeto de estudio de numerosos grupos de investigaci�on en la actualidad
y en el que vamos a centrarnos a continuaci�on.

Los virus son microorganismos formados por asociaciones organiza-
das de macromol�eculas, s�olo visibles con microscopio electr�onico debido
a su peque~no tama~no (entre 10 y 300 nan�ometros), que se caracterizan
por poseer solamente un tipo de �acido nucleico, ADN o ARN, pero
no ambos como ocurre en formas superiores de vida. El �acido nucleico
que contiene el material gen�etico est�a protegido por una capa proteica
que se llama c�apside, la cu�al est�a compuesta de numerosas subunida-
des proteicas sujetas a ciertas simetr��as que determinan quela c�apside
adquiera una estructura poliedral, que var��a de unos virus aotros, lo
su�cientemente e�caz como para formar un sello capaz de envolver al
�acido. �Esta es la composici�on esencial de todos los virus, aunque algu-
nos m�as complejos poseen otra envoltura exterior que contiene l��pidos
y az�ucares ligados a las prote��nas de la c�apside (virus envueltos). La
Figura 8 muestra a la izquierda la imagen de un virus envuelto (her-
pesvirus), en la que puede apreciarse difusamente la forma poliedral de
la c�apside que vemos con mayor detalle en la imagen de la derecha.
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Figura 8. Virus Herpes

Por s�� mismo, un virus (o m�as precisamente una part��cula viral com-
pleta: c�apside conteniendo al �acido |virion|) puede consid erarse co-
mo un complejo bioqu��mico inerte. Depende enteramente de factores
externos para poder moverse y no puede replicarse fuera de una c�elula
viva. Cuando ha invadido una c�elula, el �acido nucleico delvirus, que
porta la informaci�on gen�etica (genoma), dirige la maquinaria de la c�elu-
la para sintetizar completamente nuevas part��culas virales id�enticas a
la progenitora.

El estudio de los virus como ciencia es relativamente joven, con avan-
ces muy r�apidos a partir de los a~nos cincuenta en paralelo con los de la
biogen�etica y biolog��a molecular. Hoy en d��a la clasi�caci�on de los virus
se hace atendiendo esencialmente a estos dos aspectos: la naturaleza de
su material gen�etico y la simetr��a y composici�on de su c�apside.

Las complejas uniones de macromol�eculas en el sello de un virus
son maravillosas miniaturas de arquitectura molecular y los requeri-
mientos espec���cos de cada virus dan como resultado una fascinante
diversidad de organizaci�on y dise~no geom�etrico en la estructura polie-
dral asociada. La teor��a sobre la construcci�on de la estructura poliedral
de los virus fue iniciada en 1956 por Crick y Watson y estaba basada
en algunas consideraciones te�oricas y un n�umero no muy grande de
evidencias experimentales posibles en aquella �epoca; posteriormente su
teor��a, en t�erminos generales, ser��a ampliamente con�rmada y univer-
salmente aceptada. Esencialmente, consist��a en se~nalar que lac�apside
del virus adquiere una estructura poliedral que est�a determinada por
el propio virus y que la forma m�as econ�omica y \razonable" de que el
genoma codi�que la construcci�on de la c�apside es que para ello utilice
el mismo tipo de mol�eculas una y otra vez (teor��a de las subunidades
id�enticas). Adem�as, estas subunidades deber��an empaquetarsesiguien-
do unas reglas de simetr��a geom�etrica de manera que conformaran un
sello estable.

En principio pensaron que siempre se empaquetaban siguiendo una
simetr��a icosaedral 5:3:2 (recordemos que el icosaedro est�a compuesto
por veinte tri�angulos equil�ateros y tiene seis ejes de simetr��a rotacional
de 5 hojas que pasan por los v�ertices, diez ejes de 3 hojas en el centro
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de los tri�angulos y quince ejes de 2 hojas en el centro de las aristas)
y se~nalaron que el n�umero de subunidades deber��a ser un m�ultiplo de
sesenta y que ninguna deber��a coincidir con un eje.

Con la introducci�on de las t�ecnicas de coloreado en el microscopio
electr�onico (Brenner y Horne, 1959) se descubri�o la forma de muchas
part��culas virales y se acordaron los nombres de \c�apside",\caps�ome-
ro" y \virion" (propuestos por Lwo�, Anderson y Jacob, 1959) para
denominar respectivamente al sello proteico, a las unidades morfol�ogi-
cas comprendidas en �el y a la part��cula viral completa. Casitodas las
part��culas virales analizadas presentaban simetr��a icosaedral, pero el
n�umero de las unidades morfol�ogicas (abultamientos que presenta la
c�apside) no era en general un m�ultiplo de sesenta y adem�as estaban
localizadas en los ejes de simetr��a. La aparente paradoja estructural
que se present�o, (los caps�omeros no eran las subunidades estructura-
les de las que hablaban Crick y Watson), desapareci�o posteriormente
y se fundament�o en trabajos de Horne y Wildy (1961) y de Caspar y
Klug (1962), que en t�erminos generales rati�caban la primitiva teor��a
de Crick y Watson, a partir de los cuales se uni�c�o la terminolog��a y el
an�alisis de la estructura poliedral de los virus. As��, las \unidades de es-
tructura" son las m�as peque~nas unidades de construcci�on dela c�apside
funcionalmente equivalentes y los \caps�omeros" son las unidades mor-
fol�ogicas que pueden apreciarse en la super�cie de la part��cula viral y
est�an formadas por distintas agrupaciones de unidades de estructura.
El hecho de que las subunidades proteicas no se distribuyan aleatoria-
mente sino que se adhieran formando caps�omeros es debido a que se
maximizan las interacciones moleculares que estabilizan lapart��cula.
La uni�on entre las subunidades adheridas en cada caps�omero es m�as
fuerte que la que se da entre unos caps�omeros y otros (esto hace que
puedan aislarse m�as f�acilmente los caps�omeros para posiblesestudios
funcionales o estructurales).

Aunque algunos presentan una estructura algo m�as compleja, lama-
yor parte de los virus corresponden a dos grupos morfol�ogicos diferen-
ciados: Los de simetr��a helicoidal y los de simetr��a icosaedral.

En los que presentan simetr��a helicoidal se observa que tienen una
forma tubular hueca y en el hueco es donde se sit�ua el �acido. Pero la
disposici�on de las subunidades proteicas en la pared tubular (a excep-
ci�on de los extremos) no es cil��ndrica sino que van conformando una
h�elice (espiral) que puede ser lev�ogira o dextr�ogira, cuyos radios circu-
lares y n�umero de unidades por giro de la h�elice var��a de unos virus a
otros.

Los virus con simetr��a icosaedral (por lo que se conoce hasta la
fecha, la preferida por la mayor��a) tienen forma esf�erica ypresentan
siempre 60T subunidades de estructura formando la c�apside. Se dice
que T es el n�umero de la triangulaci�on, y toma valores de la serie
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1,3,4,7,9,12,13,. . . , obtenida a partir de la f�ormulaT = P f 2, don-
de f es cualquier entero positivo yP cualquier n�umero de la serie
1,3,7,13,19,21,. . . (=h2 + hk + k2, para enteros positivosh y k co-
primos). La morfolog��a de la c�apside pueden presentarse como 60T
mon�omeros o presentarse como 30T d��meros, 20T tr��meros o confor-
mando 10(T � 1) hex�ameros y exactamente 12 pent�ameros.

Actualmente existen t�ecnicas de simulaci�on que permiten reconstruir
en un ordenador la forma de muchos virus. Estas im�agenes virtuales
facilitan el estudio geom�etrico de su estructura y con ello el an�alisis de
diferentes propiedades del virus investigado. En algunas delas direc-
ciones electr�onicas que incluimos al �nal del trabajo existe una buena
colecci�on de im�agenes de virus donde pueden observarse diferentes es-
tructuras poliedrales, todas ellas de una enorme belleza. Enla Figura 9
aparecen im�agenes de dos part��culas que corresponden a unas de las
primeras enfermedades virales estudiadas; a la izquierda la del virus de
la �ebre aftosa |L•o�er, 1898| (que presenta simetr��a icosaedr al) y
a la derecha la del virus del mosaico del tabaco |A. Mayer, 1886|
(que presenta simetr��a helicoidal). Como curiosidad, incluimos en la
Figura 10 la imagen de un virus icosaedralT = 1 (satellite tobacco
necrosis virus) cuya forma es similar a la de una de las piedras talladas
del neol��tico de las que se presentaba una imagen en la secci�on2.

Figura 9. Fiebre Aftosa y Mosaico del Tabaco

Para evaluar la importancia que tiene la determinaci�on de la estruc-
tura poliedral de los virus hay que tener en cuenta que �estos, debido a
su proceso de reproducci�on, est�an obligados a ser par�asitos intracelula-
res; necesitan una c�elula hospedadora donde replicar su �acidonucleico
y tomar la maquinaria sint�etica para reproducirse completamente y
transmitirse a otras c�elulas. En este proceso, donde el metabolismo del
organismo afectado se perturba, la c�apside o poliedro proteico del vi-
rus protege a �este del exterior, pero a la vez es una parte fundamental
que el organismo invadido reconoce para crear anticuerpos. Adem�as, la
morfolog��a de la c�apside con protuberancias y hendiduras, que se co-
rresponden con la estructura poliedral, determina las zonas de mayor o
menor accesibilidad para los anticuerpos que el sistema inmunol�ogico
del receptor puede crear.

En la Figura 10 aparece a la derecha la imagen de un virus de-
nominado con las siglas CCMV (Cowpea Chlorotic Mottle Virus) al
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Figura 10. Virus: STNV, CCMV

que corresponden las im�agenes que mostraremos a continuaci�on. Lo
hemos elegido porque su estructura poliedral es exactamente un ico-
saedro truncado y puede apreciarse bien en la mencionada �gura, que
muestra la forma global de la part��cula viral. Comentaremosmuy es-
quem�aticamente c�omo se genera la estructura de este virus concreto
como ejemplo que puede ilustrar lo que ocurre en general. La c�apside
del CCVM consta de 180 subunidades proteicas que tienen una com-
posici�on qu��mica id�entica pero la prote��na que las forma no adopta la
misma conformaci�on geom�etrica. Se distinguen de tres tipos:A, B y
C. Precisamente la diferente conformaci�on de estos tipos de subuni-
dades determina la manera en la que se van a enlazar unas con otras
para formar el sello protector del �acido. Matem�aticamente, la unidad
generadora de la estructura poliedral ser��a el tr��mero ABC, que se es-
quematiza como un tri�angulo dividido en tres regiones equivalentes A,
B y C, coloreadas en gris oscuro o azul, gris o rojo y gris claro overde
respectivamente. V�ease la Figura11.

Figura 11. Tr��mero

A partir de esta unidad geom�etrica triangular puede obtenerse la
estructura poliedral m�as b�asica del virus, que presenta simetr��a ico-
saedral, como se observa en la Figura12. Ahora bien, si tenemos en
cuenta la disposici�on de las diferentes subunidades A, B, C en esta
triangulaci�on b�asica, podemos notar que se forman doce pent�ameros,
cada uno con cinco subunidades A, y veinte hex�ameros, cada uno con
tres subunidades B altern�andose con tres subunidades C. V�eanse las
Figuras 12, 13.
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Figura 12. Estructura geom�etrica b�asica

Figura 13. Pent�ameros y Hex�ameros

Aparece de este modo una estructura poliedral m�as �na, en el sentido
de que describe m�as exactamente la conformaci�on �nal de la c�apside
viral a partir de las subunidades elementales. En la Figura14 se ve a
la izquierda el esquema del poliedro �nal (icosaedro truncado) y a la
derecha la silueta de �este sobre la imagen del virus.

Figura 14. Pent�ameros y Hex�ameros

Muchos de los trabajos sobre virus que hemos analizado contienen,
cuando es posible, la representaci�on de la unidad geom�etrica estructu-
ral y el tipo de simetr��a que experimenta para formar el sello (mapa
topogr�a�co); esto determina la disposici�on de las subunidades protei-
cas y con ello la forma poliedral �nal del virus. Por otra parte, el �acido
envuelto por la c�apside de los virus, que se presenta como una ma-
deja �lamentosa de una o m�as hebras, es susceptible de ser estudiado
con t�ecnicas topol�ogico-geom�etricas, fundamentalmente teor��a de nu-
dos. V�ease la Figura15. Existen actualmente trabajos en este sentido
encaminados al an�alisis de los anudamientos o enlaces topol�ogicos que
presenta un �acido viral (u otro tipo de �acido gen�etico) y susposibles
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modi�caciones en fen�omenos de replicaci�on o en experimentos de mani-
pulaci�on gen�etica. As��, en el estudio matem�atico de los virus se suelen
considerar dos estructuras poliedrales: la externa (poliedrode la c�apsi-
de) y la interna (grafo del �acido) que pueden ser analizadas geom�etrica
y topol�ogicamente.

Figura 15. Anudamientos del ADN

La difusi�on de los virus en la naturaleza es enorme. Si tenemos
en cuenta que numerosas enfermedades del hombre (desde el resfria-
do com�un y la gripe hasta ciertas meningitis, hepatitis, sida, algunos
c�anceres, etc) son causados por virus y que lo mismo ocurre con los
animales y las plantas, no es extra~no que Peter B. Medawar, Premio
Nobel de Medicina en 1960, de�niera de modo r�apido a los virusas��:
\Una mala noticia envuelta en prote��nas". Esta de�nici�on, avalada a
diario en cualquier consulta m�edica o en los medios de comunicaci�on,
recoge el aspecto negativo que en general tienen los virus y motiva el
inter�es por su conocimiento completo con vistas al control y curaci�on
de enfermedades causadas por ellos; pero no aborda sin embargo el
aspecto positivo que en ciertos �ambitos tienen. Por ejemplo,la gran
cantidad de colorido que desde el siglo XVI ofrecieron los tulipanes ho-
landeses se debi�o a una enfermedad v��rica; y, en otro sentido,el hecho
de que numerosas enfermedades virales afecten a insectos (un n�umero
grande de ellas se recoge precisamente bajo el nombre gen�erico de \po-
liedrosis") de forma muy selectiva, o, que para algunas act�uencomo
vector de transmisi�on, est�a abriendo el campo para su utilizaci�on co-
mo agentes naturales de control biol�ogico. Es tan amplia lain
uencia
de los virus que justi�ca que este campo de investigaci�on sea unode
los m�as interesantes y pujantes en la actualidad y que en �el aparezcan
estudios relativos a la estructura poliedral asociada a los virus anali-
zados, pieza importante para su conocimiento. Adem�as estos trabajos
involucran a disciplinas tan diversas como matem�aticas, inform�atica,
biolog��a, qu��mica, medicina, veterinaria, ecolog��a, ciencias agr��colas y
forestales o econom��a.

En la naturaleza aparecen tambi�en estructuras poliedrales(algunas
de las cuales son poliedros regulares) como cristales de diversas sus-
tancias. Por ejemplo, el cubo aparece en los cristales de sal com�un, el
tetraedro en los del sodio sulfantimoniato, el octaedro en losdel alum-
bre de cromo, y el dodecaedro (no del todo regular) en los de lapirita.
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Figura 16. Fullereno C60 y Perovskita ABX3

Es por ello que los poliedros se han utilizado siempre en temas crista-
logr�a�cos relacionados fundamentalmente con la geolog��a y la qu��mica.

Hoy en d��a, adem�as de lo se~nalado anteriormente en el caso de los
virus, muchas investigaciones abordan el estudio de estructuras polie-
drales que aparecen en los campos de la biolog��a y qu��mica moleculares
y de la f��sica nuclear. Las propiedades de estas estructuras poliedrales
est�an relacionadas con las de los materiales analizados. Porejemplo,
la dureza y las propiedades magn�eticas, aislantes o conductoras est�an
directamente relacionadas con la estructura poliedral de las mol�eculas
y substancias consideradas. Y en el an�alisis de las posibles estructu-
ras poliedrales asociadas a los materiales, los invariantes algebraicos y
geom�etricos pueden clari�car algunas propiedades qu��micas o f��sicas de
�estos.

Empezaremos analizando, en el campo de la qu��mica, las estructuras
poliedrales m�as sencillas. Una de las m�as simples es la de grafo, es decir,
un poliedro o complejo celular unidimensional. Su uso es frecuente en
el estudio del fen�omenos moleculares; por ejemplo, se puede asociar un
v�ertice con cada �atomo y una arista con cada enlace (no importando la
clase de enlace considerado). Con esta estructura, cada mol�ecula esta-
ble determina un grafo conexo. Es f�acil comprender la estrecha relaci�on
que existe entre la familia de los grafos �nitos y conexos, m�odulo iso-
mor�smo, y las posibles estructuras moleculares. En el caso en el que la
estabilidad se alcance con un gran n�umero de �atomos, el uso de grafos
in�nitos puede modelar mejor la estructura poliedral de la substancia
analizada.

Sin embargo, es posible asociar a cada mol�ecula o substancia estruc-
turas poliedrales m�as complejas. Por ejemplo, cada elemento qu��mico
determina un subconjunto de v�ertices; o bien un tipo de enlaces, diga-
mos enlaces covalentes dobles, determina unas aristas que de�nen un
subpoliedro. Por otro lado, a algunos ciclos generados por sucesiones
alternadas de �atomos y enlaces que �nalicen en el �atomo inicial de la
sucesi�on, se les pueden asociar caras de dimensi�on dos. Tambi�ense pue-
den asociar caras mediante otros criterios; por ejemplo, considerando
�atomos de un mismo elemento pr�oximos entre s�� que sean coplanarios y
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que determinen un pol��gono convexo. Del mismo modo, existen partes
de una mol�ecula o de una substancia que tienen una estructura �ja, la
cual determina un grupo funcional al que a su vez se le puede asociar
un subpoliedro.

Una vez establecidos los criterios para asociar una estructura polie-
dral a una mol�ecula o a una substancia, se tiene que algunas de las
propiedades quedan re
ejadas en la estructura poliedral asociada y,
en general, �esta puede ser m�as compleja que un solo poliedro y con-
tener subpoliedros asociados con grupos funcionales determinados. En
muchas ocasiones la estructura poliedral correspondiente est�a inmersa
en el espacio eucl��deo, lo que permite, estudiando sus grupos de si-
metr��a, analizar diversas cuestiones como por ejemplo la estructura de
los empaquetados de los �atomos y mol�eculas. La disposici�on ordenada
de cationes y aniones est�a relacionada con las propiedades magn�eticas
de la substancia considerada. La disposici�on de los enlaces en varias ca-
pas planas o en redes espaciales tiene que ver con la dureza delmaterial
considerado.

Otro aspecto interesante es el de la isomer��a, es decir, aquellos fen�ome-
nos asociados con substancias que tienen esencialmente los mismos
componentes pero �estos admiten distintas disposiciones geom�etricas,
lo que puede originar diferentes propiedades. Por ejemplo, dos n�ucleos
con igual masa y n�umero at�omico pueden presentar distintas propieda-
des, a causa de una estructuraci�on diferente de sus componentes.

Actualmente existen herramientas que permiten desvelar la estruc-
tura poliedral de muchas substancias. Se dispone de diferentes tipos
de rayos, aceleradores, microscopios electr�onicos, reactores nucleares y
otras t�ecnicas de tipo f��sico o qu��mico.

De modo general se~nalaremos que en la estructura poliedral intervie-
nen decisivamente el tama~no de los �atomos y de los cationes yaniones
y el tipo y capacidad de enlace que tengan los elementos que forman la
substancia a analizar. Adem�as, a veces es interesante tener en cuenta
que el tama~no y tipo de enlaces puede ser modi�cado por la tempera-
tura, presi�on u otros factores que afecten al material considerado.

Por ejemplo, el grupo de las perovskitas tiene f�ormula general ABX3,
donde A y B son cationes y X es un ani�on (generalmente ox��geno),
v�ease la Figura 16. Los cationes de tipo A ocupan los v�ertices de una
teselaci�on c�ubica del 3-espacio eucl��deo. Los baricentros de estos cubos
est�an ocupados por cationes de tipo B. Obs�ervese que cuando el n�umero
N de cationes B es muy elevado, puesto que cada v�ertice es compartido
por ocho cubos, se tiene que el n�umero de cationes de tipo A es N8

8.
Considerando que el cubo tiene seis caras y cada cara es compartida
por dos cubos, el n�umero de caras ser�a de N62. Esta disposici�on de los
v�ertices y caras de la teselaci�on c�ubica es totalmente coherente con la
f�ormula general de la perovskita N(A8

8BX 6
2). Cuando los radios de los

cationes y los aniones lo permiten, los aniones X se sit�uan en los centros
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de las caras; de este modo, en cada cubo �estos expanden un octaedro
cuyos v�ertices son de tipo X, de modo que en su interior est�a contenido
un cati�on B.

Son muy interesantes los siguientes fen�omenos determinadospor las
leyes naturales de los empaquetamientos. Si los cationes de tipo A son
de radio grande, no es posible que los planos que contienen cationes de
este tipo contengan simultaneamente aniones de tipo X; se producen
entonces traslaciones horizontales y verticales que desplazan los aniones
de los centros de las caras, gener�andose planos alternados decationes
y aniones que determinan una polarizaci�on magn�etica de laperovski-
ta analizada. Una substancia magn�eticamente estable sometida aun
cambio de temperatura puede cambiar sus propiedades magn�eticas si
se producen estos desplazamientos de los aniones que abandonanlos
centros de las caras. En cambio, cuando los cationes de tipo A son
peque~nos, el octaedro interno puede girar un poco, lo que permite al-
canzar un equilibrio magn�etico.

Figura 17. Fullerenos

Una reciente rama de la qu��mica, especialmente rica en investigaci�on
y en la que el uso de t�ecnicas poliedrales es muy amplio, es la de los
fullerenos. Este campo se inici�o con el descubrimiento en 1985 de la
mol�ecula C60, que fue bautizada con el nombre de buckminsterfulle-
reno, y abreviadamente se le llama fullereno, en honor del arquitecto
R. B. Fuller. V�ease la Figura 16. Esta mol�ecula consiste en 60 �atomos
de carbono unidos mediante doce pent�agonos y veinte hex�agonos. Su
forma es la misma que la de un bal�on de f�utbol y aproximadamente su
tama~no es al del bal�on como el de �este es al de la Tierra; en este caso
la estructura poliedral es muy simple, en el sentido de que constade
un solo poliedro que es un icosaedro truncado.

La mol�ecula C60, llamada por muchos \la m�as bella mol�ecula",
fue descubierta por los investigadores H. W. Kroto, R. E. Smalley y
R. F. Curl en 1985 cuando hac��an estudios sobre la composici�onqu��mi-
ca de las estrellas. Al analizar las im�agenes obtenidas por lostelescopios
de los observatorios astron�omicos, ellos sospechaban, al igualque otros
cient���cos, que tal composici�on ten��a que ver con largas cadenas de
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mol�eculas de carbono. En lugar de obtenerlas por simulaci�on mediante
experimentos con t�ecnicas convencionales, los investigadores se~nalados
decidieron pasar un haz de l�aser sobre el vapor de carbono; al hacerlo,
no s�olo aparecieron las cadenas de mol�eculas que esperaban,sino que
observaron que �estas ten��an una forma poli�edrica totalmente inespe-
rada, como la de un bal�on de f�utbol. As�� se descubri�o el C60. Estas
mol�eculas de C60 se condensan en una forma nueva de carbono s�oli-
do, una forma cristalina de carbono puro diferente de los conocidos
diamante o gra�to.

Aunque inicialmente el C60 s�olo pod��a producirse en muy peque~nas
cantidades, lo cu�al restring��a su uso para otros experimentos,W. Kr•ats-
chen, L. Lamb, K. Fostiropoulos y D. Hu�man descubrieron en 1990
el modo de producirlo en mucha mayor cantidad, lo que abri�o nuevas
posibilidades para las investigaciones experimentales.

El descubrimiento del C60, hecho por el cu�al sus descubridoresreci-
bieron el Premio Nobel de Qu��mica en 1996, ha sido el inicio de un
periodo de gran actividad en la qu��mica de los llamados fullerenos
(compuestos de mol�eculas de carbono formadas con diferenten�ume-
ro de �atomos que generan estructuras poliedrales con caras pentago-
nales, hexagonales o incluso heptagonales). Posteriormente tambi�en se
han sintetizado otros muchos fullerenos: C70, C76, C78, C82, C84, etc.
Muchos trabajos se centran en los fullerenos debido a que al a~nadir-
les ciertos �atomos alcalinos se obtienen compuestos superconductores
el�ectricos.

Actualmente hay abierto un nuevo campo de investigaci�on que per-
mite el estudio de los posibles fullerenos a trav�es de herramientas ma-
tem�aticas tales como la teor��a de grafos, poliedros, topolog��a algebrai-
ca, teor��a de grupos y geometr��a diferencial; en este sentido, existe una
importante relaci�on entre la clase de super�cies orientadasy conexas
regulares con caras pentagonales, hexagonales y heptagonales, m�odulo
isomor�smos poliedrales, y los posibles compuestos de carbono puro
del tipo anterior.

Figura 18. Posibles enlaces del Carbono

Del car�acter tetravalente del carbono C resultan cuatro posibles si-
tuaciones de un v�ertice que denotaremos por 31, 22, 211 y 1111 (Figu-
ra 18). Es habitual asociar a cada compuesto puro de carbono un grafo
de modo que los carbonos se corresponden con los v�ertices y losenlaces
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con las aristas. La situaci�on 31 se puede obtener considerando grafos li-
neales o en forma de circunferencia en los que se van alternadoel enlace
triple y el enlace sencillo. El enlace 22 tambi�en genera cadenas lineales
o circulares en las que alternan �atomo y doble enlace. En la mayor��a de
los fullerenos todos los enlaces son del tipo 211; en consecuencia, sus
grafos asociados tienen la propiedad de que cada v�ertice incide con tres
aristas (grafos 3-regulares). No obstante, a cada fullereno se lepueden
asociar estructuras poliedrales m�as complejas; es frecuentea~nadir una
cara por cada grupo de v�ertices y aristas que determinan un pol��gono
plano convexo. De este modo, cada compuesto del carbono con enlaces
de tipo 211 tiene asociada una super�cie. Estas super�cies se pueden
agrupar por capas o a trav�es de empaquetamientos.

En los grafos 3-regulares se pueden distinguir los enlaces dobles colo-
reando la familia de aristas que se corresponden con los mismos. Tam-
bi�en es frecuente utilizar la relaci�on que existe entre grafos 3-regulares
y grafos 4-regulares. N�otese que si en un grafo 3-regular con aristas
coloreadas, se deforma cada arista coloreada a un punto, se obtiene un
grafo 4-regular. Rec��procamente, si a un grafo 4-regular leaplicamos un
proceso de bifurcaci�on en cada v�ertice como se se~nala en la Figura 18
se obtiene un grafo 3-regular con aristas coloreadas.

Es interesante se~nalar que a cada grafo 3-regular se le puede asociar
su grupo de isometr��as y, si se tienen aristas coloreadas (enlaces dobles),
tomar entonces el subgrupo de aqu�ellas que las preservan. De este mo-
do a cada grafo con aristas coloreadas le hemos asociado una pareja de
grupos. Observemos que si en el mismo grafo 3-regular cambiamos de
familia de aristas coloreadas (es decir, consideramos dos is�omeros) pue-
de suceder que el subgrupo asociado sea distinto. Sin embargo, existen
ejemplos de grafos 3-regulares con aristas coloreadas que sondistintos
y tienen asociada la misma pareja de grupos de simetr��a; en este caso,
se puede dise~nar una herramienta matem�atica m�as �na capaz de dis-
tinguir estos is�omeros. Se procede del modo siguiente: cambiando cada
enlace doble por un cruce elevado de caminos, podemos asociar acada
fullereno con enlaces qu��micos dobles un enlace o nudo topol�ogico sus-
ceptible de ser estudiado con t�ecnicas homot�opicas. V�ease laFigura 19.
Las diferentes posibles posiciones de los dobles enlaces qu��micos deter-
minan enlaces topol�ogicos distintos y la clasi�caci�on de estos is�omeros
se aborda a trav�es de los invariantes homot�opicos del enlace o nudo
topol�ogico asociado. Utilizando el grupo fundamental del complemen-
to del enlace o sus invariantes de tipo polin�omico se pueden distinguir
is�omeros con grupos de simetr��a iguales.

En el caso en el que las mol�eculas estables adquieran forma de su-
per�cie, es tambi�en importante la disposici�on que puedan presentar
estos enlaces. En algunos casos las caras se unen entre s�� para formar
super�cies con curvatura gaussiana de diferentes signos; en el caso de
los gra�tos se suelen presentar super�cies planas. Se ha observadoque
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Figura 19. Enlace topol�ogico de un fullereno

por lo general las caras pentagonales corresponden a zonas decurva-
tura positiva, las hexagonales se relacionan con curvatura cero, y las
heptagonales con curvatura negativa.

En la Figura 20puede verse a la izquierda la super�cie de un fullereno
contenida en el plano hiperb�olico y a la derecha la de un fullereno
contenido en un toro en la que se observa claramente c�omo las caras
pentagonales, hexagonales y heptagonales se distribuyen en zonas con
curvatura gaussiana positiva, nula o negativa respectivamente.

Figura 20. Fullerenos: heptagonal y t�orico

Los ejemplos mencionados son una muestra de los cada d��a m�as
abundantes trabajos de investigaci�on en los que se emplean t�ecnicas
matem�aticas relacionadas con las estructuras poliedralesasociadas a
las mol�eculas y substancias, tanto para descubrir propiedadesde las ya
sintetizadas, como para la predicci�on de otras nuevas.

Si lo expuesto anteriormente muestra de alguna forma c�omo lospo-
liedros est�an muy presentes, aunque de un modo oculto a veces, enlas
ciencias mencionadas, es evidente su presencia e importancia en otros
campos m�as pr�oximos a la mayor��a de las personas. Por ejemplo, en
el dise~no industrial las propiedades de estructuras poliedrales han de
tenerse en cuenta tanto para la fabricaci�on, empaquetado, almacenaje
o econom��a. Quiz�as a�un es m�as evidente esto en el dise~no arquitect�oni-
co, desde los edi�cios y poblados m�as sencillos hasta las edi�caciones
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Figura 21. Fuller en su laboratorio y Pabell�on USA

y ciudades m�as so�sticados, y no es una simple an�ecdota el hechode
que la mol�ecula C60, cuyo descubrimiento ha supuesto un verdadero
avance en campos cient���cos importantes, recibiera el nombre de fulle-
reno precisamente en honor del arquitecto Richard Buckminster Fuller
(1895{1983). V�ease la Figura21.

La belleza poliedral del C60 les recordaba a sus descubridoresla de
las famosas \c�upulas geod�esicas" dise~nadas por Fuller. Siguiendo la
pauta de que una esfera es realmente e�ciente pues encierra elmayor
volumen con la menor super�cie y que las geod�esicas en una super�cie
son las curvas de menor longitud entre dos puntos, las edi�caciones
geod�esicas que dise~na Fuller adquieren su estructura poliedral a par-
tir de piezas b�asicas que van encaj�andose de modo que se obtenga la
m�axima ventaja estructural y ambiental con un coste reducido. Una
muestra de esto es el Pabell�on de los Estados Unidos en la Expo 67
de Montreal, que puede verse en la Figura21. Fuller no s�olo ha sido
un famoso arquitecto del siglo XX, sino un hombre de esp��ritu rena-
centista con obras de ingenier��a y dise~no en campos tan diversos como
el industrial, espacial, automovil��stico o cartogr�a�co. Procur�o difundir
las ideas human��sticas y ecol�ogicas que impregnan su obra a trav�es de
m�ultiples conferencias por todo el mundo, por lo que lleg�oa ser un
personaje controvertido, idolatrado por muchos y denostado por otros,
pero con una in
uencia incuestionable.

Figura 22. Dise~nos de Fuller

Por �ultimo vamos a referirnos, aunque sea muy brevemente, a la
presencia de los poliedros en el �ambito de las Matem�aticas, donde, si
bien su estudio se ha hecho inicialmente, como el de la mayor��a de
los temas antiguos, dentro del campo de la Geometr��a, estos objetos
aparecen hoy en d��a en diversas �areas, abordando su an�alisis con las
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diferentes herramientas que ellas ofrecen o utiliz�andolos como soporte
para la resoluci�on de otros problemas espec���cos.

Como hemos se~nalado al inicio de este trabajo, desde muy antiguo
han llamado la atenci�on las �guras poligonales o poliedrales que presen-
taban alg�un tipo de regularidad y los matem�aticos han intentado dar
respuesta a diferentes cuestiones tales como la existencia y construcci�on
de estos objetos.

Cualquier pol��gono regular puede imaginarse como el resultado de
dividir una circunferencia enn partes iguales (n � 3) y tomar alterna-
tivamente los puntos de divisi�on obtenidos dep enp, siendop cualquier
primo con n menor quen

2 (se dice quen es el g�enero yp la especie del
pol��gono). En el que caso en el quep = 1 se obtiene un pol��gono conve-
xo y en otro caso uno estrellado. El n�umero total de pol��gonosregulares
de g�eneron es N

2 dondeN es indicador den. Respecto a la posibilidad
de construir con regla y comp�as los pol��gonos regulares, Euclides, en
sus Elementos, dio la del tri�angulo equil�atero en el Libro I (Prop. 1)
y la del cuadrado, pent�agono, hexag�ono y uno de quince lados en el
Libro IV (Prop. 6, 11, 15 y 16 respectivamente); y la Proposici�on 9
del Libro I garantiza la duplicaci�on sucesiva del n�umero de lados por
bisecci�on. El problema abierto de la construcci�on con reglay comp�as
del resto de pol��gonos regulares fue parcialmente resuelto por Gauss
(quien construy�o a los diecinueve a~nos uno de diecisiete lados) a�r-
mando que es condici�on su�ciente que los factores primos impares den
sean primos de Fermat diferentes entre s�� (un n�umero de Fermat tiene
la forma Fk = 22k

+1). En 1837, Wantzel prob�o que tambi�en la anterior
condici�on es necesaria.

En el caso de los poliedros el grado de regularidad viene dado por la
forma, n�umero y disposici�on de caras y v�ertices. Se dice que dos v�erti-
ces de un poliedro son id�enticos si ambos est�an rodeados por elmismo
n�umero y tipo de caras y en el mismo orden. Si todos los v�ertices son
id�enticos y adem�as todas las caras son pol��gonos regulares iguales se
dice que el poliedro es regular. Desde muy antiguo se conoc��a que exis-
ten solamente cinco poliedros regulares convexos, los famososS�olidos
Plat�onicos. Respecto a la existencia de poliedros regulares no convexos,
Kepler [20] describi�o dos: el peque~no y el gran dodecaedro estrellados; y
Louis Poinsot en 1809 redescubri�o los anteriores y descubri�ootros dos:
el gran dodecaedro y el gran icosaedro. Cauchy, en 1813, demostr�o que
los cuatro anteriores son todos los posibles poliedros regulares estrella-
dos.

Rebajando la exigencia de regularidad, dentro de los poliedros con-
vexos, reciben el nombre de S�olidos Arquimedianos o Semiregulares
aquellos cuyos v�ertices son id�enticos y las caras son pol��gonos regulares
de dos o m�as tipos diferentes, excluyendo las familias in�nitas de los
prismas y los antiprismas. Kepler se ocup�o especialmente de este tipo de
poliedros, entre los que se encuentra el notable icosaedro truncado. En
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1619 dio la lista, demostrando que era completa, de los 13 s�olidos de es-
te tipo que existen, aunque 12 de ellos ya hab��an sido redescubierto por
distintos artistas del Renacimiento. Se les llama Arquimedianos porque
se sabe que fueron estudiados por Arqu��medes, aunque sus trabajosori-
ginales est�an perdidos. Se llama dual de un poliedro dado a un nuevo
poliedro en el que las caras y v�ertices corresponden respectivamente a
v�ertices y caras del original. Los poliedros duales de los Arquimedianos
se llaman S�olidos de Catalan [2], que fue quien los descubri�o en 1865;
obviamente hay 13 y sus caras no son pol��gonos regulares.

Continuando con la idea de caras regulares y v�ertices id�enticos, pero
admitiendo la posibilidad de caras que sean pol��gonos no convexos,
se obtienen los Poliedros Uniformes. En 1954 Coxeter [7] conjetur�o, y
fue posteriormente probado por Skilling [24], que hay 75 (sin contar
prismas ni antiprismas).

Si nos restringimos a poliedros convexos y nos preguntamos cu�antos
hay que tengan las caras regulares, adem�as de los S�olidos Plat�onicos,
los Arquimedianos, y las familias in�nitas de prismas y antiprismas, la
respuesta es que hay 92 m�as, los cuales reciben el nombre de S�olidos
de Johnson [18], quien en 1966 dio la lista y adem�as conjetur�o que era
completa, lo que fue probado en 1969 por Zalgaller [28].

Los ejemplos anteriores determinan diferentes triangulaciones en una
esfera topol�ogica. En la secci�on 2 aparec��a la �gura de una super�cie
t�orica descompuesta en pol��gonos; del mismo modo, numerosos espa-
cios (algunas variedades, variedades con singularidades, etc.) admiten
descomposiciones (triangulaciones) en piezas m�as sencillas de dimen-
siones adecuadas. La generalizaci�on de estas ideas da lugar a diver-
sas nociones geom�etricas, topol�ogicas y algebraicas, que gen�ericamente
pueden denominarse \estructuras poliedrales" o \poliedros", como son
los complejos simpliciales, complejos de celdas, conjuntos simpliciales,
etc.

Dentro del �area de la Topolog��a Algebraica, en la que concretamen-
te se enmarca nuestra actividad, las estructuras poliedrales juegan un
importante papel. Desde las m�as r��gidamente geom�etricas,han sido la
fuente de inspiraci�on para la creaci�on de teor��as de homotop��a y homo-
log��a que despu�es han sido diversi�cadas, generalizadas o sintetizadas
con el objetivo de obtener mecanismos para poder estudiar espacios
susceptibles o no de admitir estructuras poliedrales generales m�as o
menos r��gidas, como hemos visto que ocurre por ejemplo con el caso de
los fullerenos mencionados anteriormente.

Se~nalemos que si esta estructura poliedral s�olo contiene un n�umero
�nito de piezas b�asicas, el espacio descrito por ella es compacto; as�� que
si se desea estudiar espacios no compactos, en los que uno puede ima-
ginar escapes hacia el in�nito de una o muchas maneras, entonces las
estructuras poliedrales llamadas cl�asicas deben estar hechas de in�nitas
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piezas, lo cu�al puede ser un obst�aculo a la hora de aplicar t�ecnicas com-
putacionales. Dentro de este �ultimo marco, estudio de los espacios no
compactos, concretamente en el de la Teor��a de Homotop��a Propia (del
que una visi�on panor�amica puede encontrarse en [17]), se halla parte de
nuestra labor de investigaci�on, y en particular algunos trabajos donde
proponemos nuevas estructuras poliedrales que incluyen piezas b�asicas
diferentes a las habituales con el �n de obtener posibles descripciones
de espacios no compactos con un n�umero �nito de piezas.

Por otra parte, tambi�en han tenido un fuerte desarrollo los traba-
jos de programaci�on encaminados a la representaci�on de espacios y al
c�alculo de invariantes topol�ogicos asociados a estructuras poliedrales
que los describen o aproximan. Es un hecho cada vez m�as frecuente
trabajar con t�ecnicas de simulaci�on sobre diferentes fen�omenos f��sicos
celulares o moleculares, donde se utilizan formas geom�etricas inicia-
les muy sencillas que van adquiriendo mayor complejidad estructural a
medida que se avanza en la aproximaci�on al fen�omeno real simulado.

Nos gustar��a que lo expuesto anteriormente, aunque s�olo sea unape-
que~na muestra, pueda servir para ilustrar hasta qu�e punto los poliedros
est�an pr�oximos a nosotros y siguen siendo unos objetos matem�aticos
fascinantes sobre los que merece la pena seguir avanzando en su estudio
y utilizaci�on.

Terminamos recordando las palabras de Galileo Galilei:
\. . . La �losof��a (naturaleza) est�a escrita en ese gran libro que siem-

pre est�a ante nuestros ojos |el universo| pero no lo podemos entender
si no aprendemos primero el lenguaje y comprendemos los s��mbolos en
los que est�a escrito. El libro est�a escrito en lenguaje matem�atico y sus
s��mbolos son tri�angulos, c��rculos y otras �guras geom�etricas, sin cuya
ayuda es imposible comprender una sola palabra; sin ello uno vaga sin
esperanza en un oscuro laberinto . . . "

4. Enlaces con p �aginas web

Requiere una adecuada con�guraci�on de Internet y tener instaladas
las correspondientes aplicaciones de ayuda.
http://www.georgehart.com/ Una de las mejores p�aginas de polie-
dros, elaborada por George W. Hart, adem�as contiene muchos enlaces
interesantes.
http://archives.math.utk.edu/topics/geometry.html Contiene mu-
cha informaci�on sobre diversos t�opicos de geometr��a y numerosos enla-
ces.
http://www.bocklabs.wisc.edu/cgi-bin/WebCatalog.cgi Institute
for Molecular Virology. Madison, Wisconsin.
http://www.bocklabs.wisc.edu/virusviztop.html Otra p�agina del
Instituto anterior que contiene visualizaciones de virus e interesantes
enlaces.
http://www.uct.ac.za/depts/mmi/stannard/linda.html P�agina de
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la Universidad de Cape Town, Divisi�on de Microbiolog��a M�edica y Vi-
rolog��a, dedicada a la arquitectura de los virus.
http://www.tulane.edu/ dmsander/garryfavweb.html All the viro-
logy on the WWW. P�agina de la Universidad de Tulane, Nueva Orleans,
sobre virolog��a en internet.
http://www.tulane.edu/ dmsander/WWW/335/335Structure .html Es-
tudio de la estructura de los virus.
http://phage.bocklabs.wisc.edu/ P�agina del Instituto de Virolog��a
Molecular de la U. Wisconsin que contiene im�agenes de DNA de virus.
http://www.tiem.utk.edu/ gross/bioed/webmodules/DNAk not.html
P�agina dedicada al DNA y la teor��a de nudos.
http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scha rein/KnotPlot.html
P�agina de nudos y enlaces topol�ogicos.
http://www.ill.fr/dif/3D-crystall/index.html P�agina dedicada
a la estructura at�omica de los materiales.
http://www.members.tripod.com/ modularity/ Art��culo de S. Ja-
blan sobre la geometr��a de los fullerenos.
http://www.mpi-stuttgart.mpg.de/andersen/fullerene/ intro.html
P�agina del \Max-Planck-Institute Stuttgart", que dedica p arte de su
investigaci�on el estudio de fullerenos.
http://neon.mems.cmu.edu/bucky/other-refs.html Contine nume-
rosos enlaces y referencias sobre fullerenos
http://www.univie.ac.at/spectroscopy/forschung.html P�agina
de la Universidad de Viena que contiene abundante informaci�onsobe
fullerenos y enlaces interesantes.
http://www.susx.ac.uk/Users/kroto/ P�agina del grupo de inves-
tigaci�on en fullerenos del Profesor H. Kroto de la Universidad de Sussex.
http://www.ornl.gov/ORNLReview/rev26-2/text/rndmain 1.html In-
formaci�on y pel��culas cortas sobre fullerenos.
http://cnst.rice.edu/reshome.html P�agina del Prof. R.E. Sma-
lley (Rice University)
http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html Sitio de nanotu-
bos
http://www.bfi.org/ P�agina del Buckminster Fuller Institute.
http://www.thirteen.org/cgi-bin/bucky-bin/bucky.cgi P�agina que
contiene numerosa informaci�on sobre Fuller e im�agenes de susobras.

Referencias

[1] J. Buerger , Elementary Crystallography, Wiley, 1956 (MIT press reprint,
1978).

[2] M. E. Catalan , Memoire sur la Theorie des Polyedres,J. de L'Ecole Im.
Poly. 24 (1865), 1{71.

[3] A. F. Costa , Arabescos y Geometr��a, v��deo, UNED, Madrid, 1995.
[4] H. S. M. Coxeter , Fundamentos de Geometr��a,Limusa-Wiley, M�exico, 1971.
[5] H. S. M. Coxeter , Regular Polytopes,Dover, Nueva York, 1963.



30 J. I. EXTREMIANA, L. J. HERN �ANDEZ Y M. T. RIVAS

[6] H. S. M. Coxeter , Regular Complex Polytopes,Cambridge University Press,
1974.

[7] H. S. M. Coxeter, M. S. Longuet-Higgins y J. C. P. Miller , Uniform
Polyhedra, Phil. Trans. Roy. Soc. 246 (1953), 401{449.

[8] P. R. Cromwell , Polyhedra, Cambridge University Press, 1997.
[9] R. H. Crowell y R. H. Fox , Introduction to Knot Theory, GTM 57, Sprin-

ger, 1963.
[10] M. S. Dresselhaus, G. Dresselhaus y P. Eklund , Science of Fullerenes

and Carbon Nanotubes,Academic Press, 1996.
[11] B. Ernst , El espejo m�agico de M. C. Escher,Greven, Taschen, 1994.
[12] Euclides , The Thirteen Books of the Elements, Dover reprint in three volu-

mes, Thomas L. Heath editor, 1956.
[13] E. Flapan , When Topology meets Chemistry,MAA, Cambridge University

Press, 2000.
[14] J. V. Field , Rediscovering the Archimedean Polyhedra: Piero della Frances-

ca, Luca Pacioli, Leonardo da Vinci, Albrecht Durer, Daniel e Barbaro, and
Johannes Kepler,Archive for History of Exact Sciences50, 241{289, (1996).

[15] N. D. Gilbert, T. Porter , Knots and Surfaces,Oxford, Oxford University
Press, 1994.

[16] G. H. Hardy , Apolog��a de un matem�atico, Nivola, Madrid, 1999.
[17] I. M. James (Editor) , Handbook of Algebraic Topology, North Holland, 1995.
[18] N. W. Johnson , Convex Solids with Regular Faces, Can. J. of Maths. 18

(1966), 169{200.
[19] J. Kepler , Mysterium Cosmographicum,1596.
[20] J. Kepler , The Harmony of the World, 1619 (Traducido al ingl�es por E. J.

Aiton, A. M. Duncan y J. V. Field, 1997, American Philosophical Society).
[21] C. R. F. Maunder , Algebraic Topology, Van Nostrand, 1970.
[22] L. Pacioli , De Divine Proportione, 1509.
[23] Plat �on , Di�alogos, v. 6, Biblioteca B�asica Gredos, Madrid, 1982.
[24] J. Skilling , The Complete Set of Uniform Polyhedra, Phil. Trans. of the Royal

Soc., Ser. A,278 (1975), 111{135.
[25] E. W. Weisstein , The CRC Concise Encyclopedia of Mathematics, CRC

Press, 1998.
[26] G. W. Whitehead , Elements of Homotopy Theory, GTM 61, Springer, 1978.
[27] J. H. C. Whitehead , Combinatorial homotopy I, II , Bull. Amer. Math. Soc.

55 (1949), 213{245, 453{496.
[28] V. A. Zalgaller , Convex Polyhedra with Regular Faces, Consultants Bureau,

1969.

El art��culo Poliedros est�a situado, en versi�on pdf , en
http://www.unirioja.es/dptos/dmc/luhernan/index.htm l

Departamento de Matem �aticas y Computaci �on, Universidad de La Rio-
ja, 26004 Logro ~no
E-mail address: jose-ignacio.extremiana@dmc.unirioja.es,
luis-javier.hernandez@dmc.unirioja.es, maria-teresa. rivas@dmc.unirioja.es


	1. Introducción
	2. Cuerpos e ideas platónicas
	3. Poliedros, Ciencia y Tecnología
	4. Enlaces con páginas web

