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ABSTRACT. In this paper we have tried to explore the presence of
polyhedra in some areas of the human activity. Taking as started
point a reflection about the platonic association of regular polyhe-
dra to different cosmic elements we have a look at the study and the
use of polyhedra in art, science and technology. We emphasise some
recent applications of polyhedral techniques to biological, chemi-
cal and physical processes. The symmetries, topological invariants
and geometrical properties play an important role in phenomena
such that the virus replication, the study of molecular structures
and different properties of the substances.
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1. INTRODUCCION

En este articulo intentamos poner de manifiesto la importancia de los
Poliedros y la manera en la que aparecen en diversos campos que han
tenido interés para el ser humano a lo largo de la historia. Hemos elegi-
do este tema, en cierto modo ligado a nuestro campo de investigacién,
porque sabemos que le gustaba a Chicho. Precisamente, él fue quien
sugirio el tema de los Cuerpos Platonicos para una sesién del Semina-
rio de Actualizacion Permanente de Matematicas “José Luis Rubio de
Francia”, que durante tantos anos condujo.

Con el trabajo que aqui presentamos, versién reducida de otro més
extenso que estamos preparando, nos gustaria contribuir, en la medida
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de nuestras posibilidades, a “acercar las Matematicas a la sociedad”,
uno de los objetivos del Ano Mundial de las Matematicas y una idea en
la que Chicho siempre insistia. Lamentamos que no haya podido leer
el borrador que con toda seguridad le hubiésemos pasado para que lo
criticara.

Por 1ltimo, queremos manifestar nuestra gran admiracién a su labor
en la Universidad y nuestro inmenso carino a quien fue uno de nuestros
mejores amigos.

2. CUERPOS E IDEAS PLATONICAS

En el lenguaje cotidiano se entiende que un poligono es una regién del
plano determinada por un ntimero finito de segmentos. Estos segmentos
se denominan lados o aristas y sus extremos vértices del poligono. El
poligono se llama regular si todos sus lados son iguales y todos los
angulos determinados por las aristas en los vértices también son iguales.
Se dice que el poligono es convexo si es una regién convexa; es decir, que
el segmento que une dos puntos cualesquiera de la region esta contenido
en ella. De modo analogo, pensando en el espacio tridimensional, se
dice que un poliedro es un cuerpo sélido limitado por una superficie
que consta de un nimero finito de poligonos no coplanarios a los que se
denomina caras del poliedro. Se llama regular si sus caras son poligonos
regulares iguales y se dice que es convexo si es una region convexa. De
forma parecida puede pensarse en dimensiones sucesivamente mayores
para obtener lo que comtinmente se llaman politopos, y en particular
los politopos regulares y convexos, cuya existencia y nimero estan bien
determinados [5].

En este trabajo muchas veces la palabra poliedro o estructura po-
liedral se utilizara en un sentido méas general para nombrar espacios
construidos con piezas sencillas, de diversas dimensiones, llamadas cel-
das (copias topoldgicas de discos de la correspondiente dimensién). Se
forman a partir de un espacio discreto de puntos (0-celdas), al que se
le va pegando sucesivamente una coleccién (quizds vacia) de celdas,
de dimensién cada vez mayor, por los bordes de éstas. Estas estruc-
turas poliedrales o poliedros generales pueden tener un numero finito
o infinito de piezas y en este 1ltimo caso ser su dimensién finita o
infinita. Muchos de los objetos matematicos que se estudian en Geo-
metria, Topologia y otras dreas tienen esta estructura. Entre los mas
sencillos se encuentran los poligonos y poliedros geométricos descritos
al inicio de esta seccion, que han sido utilizados y estudiados desde
la antigiiedad. Hace aproximadamente dos mil cuatrocientos anos ya
se conocia que Unicamente existen cinco poliedros regulares convexos:
el tetraedro (cuatro caras triangulares), el cubo o hexaedro (seis caras
cuadradas), el octaedro (ocho caras triangulares), el dodecaedro (doce
caras pentagonales) y el icosaedro (veinte caras triangulares). Véase la
Figura 2 .
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Los restos arqueoldgicos méas antiguos en los que aparecen figuras
poliedrales, de los que tenemos noticia, son unas piedras talladas del
neolitico (aproximadamente 2000 a. C.) encontradas en Escocia, véase
la Figura 1. También se conservan un par de dados icosaédricos de la
época de la dinastia de Tolomeo en el Brithish Museum de Londres.
Parece que este tipo de figuras geométricas ya tenian una utilidad ludica
como ocurre en la actualidad. Pensemos por ejemplo en los dados que
se utilizan en juegos tan populares como el parchis o la oca que no son
sino cubos; el dado del Scatergories es un icosaedro y en los juegos de
rol se utilizan todo tipo de poliedros regulares.

FI1GURA 1. Piedras del Neolitico

En el libro XIII de los “Elementos”, [12], de Euclides (300 a. C.)
aparece la construccion de los cinco poliedros regulares; hay quien in-
cluso sostiene que los Elementos no son sino una narracién excelente
de éstos. Se atribuye a Teeteto (417-369 a. C.), personaje que aparece
en los Didlogos de Platon (400 a. C.) como simbolo de la inteligencia,
la teoria de los cinco poliedros regulares.

A los cinco sélidos regulares se les llama Cuerpos Platonicos porque
Platon en uno de sus dialogos mas significativos, el “Timeo”, en el que
se explica la construccién del universo, establece una asociacion entre
ellos y los elementos fundamentales de los que éste esta compuesto,
que segun sostenian los griegos estaba hecho con dtomos de agua, aire,
tierra y fuego.

Segun lo que alli se expone, el mundo real es una copia imperfecta
del mundo de las ideas hecha por el Demiurgo, ser inteligente y bueno
al que le atrae la belleza y trata de recrearla. Este personaje crea en
primer lugar el alma del mundo y la esfera celeste (lo hace dédndole
forma esférica, la mas perfecta) en cuyo centro estd la Tierra. Después
se ocupa de la materia con la que estd hecho el mundo; se compone
de cuatro elementos: fuego, tierra, aire y agua, que han de tener la
propiedad de ser “sélidos” (pues las cosas no solamente son planas sino
que tienen profundidad) y han de ser capaces de recomponerse unos
en otros. Puesto que han de ser sélidos, esto es, limitados por planos y
un plano esta compuesto por piezas sencillas (tridngulos), el Demiurgo
elige de éstos los més bellos: el tridngulo rectangulo isésceles (con dos
piernas —catetos— iguales) y el tridngulo rectangulo escaleno (cojo)
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que posee la propiedad de tener la hipotenusa de doble longitud que uno
de sus catetos. A partir de seis de estos ultimos tridngulos construye
el tridngulo equilatero y, con estas piezas, el tetraedro, el octaedro y
el icosaedro. Con cuatro tridngulos rectangulos isdsceles construye el
cuadrado y con seis de éstos el cubo.

Incluimos a continuacion extractos literales del “Timeo” segun la
traduccién castellana [23]:

“ .. Antes de la creacion, por cierto, todo esto carecia de proporcion y
medida. Cuando dios se puso a ordenar el universo, primero dio forma
y numero al fuego, agua, tierra y aire, de los que, si bien habia algunas
huellas, se encontraban en el estado en que probablemente se halle todo
cuando dios estd ausente. Sea siempre esto lo que afirmamos en toda
ocasion: que dios los compuso tan bellos y excelsos como era posible de
aquello que no era asi. Ahora, en verdad, debo intentar demostraros
el orden y origen de cada uno de los elementos con un discurso poco
habitual. . . En primer lugar, creo que para cualquiera esta mas alld de
toda duda que fuego, tierra, agua y aire son cuerpos. Ahora bien, toda
forma corporal tiene también profundidad. Y, ademds, es de toda nece-
sidad que la superficie rodee la profundidad. La superficie de una cara
plana esta compuesta de triangulos. Todos los tridngulos se desarro-
llan a partir de dos, cada uno con un dngulo recto y los otros agudos.
Uno tiene a ambos lados una fraccion de dangulo recto dividido por la-
dos 1guales, el otro partes desiguales de un dngulo recto atribuida a
lados desiguales. . . suponemos que éste es el principio del fuego y de los
otros cuerpos. .. Ciertamente, debemos explicar cudles serian los cua-
tro cuerpos mas perfectos, que, aunque disimiles entre si, podrian nacer
unos de otros cuando se desintegran. En efecto, si lo logramos, tendre-
mos la verdad acerca del origen de la tierra y el fuego y de sus medios
proporcionales. Pues no coincidiremos con nadie en que hay cuerpos
visibles mas bellos que éstos, de los que cada uno representa un género
particular. Debemos, entonces, esforzarnos por componer estos cuatro
géneros de cuerpos de extraordinaria belleza y decir que hemos captado
su naturaleza suficientemente. ..”

Debe haber cuatro elementos por el siguiente razonamiento: las cosas
deben tener fuego, puesto que se ven, y tierra, puesto que son mate-
riales; dos cosas necesitan de una tercera para poder ser unidas. Si el
universo fuese plano bastaria con un tercer elemento, pero, como tiene
profundidad, necesita de otro més para poder hacer esta unién. Asi,
para unir el fuego y la tierra se precisan otros dos: el aire y el agua.
Analizando las propiedades de los elementos y la proporcién en la que
deben estar en la naturaleza, llega a la conclusion de que los atomos
de fuego son tetraedros, los de tierra son cubos, los de aire octaedros y
los de agua icosaedros. Queda una 1unica combinacion, el dodecaedro,
que lo reserva para el universo. En la Figura 2 mostramos los dibujos
de Kepler basados en esa asociacién.
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F1GURA 2. Elementos y cuerpos platénicos

En esencia, los integrantes méas elementales son los triangulos rectangu-
los isésceles y los escalenos. Puesto que el fuego, el agua y el aire estan
integrados por escalenos, se pueden romper en sus escalenos y recombi-
narse entre si de modo que se genera un ciclo de reacciones circular al
no poderse crear una situacion de equilibrio. De nuevo citamos palabras
textuales de la traduccion del “Timeo”:

“..Debemos pensar que todas estas cosas son en verdad tan pe-
quenas que los elementos individuales de cada clase nos son invisibles
por su pequenez, pero cuando muchos se aglutinan, se pueden obser-
var sus masas y, también, que en todas partes dios adecud la cantidad,
movimientos y otras caracteristicas de manera proporcional y que todo
lo hizo con la exactitud que permitio de buen grado y obediente la ne-
cesidad. A partir de todo aquello cuyos géneros hemos descrito antes,
muy probablemente se daria lo siguiente. Cuando el fuego choca con la
tierra y con su agudeza la disuelve, ésta se trasladaria, ya sea que se
hubiera diluido en el mismo fuego o en una masa de aire o de agua,
hasta que sus partes se reencontraran en algun lugar, se volvieran a
unir unas con otras y se convirtieran en tierra —pues nunca pasarian
a otra especie—, pero si el agua es partida por el fuego, o también por el
aire, es posible que surjan un cuerpo de fuego y dos de aire. Cuando se
disuelve una porcion de aire, sus fragmentos darian lugar a dos cuerpos
de fuego. A la inversa, cuando el fuego, rodeado por el aire o el agua o
alguna tierra, poco entre muchos, se mueve entre sus portadores, lucha
y, vencido, se quiebra; dos cuerpos de fuego se combinan en una figura
de aire; mas cuando el aire es vencido y fragmentado, de dos partes y
media se forjard una figura entera de agua.”
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Una mirada rapida sobre estas ideas platonicas quizas nos haga son-
reir, pero una reflexion algo mas profunda sobre ellas nos hace pensar
cémo han influido a lo largo de la historia y hasta qué punto estan
vigentes en la actualidad. En nuestra opinion, contienen tres princi-
pios que han tenido y tienen gran importancia en el desarrollo de la
ciencia: Unién entre ciencia y belleza, aplicacién de objetos y reglas ma-
temdticas conocidas a entidades o procesos desconocidos (asociacién de
los poliedros a entidades césmicas) y construccién de la complejidad a
partir de elementos simples.

En relacién con el primer principio recogemos la frase de G.H. Hardy
[16] referida a las matemaéticas: “Los disenos del matemdtico, como los
del pintor o el poeta, han de ser bellos; las ideas, como los colores
o las palabras, deben relacionarse de manera armoniosa. La belleza
es la primera prueba: no hay lugar permanente en el mundo para las
matemdticas feas”.

La unién de ciencia y belleza, simbolizada en poligonos y poliedros,
ha sido una constante en la obra de muchos cientificos y artistas. Una
muestra la tenemos en la construccion que Euclides hace del pentagono
regular, en el que la diagonal y el lado estdn en proporcion aurea 7 : 1,
siendo 7 = 1+2—‘/5 el niimero aureo o la divina proporcién, llamado asi por
la belleza que genera en los objetos que lo contienen. Por ejemplo,
aparece este nimero en el dodecaedro, en el icosaedro y en la sucesiva
divisién de un rectangulo cuyos lados estan en proporcién aurea, que
da lugar a un cuadrado y a otro rectangulo dureo. Uniendo mediante
trozos de circunferencia los vértices opuestos de los cuadrados que se
van obteniendo, aparece la espiral aurea, que es la caracteristica de
algunas de las mas bellas caracolas.

Tanto en la pintura como en la escultura y en la arquitectura esta
proporcion se ha mantenido a lo largo de la historia como canon de be-
lleza. Citaremos s6lo algunos edificios enormemente singulares como el
Partendn de la Acrépolis ateniense o la iglesia de Notre Dame de Paris
en los que casi cualquier rectangulo que se puede distinguir en ellos es
un rectangulo aureo. La fachada de la sede de las Naciones Unidas en
Nueva York estd formada por tres grandes rectangulos, cada uno de los
cuales es aureo. Otros objetos de uso comin, como las tarjetas postales
o de crédito, también son rectangulos aureos.

En 1202, Leonardo da Pisa (apodado Fibonacci) encontré su célebre
sucesién de enteros, {f,}: 1,1,2,3,5,8,13,21,..., en un estudio que
realizaba sobre la cria de conejos. Esta sucesion esta intimamente ligada
al nimero aureo, de tal forma que éste es el limite de la sucesién cuyos
términos son los cocientes f"—:l Los nimeros de Fibonacci aparecen
en estudios botdnicos ligados a la filotaxia (disposicién de las hojas)
que presentan muchos arboles y frutos como la pina comtn, donde un
cociente ;—ZL marca la rotacion que interviene en el paso de una hoja a
otra o de una lamina a otra. Asi, la naturaleza, al igual que muchos
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artistas, parece servirse en algunas de sus creaciones de proporciones en
las que interviene el nimero aureo ligado al pentagono regular. No es
de extranar que la figura formada por las diagonales de un pentagono
regular (pentagrama) fuese elegida por los pitagdricos como el simbolo
de su secta.

Una muestra de la inclusiéon de figuras poliedrales en el arte podemos
encontrarla en la obra del pintor y mosaicista florentino Paolo Ucello
(1397-1475). En la Figura 3 puede verse un detalle del fresco titulado
“El Diluvio”, pintado por este artista en 1448, en el que aparece un jo-
ven luciendo un sombrero que es un toro poliedral. Esta misma figura
del toro poliedral, junto con otras inspiradas en dibujos de Leonardo
da Vinci de los que hablaremos enseguida, también aparecera poste-
riormente en algunas de las bellisimas obras realizadas hacia el 1520
por Fra Giovanni da Verona. Se trata de unos maravillosos trabajos de
marqueteria obtenidos al unir pequenos trozos de madera de diferentes
tonalidades (artesanfa que aun se realiza en Italia). Véase la Figura 3.

FiGUuraA 3. Obras de P. Ucello y Fra Giovanni da Verona

Mencion especial merece el pintor y matematico Piero della Fran-
cesca (1416-1492), considerado actualmente como uno de los primeros
artistas del renacimiento cuya fascinacién por los poliedros les condujo
a estudiar y desarrollar propiedades de antiguos y nuevos poliedros.
Uno de sus libros, “Libellus de quinque corpibus regularibus”(1480),
conservado en la Biblioteca Vaticana, contiene la figura mas antigua
que conozcamos de un poliedro cuyas sesenta caras son pentagonos y
hexagonos en la misma distribucion que ahora se utiliza para construir
balones de futbol, véase la Figura 4. Méas adelante resaltaremos la im-
portancia de este poliedro concreto (uno de los denominados sélidos
arquimedianos, al que Kepler [20] llamarfa mucho més tarde icosaedro
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truncado porque puede obtenerse truncando un icosaedro en cada uno
de sus vértices). Véase la Figura 5.
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F1GUuRA 5. Trucando un icosaedro. Balén de futbol

Parece que no sélo influido por los trabajos de Piero della Francesca,
sino plagiandolos en parte, Fra Luca Pacioli (1445-1509) escribi6 un
libro acerca de las maravillosas propiedades del niimero aureo titula-
do “De divina proportione”, [22]. En este libro aparecen numerosas
ilustraciones de poliedros con dibujos hechos por su amigo el gran ar-
tista Leonardo da Vinci (1452-1519). Es notable la atraccion que sentia
Leonardo por los poliedros, para los que construyd modelos de sus es-
queletos, con tiras de madera como aristas, que dejaban huecos todo el
interior del poliedro y las caras del mismo. Cuando un modelo asi se
observa en perspectiva con el ojo del observador muy pegado a una
de las caras huecas, ésta aparece como un poligono grande que en su
interior contiene el resto de las caras. Pintada esta configuracion sobre
un plano, es una buena representacion en dos dimensiones del poliedro
en cuestion, que se denomina diagrama de Schlegel del mismo. Los di-
bujos de Leonardo han sido una referencia y fuente de inspiracion para
numerosos artistas y cientificos tanto de su época como posteriores. En
la ilustracion de la Figura 6 podemos contemplar el diseno de Leonardo
de dos poliedros, uno de ellos el icosaedro truncado.

Muchas de las obras artisticas mas importantes del renacimiento
son tratados de perspectiva, de geometria proyectiva, importante parte
de la Geometria a cuyo desarrollo contribuyeron de manera notable
grandes artistas. En algunas de estas obras aparecen especialmente
dibujados o esculpidos algunos poliedros; como ejemplo hemos elegido
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FicuraA 6. Dibujos de Leonardo da Vinci

el grabado “Melancolia” de Durero (1471-1528), una de las obras que
a nuestro entender simboliza mejor la unién de belleza y ciencia, véase
la Figura 7.

F1GURA 7. Melancolia de Durero y Modelo Césmico de Kepler

Otra admirable muestra del desarrollo de ciencia y arte se encuentra
en la espléndida Alhambra de Granada. En las paredes de este mo-
numento arabe del siglo XIII pueden apreciarse disenios de fascinante
belleza que presentan cada uno de los diecisiete grupos de simetria
planos. Su influencia en otras obras artisticas es notable y como ejem-
plo pueden verse los trabajos del holandés M. C. Escher (1898-1972),
donde, a diferencia de los anteriores, aparecen dibujos de animales o
de humanos pero subyace el mismo espiritu de creacion a través de la
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simetria. En [11] puede verse obras de este artista, muy vinculado a la
geometria, en las que se observa tanto la influencia senalada como la
de Leonardo para sus numerosas creaciones poliedrales, y la utilizacién
también en su tltima etapa de modelos hiperbélicos.

Es bien conocida la utilizacién bésica de figuras y estructuras po-
liedrales en obras de grandes artistas del siglo XX pertenecientes a
diferentes movimientos artisticos, muchos de ellos enmarcados en el ar-
te abstracto. Sugerimos al lector que observe algunas de las obras de
Picaso, Dali, Oteiza, etc. Hoy en dia hay una corriente, muy ligada al
mundo cientifico, cuyas obras representan figuras de poliedros o de sus
deformaciones hasta conseguir creaciones bellas; numerosas referencias
e ilustraciones de ellas pueden encontrarse en la pagina web de George
Hart.

Otra de las ideas platonicas, la asociacion de sélidos a entidades
cosmicas, sigue presente en investigadores posteriores al ocuparse de la
estructura del universo. Asi, por ejemplo, la encontramos en los traba-
jos del gran astrénomo J. Kepler (1571-1630), quien, ademds de enun-
ciar las tres leyes del movimiento planetario, sistematizé matematica-
mente y desarrollé todo lo que se conocia en su época sobre poliedros.
En un folleto de 1596 titulado “El misterio Césmico”, Kepler, hom-
bre profundamente religioso a pesar de que llegd a ser excomulgado en
1612, escribe:

“ .. Antes de ser creado el universo, no existian los niimeros excepto
la Trinidad que es Dios mismo. .. Dado que la linea y el plano no im-
plican ningun numero, entonces reina la infinidad. Consideremos por
lo tanto a los solidos. Primero debemos eliminar a los solidos irregqula-
res dado que solo estamos interesados en la creacion ordenada; quedan
por lo tanto seis cuerpos: la esfera y los cinco poliedros requlares. A la
esfera corresponde el cielo exterior, mientras que el mundo dindmico
esta representado por los solidos de cara plana, de los cuales existen
cinco, los cuales a la vez (cuando son vistos como limite) determinan
seis cosas diferentes: los seis planetas que giran alrededor del sol. Este
es el motivo por el cudl solo hay seis planetas . ..”

Mas adelante asigna cada cuerpo platonico a un planeta con el si-
guiente argumento:

“..los solidos requlares se dividen en dos grupos: tres en uno y dos
en otro. Al grupo mayor pertenecen primero el cubo, sequndo la pirdmi-
de, y finalmente el dodecaedro. Al sequndo grupo pertenecen primero el
octaedro y sequndo el icosaedro. Lo mencionado explica porqué la par-
te mas importante del universo, que es la Tierra —donde la imagen
de Dios se refleja en el hombre—, separa a los dos grupos. Por consi-
guiente, como posteriormente procedo a demostrar, los solidos del pri-
mer grupo deben hallarse fuera de la orbita de la Tierra, mientras que
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los del sequndo grupo deben encontrarse dentro...por lo tanto, asig-
no el cubo a Saturno, el tetraedro a Jupiter, el dodecaedro a Marte, el
icosaedro a Venus y el octaedro a Mercurio”.

Para reforzar su teoria, Kepler cre6 un modelo impresionante del
universo, inspirado en los modelos vaciados de Leonardo, que mues-
tra un cubo con un tetraedro inscrito en él, un dodecaedro inscrito
en el tetraedro, un icosaedro inscrito en el dodecaedro, y finalmente
un octaedro inscrito en el icosaedro; todos ellos separados por esferas.
Este modelo ilustrado en la Figura 7 explicaba matematicamente su
teoria cosmolodgica, que inicialmente procedia de la teoria copernicana
de érbitas circulares.

Cabe preguntarse cémo habria modificado Kepler su visién del uni-
verso de haber sido descubiertos durante su vida el resto de planetas
que hoy conocemos, pero lo que si es cierto es que basandose en las nu-
merosas observaciones de T. Brahe (del que fue ayudante), amplidndo-
las, construyendo nuevos modelos cosmicos poliedrales, estudiando sis-
tematicamente propiedades de los poliedros conocidos y descubriendo
nuevos y trabajando duramente en lo que él denominé su “guerra con
Marte” (determinacién de la érbita), Kepler descubrié las tres leyes
fundamentales del movimiento de los planetas. I. Newton (1642-1727)
mostraria un siglo mas tarde en sus “Principia Matematica” que estas
tres leyes pueden ser deducidas matematicamente, mediante métodos
exclusivamente geométricos, de la ley de la gravitacion.

Si en los trabajos de Kepler la idea basica es utilizar la ciencia para
una mejor comprension del universo, convencido de que Dios lo ha crea-
do de acuerdo con un plan matemaético, el propio Newton consideraba
su obra como una explicacién de las profecias del profeta Daniel. Con
impulsos religiosos similares o diferentes, o sin ellos, lo cierto es que los
cientificos, siguiendo la pauta marcada por la asociacion de poliedros a
entidades césmicas, contintian intentando explicar la forma del univer-
so utilizando modelos, conceptos y teorias previamente desarrollados
en Matematicas.

La tercera idea que deseamos resaltar a partir de la asociacion platoni-
ca, y que quizas sea la que més profundamente ha influido en el desa-
rrollo de la ciencia es el pensamiento de que, sin entrar en otras consi-
deraciones éticas, espirituales o morales, la materia, los seres organicos
o vivos o los que son producto de nuestra imaginacion estan hechos
de piezas elementales basicas que especialmente combinadas producen
entes de una complejidad mucho mayor.

Este proceso es el que parece seguirse no solo en la fabricacion in-
dustrial o en la construccién de edificios, sino también en la creacién
celular de los seres vivos y a un nivel més profundo en la composicion
molecular y atémica, hasta el punto de que hoy en dia muchos cientifi-
cos sostienen que el universo esta construido a partir de doce particulas
elementales sobre las que actiian cuatro fuerzas fundamentales.
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Por otra parte, este proceso de construccion a partir de elementos
simples se aplica en ocasiones al anélisis de la estructura del lenguaje o
del pensamiento o en técnicas de aprendizaje y se encuentra en la base
del desarrollo actual de la inteligencia artificial.

No es extrano, por tanto, que en la aproximacion al estudio de la
“realidad” conocida o desconocida, infinita o infinitesimal, en su posi-
ble disenno o modificacién, las “estructuras poliedrales” aparezcan no
so0lo en campos meramente cientificos o técnicos, sino también cuan-
do se desean aplicar herramientas tecnolégicas a otros ambitos. En la
siguiente seccion, aunque sélo sea una pequena muestra, exponemos
algunos ejemplos de esta presencia poliedral en diversos campos.

3. PoLIEDROS, CIENCIA Y TECNOLOGIA

Es evidente que las estructuras poliedrales estan presentes en la na-
turaleza. Todos estamos familiarizados con la forma poligonal de las
telaranas, con la estructura hexagonal de los paneles de abejas o la
estructura poligonal que conforma la superficie de las alas y ojos de
algunos insectos. También los granos de polen y las semillas de cier-
tas plantas tienen formas poliedrales basadas fundamentalmente en
pentdgonos y hexdgonos, y llama la atencién la belleza de seres como
los radiolarios (cuyo esqueleto contribuye a la formacién de sedimentos
marinos) proporcionada por sus formas poliedrales, en algunos casos
estrelladas, que en muchas ocasiones van encajandose para formar co-
lonias de gran estabilidad.

Quizas no tan explicitamente, pero si de un modo muy fuerte, donde
aparece una conexion con los poliedros es en el campo de la virologia,
objeto de estudio de numerosos grupos de investigacion en la actualidad
y en el que vamos a centrarnos a continuacion.

Los virus son microorganismos formados por asociaciones organiza-
das de macromoléculas, sélo visibles con microscopio electronico debido
a su pequeno tamano (entre 10 y 300 nanémetros), que se caracterizan
por poseer solamente un tipo de acido nucleico, ADN o ARN, pero
no ambos como ocurre en formas superiores de vida. El acido nucleico
que contiene el material genético esta protegido por una capa proteica
que se llama capside, la cual esta compuesta de numerosas subunida-
des proteicas sujetas a ciertas simetrias que determinan que la capside
adquiera una estructura poliedral, que varia de unos virus a otros, lo
suficientemente eficaz como para formar un sello capaz de envolver al
4cido. Esta es la composicién esencial de todos los virus, aunque algu-
nos mas complejos poseen otra envoltura exterior que contiene lipidos
y azucares ligados a las proteinas de la cdpside (virus envueltos). La
Figura 8 muestra a la izquierda la imagen de un virus envuelto (her-
pesvirus), en la que puede apreciarse difusamente la forma poliedral de
la capside que vemos con mayor detalle en la imagen de la derecha.
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F1curA 8. Virus Herpes

Por si mismo, un virus (o més precisamente una particula viral com-
pleta: cépside conteniendo al dcido —virion—) puede considerarse co-
mo un complejo bioquimico inerte. Depende enteramente de factores
externos para poder moverse y no puede replicarse fuera de una célula
viva. Cuando ha invadido una célula, el acido nucleico del virus, que
porta la informacién genética (genoma), dirige la maquinaria de la célu-
la para sintetizar completamente nuevas particulas virales idénticas a
la progenitora.

El estudio de los virus como ciencia es relativamente joven, con avan-
ces muy rapidos a partir de los afios cincuenta en paralelo con los de la
biogenética y biologia molecular. Hoy en dia la clasificacion de los virus
se hace atendiendo esencialmente a estos dos aspectos: la naturaleza de
su material genético y la simetria y composicion de su cépside.

Las complejas uniones de macromoléculas en el sello de un virus
son maravillosas miniaturas de arquitectura molecular y los requeri-
mientos especificos de cada virus dan como resultado una fascinante
diversidad de organizacion y diseno geométrico en la estructura polie-
dral asociada. La teoria sobre la construccién de la estructura poliedral
de los virus fue iniciada en 1956 por Crick y Watson y estaba basada
en algunas consideraciones tedricas y un ntimero no muy grande de
evidencias experimentales posibles en aquella época; posteriormente su
teoria, en términos generales, serfa ampliamente confirmada y univer-
salmente aceptada. Esencialmente, consistia en senalar que la capside
del virus adquiere una estructura poliedral que estd determinada por
el propio virus y que la forma maés econdémica y “razonable” de que el
genoma codifique la construccion de la capside es que para ello utilice
el mismo tipo de moléculas una y otra vez (teoria de las subunidades
idénticas). Ademas, estas subunidades deberian empaquetarse siguien-
do unas reglas de simetria geométrica de manera que conformaran un
sello estable.

En principio pensaron que siempre se empaquetaban siguiendo una
simetria icosaedral 5:3:2 (recordemos que el icosaedro estd compuesto
por veinte tridngulos equilateros y tiene seis ejes de simetria rotacional
de 5 hojas que pasan por los vértices, diez ejes de 3 hojas en el centro



14 J. 1. EXTREMIANA, L. J. HERNANDEZ Y M. T. RIVAS

de los tridngulos y quince ejes de 2 hojas en el centro de las aristas)
y senalaron que el nimero de subunidades deberia ser un miltiplo de
sesenta y que ninguna deberia coincidir con un eje.

Con la introduccién de las técnicas de coloreado en el microscopio
electrénico (Brenner y Horne, 1959) se descubrié la forma de muchas
particulas virales y se acordaron los nombres de “cédpside”, “capséme-
ro” y “virion” (propuestos por Lwoff, Anderson y Jacob, 1959) para
denominar respectivamente al sello proteico, a las unidades morfolégi-
cas comprendidas en él y a la particula viral completa. Casi todas las
particulas virales analizadas presentaban simetria icosaedral, pero el
nimero de las unidades morfolégicas (abultamientos que presenta la
capside) no era en general un multiplo de sesenta y ademads estaban
localizadas en los ejes de simetria. La aparente paradoja estructural
que se presentd, (los capsémeros no eran las subunidades estructura-
les de las que hablaban Crick y Watson), desaparecié posteriormente
y se fundament6 en trabajos de Horne y Wildy (1961) y de Caspar y
Klug (1962), que en términos generales ratificaban la primitiva teoria
de Crick y Watson, a partir de los cuales se unificé la terminologia y el
analisis de la estructura poliedral de los virus. Asi, las “unidades de es-
tructura” son las mas pequenas unidades de construccién de la capside
funcionalmente equivalentes y los “capsémeros” son las unidades mor-
fologicas que pueden apreciarse en la superficie de la particula viral y
estan formadas por distintas agrupaciones de unidades de estructura.
El hecho de que las subunidades proteicas no se distribuyan aleatoria-
mente sino que se adhieran formando capsémeros es debido a que se
maximizan las interacciones moleculares que estabilizan la particula.
La unién entre las subunidades adheridas en cada capsémero es mas
fuerte que la que se da entre unos capsémeros y otros (esto hace que
puedan aislarse mas facilmente los capsémeros para posibles estudios
funcionales o estructurales).

Aunque algunos presentan una estructura algo mas compleja, la ma-
yor parte de los virus corresponden a dos grupos morfologicos diferen-
ciados: Los de simetria helicoidal y los de simetria icosaedral.

En los que presentan simetria helicoidal se observa que tienen una
forma tubular hueca y en el hueco es donde se sitia el acido. Pero la
disposicién de las subunidades proteicas en la pared tubular (a excep-
cién de los extremos) no es cilindrica sino que van conformando una
hélice (espiral) que puede ser levégira o dextrégira, cuyos radios circu-
lares y nimero de unidades por giro de la hélice varia de unos virus a
otros.

Los virus con simetria icosaedral (por lo que se conoce hasta la
fecha, la preferida por la mayoria) tienen forma esférica y presentan
siempre 607" subunidades de estructura formando la capside. Se dice
que T es el numero de la triangulacion, y toma valores de la serie
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1,3,4,79,12,13,..., obtenida a partir de la férmula T = Pf?, don-
de f es cualquier entero positivo y P cualquier nimero de la serie
1,3,7,13,19,21,... (= h® + hk + k?, para enteros positivos h y k co-
primos). La morfologia de la cdpside pueden presentarse como 607
mondmeros o presentarse como 307 dimeros, 207" trimeros o confor-
mando 10(7" — 1) hexdmeros y exactamente 12 pentdmeros.

Actualmente existen técnicas de simulacién que permiten reconstruir
en un ordenador la forma de muchos virus. Estas imédgenes virtuales
facilitan el estudio geométrico de su estructura y con ello el anélisis de
diferentes propiedades del virus investigado. En algunas de las direc-
ciones electronicas que incluimos al final del trabajo existe una buena
coleccién de imagenes de virus donde pueden observarse diferentes es-
tructuras poliedrales, todas ellas de una enorme belleza. En la Figura 9
aparecen imagenes de dos particulas que corresponden a unas de las
primeras enfermedades virales estudiadas; a la izquierda la del virus de
la fiebre aftosa —Loffler, 1898— (que presenta simetria icosaedral) y
a la derecha la del virus del mosaico del tabaco —A. Mayer, 1886—
(que presenta simetria helicoidal). Como curiosidad, incluimos en la
Figura 10 la imagen de un virus icosaedral 7' = 1 (satellite tobacco
necrosis virus) cuya forma es similar a la de una de las piedras talladas
del neolitico de las que se presentaba una imagen en la seccién 2.

F1cURA 9. Fiebre Aftosa y Mosaico del Tabaco

Para evaluar la importancia que tiene la determinacion de la estruc-
tura poliedral de los virus hay que tener en cuenta que éstos, debido a
su proceso de reproduccion, estan obligados a ser parasitos intracelula-
res; necesitan una célula hospedadora donde replicar su acido nucleico
y tomar la maquinaria sintética para reproducirse completamente y
transmitirse a otras células. En este proceso, donde el metabolismo del
organismo afectado se perturba, la capside o poliedro proteico del vi-
rus protege a éste del exterior, pero a la vez es una parte fundamental
que el organismo invadido reconoce para crear anticuerpos. Ademas, la
morfologia de la cdpside con protuberancias y hendiduras, que se co-
rresponden con la estructura poliedral, determina las zonas de mayor o
menor accesibilidad para los anticuerpos que el sistema inmunoldgico
del receptor puede crear.

En la Figura 10 aparece a la derecha la imagen de un virus de-
nominado con las siglas CCMV (Cowpea Chlorotic Mottle Virus) al
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FicuraA 10. Virus: STNV, CCMV

que corresponden las imagenes que mostraremos a continuacion. Lo
hemos elegido porque su estructura poliedral es exactamente un ico-
saedro truncado y puede apreciarse bien en la mencionada figura, que
muestra la forma global de la particula viral. Comentaremos muy es-
quematicamente como se genera la estructura de este virus concreto
como ejemplo que puede ilustrar lo que ocurre en general. La capside
del CCVM consta de 180 subunidades proteicas que tienen una com-
posicién quimica idéntica pero la proteina que las forma no adopta la
misma conformacion geométrica. Se distinguen de tres tipos: A, B y
C. Precisamente la diferente conformacion de estos tipos de subuni-
dades determina la manera en la que se van a enlazar unas con otras
para formar el sello protector del acido. Matematicamente, la unidad
generadora de la estructura poliedral seria el trimero ABC, que se es-
quematiza como un triangulo dividido en tres regiones equivalentes A,
B y C, coloreadas en gris oscuro o azul, gris o rojo y gris claro o verde
respectivamente. Véase la Figura 11.

FiGuraA 11. Trimero

A partir de esta unidad geométrica triangular puede obtenerse la
estructura poliedral mas basica del virus, que presenta simetria ico-
saedral, como se observa en la Figura 12. Ahora bien, si tenemos en
cuenta la disposicion de las diferentes subunidades A, B, C en esta
triangulacién basica, podemos notar que se forman doce pentameros,
cada uno con cinco subunidades A, y veinte hexameros, cada uno con
tres subunidades B alternandose con tres subunidades C. Véanse las
Figuras 12, 13.
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FiGurA 12. Estructura geométrica basica

F1GURA 13. Pentameros y Hexdmeros

Aparece de este modo una estructura poliedral mas fina, en el sentido
de que describe més exactamente la conformacién final de la capside
viral a partir de las subunidades elementales. En la Figura 14 se ve a
la izquierda el esquema del poliedro final (icosaedro truncado) y a la
derecha la silueta de éste sobre la imagen del virus.

F1GURA 14. Pentameros y Hexameros

Muchos de los trabajos sobre virus que hemos analizado contienen,
cuando es posible, la representacién de la unidad geométrica estructu-
ral y el tipo de simetria que experimenta para formar el sello (mapa
topogréfico); esto determina la disposicién de las subunidades protei-
cas y con ello la forma poliedral final del virus. Por otra parte, el acido
envuelto por la capside de los virus, que se presenta como una ma-
deja filamentosa de una o mas hebras, es susceptible de ser estudiado
con técnicas topoldgico-geométricas, fundamentalmente teoria de nu-
dos. Véase la Figura 15. Existen actualmente trabajos en este sentido
encaminados al andlisis de los anudamientos o enlaces topoldgicos que
presenta un acido viral (u otro tipo de &cido genético) y sus posibles
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modificaciones en fenémenos de replicacion o en experimentos de mani-
pulacién genética. Asi, en el estudio matematico de los virus se suelen
considerar dos estructuras poliedrales: la externa (poliedro de la cépsi-
de) y la interna (grafo del acido) que pueden ser analizadas geométrica
y topologicamente.

F1GUurA 15. Anudamientos del ADN

La difusion de los virus en la naturaleza es enorme. Si tenemos
en cuenta que numerosas enfermedades del hombre (desde el resfria-
do comun y la gripe hasta ciertas meningitis, hepatitis, sida, algunos
cénceres, etc) son causados por virus y que lo mismo ocurre con los
animales y las plantas, no es extrano que Peter B. Medawar, Premio
Nobel de Medicina en 1960, definiera de modo rapido a los virus asi:
“Una mala noticia envuelta en proteinas”. Esta definicién, avalada a
diario en cualquier consulta médica o en los medios de comunicacion,
recoge el aspecto negativo que en general tienen los virus y motiva el
interés por su conocimiento completo con vistas al control y curacién
de enfermedades causadas por ellos; pero no aborda sin embargo el
aspecto positivo que en ciertos ambitos tienen. Por ejemplo, la gran
cantidad de colorido que desde el siglo XVTI ofrecieron los tulipanes ho-
landeses se debid a una enfermedad virica; y, en otro sentido, el hecho
de que numerosas enfermedades virales afecten a insectos (un nimero
grande de ellas se recoge precisamente bajo el nombre genérico de “po-
liedrosis”) de forma muy selectiva, o, que para algunas actien como
vector de transmision, esta abriendo el campo para su utilizacién co-
mo agentes naturales de control biologico. Es tan amplia la influencia
de los virus que justifica que este campo de investigacién sea uno de
los mas interesantes y pujantes en la actualidad y que en él aparezcan
estudios relativos a la estructura poliedral asociada a los virus anali-
zados, pieza importante para su conocimiento. Ademas estos trabajos
involucran a disciplinas tan diversas como matematicas, informatica,
biologia, quimica, medicina, veterinaria, ecologia, ciencias agricolas y
forestales o economia.

En la naturaleza aparecen también estructuras poliedrales (algunas
de las cuales son poliedros regulares) como cristales de diversas sus-
tancias. Por ejemplo, el cubo aparece en los cristales de sal comtn, el
tetraedro en los del sodio sulfantimoniato, el octaedro en los del alum-
bre de cromo, y el dodecaedro (no del todo regular) en los de la pirita.
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FiGURrA 16. Fullereno C60 y Perovskita ABX3

Es por ello que los poliedros se han utilizado siempre en temas crista-
lograficos relacionados fundamentalmente con la geologia y la quimica.

Hoy en dia, ademés de lo senalado anteriormente en el caso de los
virus, muchas investigaciones abordan el estudio de estructuras polie-
drales que aparecen en los campos de la biologia y quimica moleculares
y de la fisica nuclear. Las propiedades de estas estructuras poliedrales
estan relacionadas con las de los materiales analizados. Por ejemplo,
la dureza y las propiedades magnéticas, aislantes o conductoras estan
directamente relacionadas con la estructura poliedral de las moléculas
y substancias consideradas. Y en el analisis de las posibles estructu-
ras poliedrales asociadas a los materiales, los invariantes algebraicos y
geométricos pueden clarificar algunas propiedades quimicas o fisicas de
éstos.

Empezaremos analizando, en el campo de la quimica, las estructuras
poliedrales més sencillas. Una de las més simples es la de grafo, es decir,
un poliedro o complejo celular unidimensional. Su uso es frecuente en
el estudio del fenémenos moleculares; por ejemplo, se puede asociar un
vértice con cada atomo y una arista con cada enlace (no importando la
clase de enlace considerado). Con esta estructura, cada molécula esta-
ble determina un grafo conexo. Es facil comprender la estrecha relacién
que existe entre la familia de los grafos finitos y conexos, médulo iso-
morfismo, y las posibles estructuras moleculares. En el caso en el que la
estabilidad se alcance con un gran nimero de atomos, el uso de grafos
infinitos puede modelar mejor la estructura poliedral de la substancia
analizada.

Sin embargo, es posible asociar a cada molécula o substancia estruc-
turas poliedrales mas complejas. Por ejemplo, cada elemento quimico
determina un subconjunto de vértices; o bien un tipo de enlaces, diga-
mos enlaces covalentes dobles, determina unas aristas que definen un
subpoliedro. Por otro lado, a algunos ciclos generados por sucesiones
alternadas de atomos y enlaces que finalicen en el atomo inicial de la
sucesion, se les pueden asociar caras de dimensién dos. También se pue-
den asociar caras mediante otros criterios; por ejemplo, considerando
atomos de un mismo elemento proximos entre si que sean coplanarios y
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que determinen un poligono convexo. Del mismo modo, existen partes
de una molécula o de una substancia que tienen una estructura fija, la
cual determina un grupo funcional al que a su vez se le puede asociar
un subpoliedro.

Una vez establecidos los criterios para asociar una estructura polie-
dral a una molécula o a una substancia, se tiene que algunas de las
propiedades quedan reflejadas en la estructura poliedral asociada y,
en general, ésta puede ser mas compleja que un solo poliedro y con-
tener subpoliedros asociados con grupos funcionales determinados. En
muchas ocasiones la estructura poliedral correspondiente esta inmersa
en el espacio euclideo, lo que permite, estudiando sus grupos de si-
metria, analizar diversas cuestiones como por ejemplo la estructura de
los empaquetados de los atomos y moléculas. La disposicién ordenada
de cationes y aniones esta relacionada con las propiedades magnéticas
de la substancia considerada. La disposicién de los enlaces en varias ca-
pas planas o en redes espaciales tiene que ver con la dureza del material
considerado.

Otro aspecto interesante es el de la isomeria, es decir, aquellos fenéme-
nos asociados con substancias que tienen esencialmente los mismos
componentes pero éstos admiten distintas disposiciones geométricas,
lo que puede originar diferentes propiedades. Por ejemplo, dos ntcleos
con igual masa y nimero atomico pueden presentar distintas propieda-
des, a causa de una estructuracién diferente de sus componentes.

Actualmente existen herramientas que permiten desvelar la estruc-
tura poliedral de muchas substancias. Se dispone de diferentes tipos
de rayos, aceleradores, microscopios electronicos, reactores nucleares y
otras técnicas de tipo fisico o quimico.

De modo general senalaremos que en la estructura poliedral intervie-
nen decisivamente el tamano de los a&tomos y de los cationes y aniones
y el tipo y capacidad de enlace que tengan los elementos que forman la
substancia a analizar. Ademas, a veces es interesante tener en cuenta
que el tamano y tipo de enlaces puede ser modificado por la tempera-
tura, presién u otros factores que afecten al material considerado.

Por ejemplo, el grupo de las perovskitas tiene férmula general ABX3,
donde A y B son cationes y X es un anién (generalmente oxigeno),
véase la Figura 16. Los cationes de tipo A ocupan los vértices de una
teselacion cubica del 3-espacio euclideo. Los baricentros de estos cubos
estan ocupados por cationes de tipo B. Obsérvese que cuando el niimero
N de cationes B es muy elevado, puesto que cada vértice es compartido
por ocho cubos, se tiene que el niimero de cationes de tipo A es N%.
Considerando que el cubo tiene seis caras y cada cara es compartida
por dos cubos, el nimero de caras sera de Ng. Esta disposicién de los
vértices y caras de la teselacion cubica es totalmente coherente con la
féormula general de la perovskita N(AgBX%). Cuando los radios de los
cationes y los aniones lo permiten, los aniones X se sitian en los centros
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de las caras; de este modo, en cada cubo éstos expanden un octaedro
cuyos vértices son de tipo X, de modo que en su interior estd contenido
un cation B.

Son muy interesantes los siguientes fenémenos determinados por las
leyes naturales de los empaquetamientos. Si los cationes de tipo A son
de radio grande, no es posible que los planos que contienen cationes de
este tipo contengan simultaneamente aniones de tipo X; se producen
entonces traslaciones horizontales y verticales que desplazan los aniones
de los centros de las caras, generandose planos alternados de cationes
y aniones que determinan una polarizaciéon magnética de la perovski-
ta analizada. Una substancia magnéticamente estable sometida a un
cambio de temperatura puede cambiar sus propiedades magnéticas si
se producen estos desplazamientos de los aniones que abandonan los
centros de las caras. En cambio, cuando los cationes de tipo A son
pequenos, el octaedro interno puede girar un poco, lo que permite al-
canzar un equilibrio magnético.

(10,10 mbe

FI1GURA 17. Fullerenos

Una reciente rama de la quimica, especialmente rica en investigacion
y en la que el uso de técnicas poliedrales es muy amplio, es la de los
fullerenos. Este campo se inici6 con el descubrimiento en 1985 de la
molécula C60, que fue bautizada con el nombre de buckminsterfulle-
reno, y abreviadamente se le llama fullereno, en honor del arquitecto
R. B. Fuller. Véase la Figura 16. Esta molécula consiste en 60 atomos
de carbono unidos mediante doce pentagonos y veinte hexagonos. Su
forma es la misma que la de un balén de futbol y aproximadamente su
tamano es al del balén como el de éste es al de la Tierra; en este caso
la estructura poliedral es muy simple, en el sentido de que consta de
un solo poliedro que es un icosaedro truncado.

La molécula C60, llamada por muchos “la mas bella molécula”,
fue descubierta por los investigadores H. W. Kroto, R. E. Smalley y
R. F. Curl en 1985 cuando hacian estudios sobre la composiciéon quimi-
ca de las estrellas. Al analizar las imagenes obtenidas por los telescopios
de los observatorios astronémicos, ellos sospechaban, al igual que otros
cientificos, que tal composicion tenia que ver con largas cadenas de
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moléculas de carbono. En lugar de obtenerlas por simulacion mediante
experimentos con técnicas convencionales, los investigadores senalados
decidieron pasar un haz de laser sobre el vapor de carbono; al hacerlo,
no soélo aparecieron las cadenas de moléculas que esperaban, sino que
observaron que éstas tenian una forma poliédrica totalmente inespe-
rada, como la de un balén de fatbol. Asi se descubrié el C60. Estas
moléculas de C60 se condensan en una forma nueva de carbono soli-
do, una forma cristalina de carbono puro diferente de los conocidos
diamante o grafito.

Aunque inicialmente el C60 sélo podia producirse en muy pequenas
cantidades, lo cudl restringia su uso para otros experimentos, W. Krats-
chen, L. Lamb, K. Fostiropoulos y D. Huffman descubrieron en 1990
el modo de producirlo en mucha mayor cantidad, lo que abrié nuevas
posibilidades para las investigaciones experimentales.

El descubrimiento del C60, hecho por el cual sus descubridores reci-
bieron el Premio Nobel de Quimica en 1996, ha sido el inicio de un
periodo de gran actividad en la quimica de los llamados fullerenos
(compuestos de moléculas de carbono formadas con diferente nime-
ro de atomos que generan estructuras poliedrales con caras pentago-
nales, hexagonales o incluso heptagonales). Posteriormente también se
han sintetizado otros muchos fullerenos: C70, C76, C78, C82, C84, etc.
Muchos trabajos se centran en los fullerenos debido a que al anadir-
les ciertos atomos alcalinos se obtienen compuestos superconductores
eléctricos.

Actualmente hay abierto un nuevo campo de investigacién que per-
mite el estudio de los posibles fullerenos a través de herramientas ma-
tematicas tales como la teoria de grafos, poliedros, topologia algebrai-
ca, teoria de grupos y geometria diferencial; en este sentido, existe una
importante relacion entre la clase de superficies orientadas y conexas
regulares con caras pentagonales, hexagonales y heptagonales, modulo
isomorfismos poliedrales, y los posibles compuestos de carbono puro
del tipo anterior.
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F1GUurA 18. Posibles enlaces del Carbono

Del caréacter tetravalente del carbono C resultan cuatro posibles si-
tuaciones de un vértice que denotaremos por 31, 22, 211 y 1111 (Figu-
ra 18). Es habitual asociar a cada compuesto puro de carbono un grafo
de modo que los carbonos se corresponden con los vértices y los enlaces
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con las aristas. La situacién 31 se puede obtener considerando grafos li-
neales o en forma de circunferencia en los que se van alternado el enlace
triple y el enlace sencillo. El enlace 22 también genera cadenas lineales
o circulares en las que alternan atomo y doble enlace. En la mayoria de
los fullerenos todos los enlaces son del tipo 211; en consecuencia, sus
grafos asociados tienen la propiedad de que cada vértice incide con tres
aristas (grafos 3-regulares). No obstante, a cada fullereno se le pueden
asociar estructuras poliedrales mas complejas; es frecuente anadir una
cara por cada grupo de vértices y aristas que determinan un poligono
plano convexo. De este modo, cada compuesto del carbono con enlaces
de tipo 211 tiene asociada una superficie. Estas superficies se pueden
agrupar por capas o a través de empaquetamientos.

En los grafos 3-regulares se pueden distinguir los enlaces dobles colo-
reando la familia de aristas que se corresponden con los mismos. Tam-
bién es frecuente utilizar la relacién que existe entre grafos 3-regulares
y grafos 4-regulares. Nétese que si en un grafo 3-regular con aristas
coloreadas, se deforma cada arista coloreada a un punto, se obtiene un
grafo 4-regular. Reciprocamente, si a un grafo 4-regular le aplicamos un
proceso de bifurcaciéon en cada vértice como se senala en la Figura 18
se obtiene un grafo 3-regular con aristas coloreadas.

Es interesante senalar que a cada grafo 3-regular se le puede asociar
su grupo de isometrias y, si se tienen aristas coloreadas (enlaces dobles),
tomar entonces el subgrupo de aquéllas que las preservan. De este mo-
do a cada grafo con aristas coloreadas le hemos asociado una pareja de
grupos. Observemos que si en el mismo grafo 3-regular cambiamos de
familia de aristas coloreadas (es decir, consideramos dos isémeros) pue-
de suceder que el subgrupo asociado sea distinto. Sin embargo, existen
ejemplos de grafos 3-regulares con aristas coloreadas que son distintos
y tienen asociada la misma pareja de grupos de simetria; en este caso,
se puede disenar una herramienta matematica mas fina capaz de dis-
tinguir estos isémeros. Se procede del modo siguiente: cambiando cada
enlace doble por un cruce elevado de caminos, podemos asociar a cada
fullereno con enlaces quimicos dobles un enlace o nudo topoldgico sus-
ceptible de ser estudiado con técnicas homotopicas. Véase la Figura 19.
Las diferentes posibles posiciones de los dobles enlaces quimicos deter-
minan enlaces topoldgicos distintos y la clasificacion de estos isémeros
se aborda a través de los invariantes homotodpicos del enlace o nudo
topoldgico asociado. Utilizando el grupo fundamental del complemen-
to del enlace o sus invariantes de tipo polinémico se pueden distinguir
isomeros con grupos de simetria iguales.

En el caso en el que las moléculas estables adquieran forma de su-
perficie, es también importante la disposicién que puedan presentar
estos enlaces. En algunos casos las caras se unen entre si para formar
superficies con curvatura gaussiana de diferentes signos; en el caso de
los grafitos se suelen presentar superficies planas. Se ha observado que
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FiGUrA 19. Enlace topoldgico de un fullereno

por lo general las caras pentagonales corresponden a zonas de curva-
tura positiva, las hexagonales se relacionan con curvatura cero, y las
heptagonales con curvatura negativa.

En la Figura 20 puede verse a la izquierda la superficie de un fullereno
contenida en el plano hiperbdlico y a la derecha la de un fullereno
contenido en un toro en la que se observa claramente como las caras
pentagonales, hexagonales y heptagonales se distribuyen en zonas con
curvatura gaussiana positiva, nula o negativa respectivamente.

FicurA 20. Fullerenos: heptagonal y térico

Los ejemplos mencionados son una muestra de los cada dia més
abundantes trabajos de investigacion en los que se emplean técnicas
matematicas relacionadas con las estructuras poliedrales asociadas a
las moléculas y substancias, tanto para descubrir propiedades de las ya
sintetizadas, como para la prediccién de otras nuevas.

Si lo expuesto anteriormente muestra de alguna forma cémo los po-
liedros estan muy presentes, aunque de un modo oculto a veces, en las
ciencias mencionadas, es evidente su presencia e importancia en otros
campos mas proximos a la mayoria de las personas. Por ejemplo, en
el diseno industrial las propiedades de estructuras poliedrales han de
tenerse en cuenta tanto para la fabricacién, empaquetado, almacenaje
o economia. Quizas aun es mas evidente esto en el diseno arquitectoni-
co, desde los edificios y poblados mas sencillos hasta las edificaciones
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FiGUurA 21. Fuller en su laboratorio y Pabellén USA

y ciudades mas sofisticados, y no es una simple anécdota el hecho de
que la molécula C60, cuyo descubrimiento ha supuesto un verdadero
avance en campos cientificos importantes, recibiera el nombre de fulle-
reno precisamente en honor del arquitecto Richard Buckminster Fuller
(1895-1983). Véase la Figura 21.

La belleza poliedral del C60 les recordaba a sus descubridores la de
las famosas “cupulas geodésicas” disenadas por Fuller. Siguiendo la
pauta de que una esfera es realmente eficiente pues encierra el mayor
volumen con la menor superficie y que las geodésicas en una superficie
son las curvas de menor longitud entre dos puntos, las edificaciones
geodésicas que disena Fuller adquieren su estructura poliedral a par-
tir de piezas basicas que van encajandose de modo que se obtenga la
méaxima ventaja estructural y ambiental con un coste reducido. Una
muestra de esto es el Pabellon de los Estados Unidos en la Expo 67
de Montreal, que puede verse en la Figura 21. Fuller no sélo ha sido
un famoso arquitecto del siglo XX, sino un hombre de espiritu rena-
centista con obras de ingenieria y diseno en campos tan diversos como
el industrial, espacial, automovilistico o cartografico. Procuré difundir
las ideas humanisticas y ecolégicas que impregnan su obra a través de
multiples conferencias por todo el mundo, por lo que llegd a ser un
personaje controvertido, idolatrado por muchos y denostado por otros,
pero con una influencia incuestionable.

FicuraA 22. Disenos de Fuller

Por 1ltimo vamos a referirnos, aunque sea muy brevemente, a la
presencia de los poliedros en el ambito de las Matematicas, donde, si
bien su estudio se ha hecho inicialmente, como el de la mayoria de
los temas antiguos, dentro del campo de la Geometria, estos objetos
aparecen hoy en dia en diversas areas, abordando su anélisis con las
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diferentes herramientas que ellas ofrecen o utilizandolos como soporte
para la resolucién de otros problemas especificos.

Como hemos senalado al inicio de este trabajo, desde muy antiguo
han llamado la atencion las figuras poligonales o poliedrales que presen-
taban algun tipo de regularidad y los matematicos han intentado dar
respuesta a diferentes cuestiones tales como la existencia y construccién
de estos objetos.

Cualquier poligono regular puede imaginarse como el resultado de
dividir una circunferencia en n partes iguales (n > 3) y tomar alterna-
tivamente los puntos de division obtenidos de p en p, siendo p cualquier
primo con n menor que § (se dice que n es el género y p la especie del
poligono). En el que caso en el que p = 1 se obtiene un poligono conve-
X0 y en otro caso uno estrellado. El nimero total de poligonos regulares
de género n es % donde N es indicador de n. Respecto a la posibilidad
de construir con regla y compas los poligonos regulares, Euclides, en
sus Elementos, dio la del tridngulo equildtero en el Libro I (Prop. 1)
y la del cuadrado, pentagono, hexagéno y uno de quince lados en el
Libro IV (Prop. 6, 11, 15 y 16 respectivamente); y la Proposicién 9
del Libro I garantiza la duplicacién sucesiva del nimero de lados por
bisecciéon. El problema abierto de la construccién con regla y compas
del resto de poligonos regulares fue parcialmente resuelto por Gauss
(quien construyé a los diecinueve anos uno de diecisiete lados) afir-
mando que es condicién suficiente que los factores primos impares de n
sean primos de Fermat diferentes entre si (un nimero de Fermat tiene
la forma F, = 22" + 1). En 1837, Wantzel prob6 que también la anterior
condicién es necesaria.

En el caso de los poliedros el grado de regularidad viene dado por la
forma, ntimero y disposicién de caras y vértices. Se dice que dos vérti-
ces de un poliedro son idénticos si ambos estdn rodeados por el mismo
nimero y tipo de caras y en el mismo orden. Si todos los vértices son
idénticos y ademas todas las caras son poligonos regulares iguales se
dice que el poliedro es regular. Desde muy antiguo se conocia que exis-
ten solamente cinco poliedros regulares convexos, los famosos Sélidos
Platonicos. Respecto a la existencia de poliedros regulares no convexos,
Kepler [20] describié dos: el pequeno y el gran dodecaedro estrellados; y
Louis Poinsot en 1809 redescubrié los anteriores y descubrié otros dos:
el gran dodecaedro y el gran icosaedro. Cauchy, en 1813, demostrd que
los cuatro anteriores son todos los posibles poliedros regulares estrella-
dos.

Rebajando la exigencia de regularidad, dentro de los poliedros con-
vexos, reciben el nombre de Soélidos Arquimedianos o Semiregulares
aquellos cuyos vértices son idénticos y las caras son poligonos regulares
de dos o mas tipos diferentes, excluyendo las familias infinitas de los
prismas y los antiprismas. Kepler se ocup6 especialmente de este tipo de
poliedros, entre los que se encuentra el notable icosaedro truncado. En
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1619 dio la lista, demostrando que era completa, de los 13 solidos de es-
te tipo que existen, aunque 12 de ellos ya habian sido redescubierto por
distintos artistas del Renacimiento. Se les llama Arquimedianos porque
se sabe que fueron estudiados por Arquimedes, aunque sus trabajos ori-
ginales estdn perdidos. Se llama dual de un poliedro dado a un nuevo
poliedro en el que las caras y vértices corresponden respectivamente a
vértices y caras del original. Los poliedros duales de los Arquimedianos
se llaman Sélidos de Catalan [2], que fue quien los descubrié en 1865;
obviamente hay 13 y sus caras no son poligonos regulares.

Continuando con la idea de caras regulares y vértices idénticos, pero
admitiendo la posibilidad de caras que sean poligonos no convexos,
se obtienen los Poliedros Uniformes. En 1954 Coxeter [7] conjeturd, y
fue posteriormente probado por Skilling [21], que hay 75 (sin contar
prismas ni antiprismas).

Si nos restringimos a poliedros convexos y nos preguntamos cuantos
hay que tengan las caras regulares, ademas de los Sélidos Platénicos,
los Arquimedianos, y las familias infinitas de prismas y antiprismas, la
respuesta es que hay 92 maés, los cuales reciben el nombre de Sélidos
de Johnson [15], quien en 1966 dio la lista y ademds conjeturé que era
completa, lo que fue probado en 1969 por Zalgaller [25].

Los ejemplos anteriores determinan diferentes triangulaciones en una
esfera topoldgica. En la secciéon 2 aparecia la figura de una superficie
torica descompuesta en poligonos; del mismo modo, numerosos espa-
cios (algunas variedades, variedades con singularidades, etc.) admiten
descomposiciones (triangulaciones) en piezas més sencillas de dimen-
siones adecuadas. La generalizaciéon de estas ideas da lugar a diver-
sas nociones geométricas, topologicas y algebraicas, que genéricamente
pueden denominarse “estructuras poliedrales” o “poliedros”, como son
los complejos simpliciales, complejos de celdas, conjuntos simpliciales,
etc.

Dentro del area de la Topologia Algebraica, en la que concretamen-
te se enmarca nuestra actividad, las estructuras poliedrales juegan un
importante papel. Desde las més rigidamente geométricas, han sido la
fuente de inspiracién para la creacion de teorias de homotopia y homo-
logia que después han sido diversificadas, generalizadas o sintetizadas
con el objetivo de obtener mecanismos para poder estudiar espacios
susceptibles o no de admitir estructuras poliedrales generales mas o
menos rigidas, como hemos visto que ocurre por ejemplo con el caso de
los fullerenos mencionados anteriormente.

Senalemos que si esta estructura poliedral sélo contiene un nimero
finito de piezas béasicas, el espacio descrito por ella es compacto; asi que
si se desea estudiar espacios no compactos, en los que uno puede ima-
ginar escapes hacia el infinito de una o muchas maneras, entonces las
estructuras poliedrales llamadas clasicas deben estar hechas de infinitas
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piezas, lo cual puede ser un obstaculo a la hora de aplicar técnicas com-
putacionales. Dentro de este ultimo marco, estudio de los espacios no
compactos, concretamente en el de la Teoria de Homotopia Propia (del
que una visién panoramica puede encontrarse en [17]), se halla parte de
nuestra labor de investigacién, y en particular algunos trabajos donde
proponemos nuevas estructuras poliedrales que incluyen piezas béasicas
diferentes a las habituales con el fin de obtener posibles descripciones
de espacios no compactos con un numero finito de piezas.

Por otra parte, también han tenido un fuerte desarrollo los traba-
jos de programacion encaminados a la representaciéon de espacios y al
calculo de invariantes topoldgicos asociados a estructuras poliedrales
que los describen o aproximan. Es un hecho cada vez mas frecuente
trabajar con técnicas de simulacién sobre diferentes fenémenos fisicos
celulares o moleculares, donde se utilizan formas geométricas inicia-
les muy sencillas que van adquiriendo mayor complejidad estructural a
medida que se avanza en la aproximacion al fenémeno real simulado.

Nos gustaria que lo expuesto anteriormente, aunque sélo sea una pe-
quena muestra, pueda servir para ilustrar hasta qué punto los poliedros
estan proximos a nosotros y siguen siendo unos objetos matematicos
fascinantes sobre los que merece la pena seguir avanzando en su estudio
y utilizacién.

Terminamos recordando las palabras de Galileo Galilei:

“ .. La filosofia (naturaleza) estd escrita en ese gran libro que siem-
pre estd ante nuestros ojos —el universo— pero no lo podemos entender
st mo aprendemos primero el lenguaje y comprendemos los simbolos en
los que esta escrito. El libro estd escrito en lenguaje matemdtico y sus
stmbolos son triangulos, circulos y otras figuras geométricas, sin cuya
ayuda es imposible comprender una sola palabra; sin ello uno vaga sin
esperanza en un oscuro laberinto ...”

4. ENLACES CON PAGINAS WEB

Requiere una adecuada configuracion de Internet y tener instaladas
las correspondientes aplicaciones de ayuda.
http://www.georgehart.com/ Una de las mejores paginas de polie-
dros, elaborada por George W. Hart, ademés contiene muchos enlaces
interesantes.
http://archives.math.utk.edu/topics/geometry.html Contiene mu-
cha informacién sobre diversos topicos de geometria y numerosos enla-
ces.
http://www.bocklabs.wisc.edu/cgi-bin/WebCatalog.cgi Institute
for Molecular Virology. Madison, Wisconsin.
http://www.bocklabs.wisc.edu/virusviztop.html Otra pagina del
Instituto anterior que contiene visualizaciones de virus e interesantes
enlaces.
http://www.uct.ac.za/depts/mmi/stannard/linda.html Pagina de
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la Universidad de Cape Town, Divisién de Microbiologia Médica y Vi-
rologia, dedicada a la arquitectura de los virus.
http://www.tulane.edu/ dmsander/garryfavweb.html All the viro-
logy on the WWW. Pagina de la Universidad de Tulane, Nueva Orleans,
sobre virologia en internet.

http://www.tulane.edu/ dmsander/WWW/335/335Structure.html Es-
tudio de la estructura de los virus.

http://phage.bocklabs.wisc.edu/ Pagina del Instituto de Virologia
Molecular de la U. Wisconsin que contiene imagenes de DNA de virus.
http://www.tiem.utk.edu/ gross/bioed/webmodules/DNAknot.html
Pagina dedicada al DNA y la teoria de nudos.
http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/KnotPlot.html
Pégina de nudos y enlaces topoldgicos.
http://www.ill.fr/dif/3D-crystall/index.html Pagina dedicada

a la estructura atémica de los materiales.
http://www.members.tripod.com/ modularity/ Articulo de S. Ja-
blan sobre la geometria de los fullerenos.
http://www.mpi-stuttgart.mpg.de/andersen/fullerene/intro.html
Pégina del “Max-Planck-Institute Stuttgart”, que dedica parte de su
investigacion el estudio de fullerenos.
http://neon.mems.cmu.edu/bucky/other-refs.html Contine nume-
rosos enlaces y referencias sobre fullerenos
http://www.univie.ac.at/spectroscopy/forschung.html Péagina
de la Universidad de Viena que contiene abundante informacién sobe
fullerenos y enlaces interesantes.
http://www.susx.ac.uk/Users/kroto/ Péagina del grupo de inves-
tigacion en fullerenos del Profesor H. Kroto de la Universidad de Sussex.
http://www.ornl.gov/ORNLReview/rev26-2/text/rndmainl .html In-
formacion y peliculas cortas sobre fullerenos.
http://cnst.rice.edu/reshome.html P&agina del Prof. R.E. Sma-
lley (Rice University)
http://www.pa.msu.edu/cmp/csc/nanotube.html Sitio de nanotu-
bos

http://www.bfi.org/ Pagina del Buckminster Fuller Institute.
http://www.thirteen.org/cgi-bin/bucky-bin/bucky.cgi Pagina que
contiene numerosa informacién sobre Fuller e imagenes de sus obras.
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